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457=3~7 OBSLRVACIONES Y SIMPLIFICACIONES EN EL ESTUDIO L& LAS ESTRUC—

Ll

TURAS HIPERESTATICAS PRETENSADAS

Piero Pozzati

-~S1ino g1 g =

3

Procedimiénto simple para el estudio del pretensado de i
gas hiperestdticas, utilizando "1 diagrama de momentos, pretensado
vigas hiperestdticas con el esfuerzo normal variable, y consider:
nes acerca del problema del pretensado de vigas empotradas elédstica -
mente.,

I. Obgervaciones preliminares

El problema del pretensado de una estructura hiperestati-~
ca puede presentarse bajo el doble aspecto: de gstudiar las solicita-.
ciones de drganos de dimensiones conocidas por medio de diagramas o
disponer las armaduras de pretensado de forma que se anule la influcn
cia de los empotramicntos hiperestiticos. En cualquiera de los dos ¢z
sos pueden ser Utiles las observaciones que se proponen que, gi bicn
no son nuevas, y se hallan incluidas frecuentemente en lag proposicio
nes generales admitidas hace tiemwo (1), servirin para poder seguir
més fécilmentc cuanto se expondréd, asi como para estudiar las cucs -

tiones conocidas desde divers puntos de vista.

(1) G, RAINERT: "El problema del pretensado sobre sélidos empotrados
eldsticamente" ("Giornale del Genio Civile", noviembre 1949), Las
numerosas contribuciones dedas por Y. GUYON se pueden consultomr o
el cap. XITI de "Cemento armado y pretensado" de C. CESTELLI-- LS
1947, Hoepli, Milano. V. FRANCIOST: "Sobre el cdlculo dec armac:ir.




a) Por ejemplo, si se trata del pértico de la figura I,
del que se quiere obtener un diagrame il de pretensado para la viga
© A-B, es importante notar que, aunque la observacidn pueda parecer

obvia, cuando se¢ representan los momentos por un diagrama M, se t1

nen en cuenta las rotacioncs‘ﬁi,‘f? de los extremos de la viga, ¥y

en conscecuencia, las rotaciones ¥ o. cen los nudos correspondien—
9 a9 ;

tes a los extremos de la viga.

Por tanto, admitido csto, el problema no presenta dife-
rencia alguna respecto a lo que sucede cuando s¢ corta la viga por
un punto cualquicra, ya que apafecefén deformaciones, de unvalor da
doy en las dos caras formadas por el corte. Rota la continuidad de
la viga por el corte, ésta se dividird en dos partecs, cuyos puntos
liberados por el referido corte se hallarén en correspondencia y €X

perimentarédn movimientos de un valor dadoa.

Volviendo al ejemplo iniciado; calcularemos lag rotacio
nes‘ﬁi,ﬁbc correspondientes para cl diagrams de momentos M, lo que

no presenta complicacidn alguna, porgue como se€ sabes

s = I, ;{1"’. — gj« )
| \ﬁa KL téﬂ j‘ bid AX i \‘.43"1 = %‘f-‘ ?“’fi; rj X
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y elementos pretensados" ("Industria Italicna y del Cemento''yoC
tubre 1950). En este articulo, el cdlculo de las estructuras hi-
perestdticas con elementos pretensados se desarrolla elegante -
~mente, utilizando las 1ineas de influencia de la coaccidn. Este
procedimiento fué extendido por el mismo Franciosi a estructu-
ras con elementos de e¢je curvilinco (Sobre algunos problemas Ie
lacionados con el pretensedo_cn las estructuras hiperestaticas,
"Giornale dol Cenmio Civile",diciembre 1950). De los textos, ya




Imaginemos ahora que la estructura carece del elemento
pretensado A-B, que los nudos A y B se¢ han incapacitado para rcali-
zar un desplazamiento relativo (2) y que los momentos desconocidos
M;, Mg (fige 2), aplicados en A y B, sgﬂhan_galculado con la condi-

cidén de provocar las rotaciones dadas ﬁga,qu.

Si kf'q,a,soa;g :—'\f)z,,& ,\PL;L son los coeficientes cldg
ticos para el pdrtico privado del elcmento A-B, las dos condiciones

gue determinan las rotqcionos sons
* % e |
Pq ff’ ) :;fix [;;)
M‘P+M‘P i 7+

‘ : ! : 3
Resulta pues que, si deben aplicarse los momentos ﬁ;,MB
en los dos nudos-A y B para obtener las condiciones impucstas, en
3
¢ 5 »w A
la viga A-B tcndremos los mismos momentos M, Mb’ pero con distinto
(=7

signo.

Una seccidn cualquiere de la viga A-B, considerada alge
ladamente (fig. 2), estd por tanto sometlda al momento N *Cx? debi-
do a la aoc 6n del oable, y al momento M ! debido a los momentos ex

2

tremos Ma.’ Mb (¥ = U x'/€+Mb /2)

numerosog, dedicados al estudio de las estructuras pretensadas
recordamoss C. CESTELLI-GUIDI, ya citadoy; en el que se trataex
tensamente del pretensado sobre vigas hiperestdticass G. MAGNEL:
Le béton precontraint, libro III, Fecheyr, Sand, 19585 F. LEON=-
HARDT': Spannbeton fur die Praxis, cap. II, Ernst, Berlin, 1955.

(2) Si el diegrama ¥ correspondiente al elemento A-B llevae consigo,
para el caso de eje no rectilinco, un desplazamiento relativo ,
deberd aplicarse a la estructura restante un sistema dc fuerzas
capaces de realizar los desplazamientos que se deducen del dia-
grama dados



-~
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Para realizar ¢l valor impuesto Ix

oo +2 =F . [&]

X X X X

deberé, por tanto, te-

nerses

De la [3) se deduce que, dado un valor para NX, la excen
tricidad necesaria o, viceversa, dada la cxcentricidad, se obtiene el

valor del esfuerzo normal.

¥ *
b) Los momentos Mé, Mb son nulos cuando son nulas las To=-

taciones calculadas‘f%l,HQt‘

En tal caso la ecuacidn ii} se transﬁxzwani ¢y = T&; y
si Nx es constante para las distintas secciones, el comportamiento del
cable es semejante al del diagrama del momento Il y, por tanto, la cur
va de las tensiones y el comportamiento del cable son concordantes(3)
y no hay ningune difcrencia para una viga apoyada isostéticamentc o

NO»

De otro modo, la curva de las tensiones y ¢l comportamien

. X
to del cable distan, la una del otro, en M& / Ne

c) Del exancn de las ecuaciones @ﬂ se puede deducir cuan

do es posible obtener un diagrama M de momentos.

Si estdn ya detcrminades las condiciones de enpotramiento

o

para la viga puede obtencrse cl dicgrame M, solamcnte si}ﬂl y*i

son compatibles con las condiciones dec empotramliento, pues no se pue=

(3) Véase la obra citada de C. CESTELLI-GUIDI, cap. XII, pig. 141 ¥
giguientes,



den imponcr condiciones incompatibles entre si (4)

ﬁs1, pues, como ejemplo al caso que nos ocupa, S€ puede
obtener un diagrame dado de M para una viga porLcctamonto empotrada

en los oxtromos; unlcomente si a tal diagrama le acompaflan las rota
ciones Hqi y \F mleas (5).

Sin embargo, cuando el entramado pretensado estd unido
a los arriostramientos por medio de clementos elédsticos, es deciry.
cuando solamente algunas partcs de la estructura estén pretensadas,
el problema es, corrientemente, realizabie, porque estos elementos
pueden deformarse de tal manera gque la seccidn que les une al entrg
mado pretensado se adapte a la rotacidn y’ resultente del referido
diagrame T de momentos, y siempre que la seccién que une a los ele=~

mentos se adapte a la presencia de éstao

d4) Naturalmente las observaciones indicadas permanecen
vélidas, aun tratdndose de diversos entramedos para los que se cal-
ould el diagrama M. A titulo de ejemplo examinamos répidamente unos

casos muy sencillos indicados cn la figura 3

Bl caso a) es realizable para cualesquiera quc sean las
corndiciones de apoyo en C y D; porque --30mO S€ ha dicho~- los pies dg
rechos A=C y B-D permiten, con su deformacidn, satisfacer a las cop

diciones limites de la viga A-B y las de los apoyos Cy D

v

<] i

(4) S5i la sccclon A de una viga esté perfectamente ompotruda y el

diagrama I exige una rotacidn V., 4-() para la seccidén A, deberan

¥

verificarge las condiciones Y& =0 (para el onpotramlento) y
\fzi \F&i (para el diagrama i) . B

\?.

{5) BEn este caso, siendo perfectos los empotramientos, se tiene
% 03 ademés,??l“ = Fea™ - .0, Bor lo,tanto, para
Y?i vﬁ distintos de cero, lou mementos F y‘M resultan infini



En ¢l caso del pdrtico de la figura 3=b, cl diagrama es
compatible siempre que considerados los elementos A-B y A-C separae-
damente resulte, que de los diagramas Il se deduzce que \f%LI ::ﬁpac
o bien (fig. ¢) que 2l considerar el semipértico rcsulte nulo el des
plazmamiento horizontal de la seccidn C. Naturalmente, los momentos
ﬁ;c v ﬁab que dan luggr los cableg_pueden resultar distintos.Si,por
ejemplo, se tuviese\ﬂqﬁl = O, deberfa ser Mﬁo = 0. Por lo tanto,si
al pie derecho se le aplica un diagrama I distinto (fig. 3400 el
problema siguec siendo posible si el valor Mﬁc satisface a la condi-

¢idén de compatibilidad.

Si el pértico ticne los apoyos empotrados (fig. 3=e),el
diagrama‘@ debe_ser tal que, secparada la viga de los pics derechos,
rosulte:Y;L =’1%L¢,3rﬂQ¢a = 03 o bien, considerando solamente los
movimientos en la extremidad C; se ha de verificar quo\€¢ =0 y[

Eézﬁ.

»

El caso de la figura f, que serd tratado mds ampliamen-
te en el parrafo fy no pucde scr req}izadq_porque, andlogamente a lc
casos ya indicados, las rotaciones Y%xt l%%;c de la seccidn L, cor
siderada como pertenccicnte a la viga o al pie derecho, son incompg
tibles entre si [una es levdgira, la otra destrégira (fig. 3-f)slas
ordenadas del diagrama llevan siempre el signo en correspondencia
con el extremo tesadé} § pues bajo otro punto de vista, resultaria

=~ . - a
que ¢l valor de no seria nulo, lo que estaria en oposicidn cor

Ge
la presencia de la articulacidn.

tos; lo cual es natural, porque para lograr rotaciones nu nulas
en los nudos indeformables se necesitan momentos infinitos. Por
lo tanto, el problema no admite solucidn.



Esto s6lo seria posible cambiando el signo de una partc
del diagrama (fig. 3-g), pero no obtendria un efocto dtil desde ol

punto de vigta practico.

e) Cuando, por ejemploy, sc da un diagrama I no compati-
ble con la prescncia de un vinculo para una viga, os facil determi-
nar qué pafte de I puede ser aprovechable, yo que basta considerar
la viga como simplemente apoyada cn los extremos, sometida a los c-
fectos dol diagrama M, y hallar los momentos aplicables 2 los extrg
mos para respeter la presencia del empotramiento, es decir, que bag
ta determinor la posicidn de la recta de refercncia compatible con

las condiciones de empotramicnto,

La superposicion de los dos diagremas, el dado y el re-
lativo 2 los momentos en los cxtremos, do lugor o un diagrama resul
9 <3 Al

tante aceptable.

f) No es posible confiar, ni eiquiera parcialmente, de
un diagrama dado M, si su comportamiento es similar al de los momen
tos debidos & la reaccidn R de un empotramiento hiperestitico "rigi

dott

En efecto, a un comportamiento de este tipo, que puede
imaginarse como debido a un valor determinado de la resultante R,le
sigue, inevitablemenite, un desplazamiento del punto de aplicacidn
de dicha resultante, desplazemicnto que, precisamente por la presen
cia de un empotramicnto supuesto fijo, no pucde suceder. Por lo tan
to, andlogamente & lo-que s¢ ha dicho precedontemente, tanbidén cn
este caso se obtendrian para los nmomcntos if"valores infinitos,

Esto es lo que ocurrc en le viga continua de la figura
4y on la gue el diagrama triangular M es senejante 2l de los monen=—

tos debidos a la reaccidn del apoyo central, considerando la viga



principal A-C3 o a la reaccién de uno de los apoyos laterales, al con
siderar la viga principal B-Cs o al momento mutuo de los tramos B-A y
B-C, supuestos independientes. En este Ultimo caso, la imposibilidad

de obtener el diagrama dado M es tambidn evidente, porque solamente -
para los momentos Mf, que dan un diagrama de momentos semejantes al
diagrama M (fig. 4), la seccidén B debe sufrir una rotacién destrdgira,
por ser una seccidén extrema del tramo B-A, y, a2l mismo tiempo, una ro
tacidn levégira por ser una seccidn extrema del tramo B—C,_}o que no
es posible, porque, en el diagrama dado M, las rotaciones Laficdebe_
rian resultar de sentido opuesto, mientras que para la contihuiaad e=
lastica deberian ser iguales y del mismo sentido. Naturalmente, la reagc
cién del empotramiento hiperestdtico que provoca un diagrama seme jan—
te al ﬁhpuede aplicarse también a una estructura hiperestdtica, siem-

pre que los empotramientos hiperestidticos sean mis de uno.

g) Consecuencias del comportamiento de un cable. Siun elg

mento de una estructura hiperostitica se halla sometido a la accidn -
de un cable que ejerce un esfuerzo normal N, 21 momento Ne, correspon
diente a una seccidn del céble, se superpone, en general, el momento
Mi de los empotramientos hipercstdticos, que pormaneceh inoperantes si
el elemento pretensado; considerado aislado y sometido al diagrama de
moientos Ne, se deforma, de tal msnera, que no perturbe la compatibi-

lidad que debe existit entre las distintas partes unidas.

Por tanto tendremos:

Uotay = Fo + 150 [4]

Naturalmente, puede estudiarse o un trazado del cable en
el que N e¢s constante o un diagrama N con un trazado determinado del

cable para el cual sea Mﬁ = 0,



Contrariamentc, Mi cs distinto de cero y puede influcn-
cinr sensiblemente al momento gue da lugar cl cabley ¢ incluso puc=
de anularlo completamente.

5

diagrama Nc es semejantezﬂ

'—J

Esto es lo gque ocurrc si, e
los momentos c¢ec la rcaccidn dc un patramlcrto hiperestético ri
al

gido, es decir, si Ne y Mﬁ tienen comportanientos semejantes. ¥n ta

caso debe resultar, en efccto; que en cada scecidn Mi = -Ne yy por
tanto, I 0, porquc si no fuera asi, tendriamos un diagrampe sg

otal
mcjante al de la rcaccidén del vinculo y deberia verificarsc un novi

mionto incompatible con la misma presencia del empotramiento, rcco-

yendo, por tanto, en lc que sc ha dicho ya en cl punto preceGenics

Bn estc caso, los cmpotranicntos hiperestdticos devuel-

von cnteramentce los efectos que dieron lugar los cables

Esto cs lo que sucede (6) en la viga continua souetida:
1a accidn dec cables recctilineos (fig. 5), con oxcontrioidades nulag
on las scocioncs oxtrenas. La vige estd exenta de momentos flectorc
y todo sc reduce a la presencia de lag reacciones correspondientcs:

los apoyos. Los resultados son andlogos en la viga empotrade de le
fiisma figura 5.

h) Puede ser util noter quo, dado un diagrama M de no -
mentos para una viga continua, aplicabie a otros treamnos (figuras 5
b, es fig 7), pera que este diagrema sca posible ha de sor de tal
forma que presente la compatibilidad de un tramo con los contiguos.
Bs deeir, que si consideranos aisladasento. los tramos, cada disgra-

ma parcial de nomentos debe dar rotacliones iguales en los extroiios

(6) A este propdsito véasc ol n® 143 do la obra citada de C. CESTE-
LLI~GUIDI.
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de cada uno de estos trauos, yo que en realidad se pugdon considera
como saldados cntre si. De otro modo, si no fuera asiy pnuecte obtcnel
se un diagrama para un tramo y corregir los correspondicntes a los

tranos adyacentes.

Noturalmente, estos inconvenicntes no existen si los dig
gramas tienen en cuenta la continuidad o dan rotaciones nulas en les

extremidades. Véase a este respecto ¢l parrafo b dcl ejemplo I.

II. Empleo de un diagrama de momentos M, utilizando el método de

Fo e
Cross, cn la deteruwinacidn de los momentos hipercstéticos M .

2) La detcerminacidn de las reacciones hiporestéticaslf‘
es nuy sencilla si se cmplca el MthdO de Cross. 8i en la figure 1
consiceramog los nudos D y E privados provisionalmente de una rota-
cién, y tecnemos cn cuenta quc son conocidas las rotacioncs ﬁﬁajﬁﬁk
correspondientes al diagrama I de nomentos y ¢l nomento deo inercia I
que debe aplicarsc a la viga u*D‘E ra que en su seccidn extrema L se
verifique una rotucién de wnﬂquYa 1 moumcnto ¢e inercie con c¢icha
seccidn ess 4 hadﬂj&(dondos Res larx "1§;doz de la viga). L lo oxtre-
midad D sc transmite el nmomento 2 Ra C\fQ,(admitic ndo que la vigaes &

seccidn constantc).

Andlogancnte sc calculardn los momentos de inercia cn los

otros elementos A=-G, B=E; B~H y B~C., Para estc Ultimo, puesio quc co.
B

apoyo C es sinple, ¢l momento de incrcia ess 3 Rb o ‘1

L

Deterninadcs estos valores inicialesy el problema se po-
dria dar por terminado si los nudos B y D no experimentasen rotacidn
alguna. Puesto que no es asi, se reparten los momentos entrc las dig

tintas barra~, procediendo segun el método de Crossy manteniendo sier
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prc empotrados, en los sucegivog ciclos de reparto, los extreros de

A-B, gue ya han sufrido los angulos de rotacion.%ﬁi;\ngprevistos.

Naturalmente, si las vigas nc son Ge seccidn camstante
pueden utilizarse las rigideces y coeficientes de transmisidén, que
den tablag calculadas de acuerdo con las leycs admiticdas para la va

riacidn de scccidne.

b) En numerosos casoss o sc¢ precise proccder por itcra-—
cidn, ya que cl rcsultado puede obﬁénerse de forma directa como ocu
rre en los ejemplos 2 y 3, ys en general, en el estudio de placas
curvas de revolucidn, para las que la condicidén estdtica de un bor-
de puede considerarse independiente de la presencia de los otros cog

tornos.

En general, trotédndose de estructuras hiperestaticas cg
rrientes; el momento M# s correspondiente al extremo de un elemento
pretensado, puede obtenerse analiticamente y con una aproximacidn

excelente.

Sffh es la rotacidén correspondiente al diagrama M, y

W es la rigidez del nudo a que pertenece la viga, se tiene:
* L
-Ma.‘*‘ﬂi\/\! [5]

con lo que se reduce el cdlculg a una sola operacidn.

. 2

o) Bl método de las’deformaciones puede también a veces

resultar conveniente para determinar los momentos M, porque dado
un diagrama M, correspondiente a una viga, las rotaciones en los nu

dos & que pertenece la viga son conocidas.
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d) En una estructura pretensada, los efectos debidos &
la deformacidn causada por'ol esfuerzo normal no son habitualmentd
despreciables con relacidén a las dcformaciones causadas por ¢l mo-
mento flector (7), ¥ se pucden tener en cuente si se conoce cl cs-
fucrzo normal N, u otro dado. Bn ecste dltimo caso debe estudiarse
el comportamiento dcl cable.

Los efectos de la deformacidén resultan sencillos de cg
tudiar procediendo con el método de Cross, ya que basta calcular
los desplazamientoséj‘en los diversos extremos, producidos por el
¢fecto de N (fig;° 6), asi como los momentos I, correspondientes .o
fE‘ para los diversos clementos unidos 2 los miembros pretesados.Di
chos momentos I valen 6 EJS/-e‘a' si el extremo opuesto cetd empo=
trado c¢fectiva o provisionafﬁente, v 3 Edg zéi cstéd simplemente a-

poyado.

Obtenidos los dcsplazamientoss'y los momentos de incr-
ciay; se procede con las reparticlones y transnisiones propias al mé
todo Cross.

BJEMPLO 1 .- Tretemos . chors de obtener ¢l diecgrama de
momentos M correspondicntc al entramado de la figure 7, en la queel

tramo central es parabdlico para el 2-3 y rectilineo para el 2-1,

a) Las rotacioncs correspondientes al diagrame sons

o e

3 ' 3 3
L /on = L L R |
\p 2y = 9 /24 B3, 3 + (97 /,g) /2 BTy 3= =9 /96 B

(lovégira)

(7) Véase el n. 152 dc la obra citade de C. CESTELLI-GUIDI.



: 2 : =3
iR il 4 s
\f2_1 e (q “73‘ ) ? EJ1W @ o= q §g ) (vease el apartado b de esto
capitulo).

o 17
o= a5

Los momentos I son:
2

: BT ) '3
R R
2™ T MnT 71 fz 24 16.000 -
2 2
- _ 4me'" o _ oop 1
Mg = M5 = > 978 = 28 a95TEes

Calculados los momentos para los diversos extremos (fi-

gura 8) se obtienes

. . 1 ,
M‘Z‘ o E-mz - 403) g —~5oo5 1 £ 2=0,041 g1
o

¥ N 129(1
S = Mo s
>
¥ =~ (196+208) e . D008 g A2

Es importﬂn%e notar que, calculados los momentos Mg 6"
M2 ! podria dudarse de la forma de reparticidn del momento - (M 5. 6
+ M* ) entre las vigas 2~1 y 2-3, Dicha rop“rtlcwon puede hacersc de
forma arbitraria, porque serdn los cables quienes completardn lo que
falta para llegar al momento dado en 2. En estbe cédlculo, la reparti -

cidén se efectud por partes iguales,
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Segin la ecuacidn {:i} , en lasg secciones 2-1 y 2-3 debe

tenerse:s

=

-k = L '
[a] My g + Ny op g =Ty gy My gt Wy gep 5= T,
y péra el equilibrio en el nudo 2:
[b] M#' +N$ (y‘ +M. ey
g T Moy = = Wog Tl ).

Satlsfecha la ecuacidn [é] a las expresiones ﬁ‘ 4 7
2 3 se 1es pueden dar valores arbitrarios, porque en la 1gualdad [

forman parte N y e, es decir; el esfuerszo normal y la excentricidad

del cable.

X
Obtenidos los momentos M, mediante la expresidn [21 &e
calcula la excentricidad e del cable para un esfuermo normal N o vi-

Cceversae.

- b) En este ejemplo han resultado iguales las rotaciones
]C;_3¢135d1, correspondientes al diagramazﬁ (Véase capitulo I, parra-
fos d ¥y e). De lo contrario no habria sido posible el diagrama en dj
chos tramos, pero se podria haber hecho uno para un tramo y corregil

lo para el otro.

Dicha correccidn se hace calculando el momento I precisc

para que‘Y92_1' =y92_3 Yy procédiendo luego como habitualmente,

c) Naturalmente, también puede desarrollarse el oélculo

hallando los momentos M pera el diagrama I de ca da uno de los tram

.d) Los resultados, segun lo que ya se ha dicho en el ca-
pitulo II pérrafo b, dan una excelente aproximacidn para el cdlculo
de los momentos I, porque los pies derechos gue unen las v1b 1S COTT¢

pondlontes al diagrama i tiencn una rigidesz pequenan
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EJEMPIO 2 .- Formacidn del diagrama parabdlico de momen=—
tos M para la viga 2-3"de la figura 9. En este caso (ver cjemplo 1 )

g 1b :
si }92_3 = 91°/96 EJ, los momentos scrans

_ 4B, 87 = _ 12

el 750 Pt P
- ' )

4ET - 0002 5

7 e P

El procedimiento sc ha aplicade a la figura 9, reducién=
dose a pocas operaciones, porque, segin se ha dicho em ¢l capitulo Il

parrafo a, al nudo 2 no sc lc consienten més rotaciones que la\F%_3o

EJEIPIO 3 .~ Para ¢l calculo de un clemento del entramas
do de la torre de la figEPE;109 se han dibujaedo los diegranas M de mo
mentos. En este caso si?’a,yDO son las rotaclones corrcspondientes a
los diagramas dados, los momentos se calculan inmediatamentc. Por e-
jemplo, si la posicidén es simétrica, para cl pie derecho A-C tcndro-

mossé

% - bl fon - whin * .
M, .= 4RP +28F (si'f =P, =P, ¥ __=6RP),

Si la posicidn no cs simétrica y los nudos se desplazan,
ge calculan los momentos en los diversos extremos de los pies dere —
chos suponicndo que los nudos sc¢ hallan imposibilitados para trasla-
cidn alguna y que los apoyos son ficticlos, condicidén que no caumbia

nada respecto al cAlculo preccdentes

Sc calculan después las reaccliones correspondientcs a los
apoyos ficticios, que se afiaden, cambiadas de signo, al pdértico de
nudos que se hallan imposibilitedos de rotacidn alguna, porqus cade

uno ha girado ya el éngulo correspondiente al diagrama.
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Puede ser util notar que si las vigas se coutindan forman
do una ménsula conforme o no a un diagrama dado de ﬂ; los voladizos nc
tienen importancia alguna a los efcctos de los momcntos Mﬁ; porquc s
adaptan sin-oponerse 2 las rotaciones de las vigas de los tramos inug

riores,.

TIT. Utilizacidn de las observaciones precedentes al redactar un pro-

yecto prictico de estructuras.

a) Normal y pricticamente ¢l diggrama no representa los
momentos gue actuén con pretensado (8), sino las tensiones méximas vy
minimag que no deben ser rebasadas cuando se tiene, ademds del preter
sado, no solamente la carga permanente (estado 1), sino también las

sobrecergas (estado 2).

Fijados los cuatro valores de las tensiones en los extre-
mos (fig.11), y determinado el valor del esfuerzo normel y las dimen-
sioncs de la seccidn mis fatigada, es sencillo hallar las posiciones
de los dos centros de¢ presidn C1 y 02, correspondientes a los dos dig
gramas de tensiones correspondientes a los ecstados 1,2. Las posicio-

nes de 01 N 02 pueden obtencrse por medio de las relacioness

N | N. G0 N N.0C,

Con el Fin de facilitar el estudio de las estructuras -

a

percstéticas, parece onortuno se refresque el comportamiento de losc

(8) Habitualmente, para la seccidén méas fatigada se determinan Ny e, ¥
W (W, W' son los mbédulos de registentia)s o bien, si e es incom-
patible con la altura prefijada de la seccidén, N, W, W' (ver, opc
ejemplo, el articulo citedo en la nota 9), Sucesivamente puede he
llarsescon N constante, el trazado de la curva de las compresionc
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bles en las vigas isostéticas, asi como algunos datos gobre las rotg
ciones en los extremos de los elementos en determinados diagremas de

momentos.

b) Vigas isostdticas sometidas a un esfuerzo normal cons

tantcs comportamientos limites de los cables. Si se quiere que en tg

das las secciones se verifidue el diagrama de las tensiones en el eg
tado 1, es decir, que en todas las secclones el empuie N pase por 01,
cs oreciso que el esfuerzo normal N, que actla cn correspondencia con
la posicién del cable, de un momento Mﬁ equivalente a N pasando por

C, en otros tdrminos, es necesario que N se aplique a un punto O1 tal

1
N. 0,6, = M. ' [7]

que

Puesto que M% es variable y el punto C1 ha sido fijado ,
la posicidn O1 del cable debe variar, aproximdndose a 01 cuando dig
minuya Mﬁ. Asi pues, es soncillo determinar una linea 01, lugar de
los puntos O, (fig. 12), tal, que si el esfuerzo del cable coincidig

ra con clla en todas las secciones, se verificaria el diegrama correg

pondicnte al estade 1 de las tensiones (fig. A

en vacio, es decir, actuando solamente el pretensado, situado en
tre los dos limites (ve capitulo 3, parrafo b) De la curva__ de
las presiones se obtiene fécilmente el diagraga de momentos M y,
en ‘consecuencia, el cdlculo de los momentos i y de las excentri-
cidades del cablc, es decir, el trazado del cable. Naturalmente,
vara la 36001on nds fatigada o para otra cualquiera puede suceder
gue la excentr icidad del cable no es sAmisiblé porque es 1noompa-
tible con la altura de la sec01on° para hacerla posible, segin pr,
puso Y.Guyon,pueden superponerse traslaclones rigidas al trazado
del cable previamente hallado, es decir diagrama de momentos semc
Jantes a los debidos a las reacciones de los empotramientos hlpe-

restdticos, sin cambiar por ello el diagrama M obtenido. Con el
procedimiento que se expondid es posible actuar sobre ¢l pretense
do de estructuras hiperestdticas que poscen un esfuerzo normal V¢
riable
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An&loganmente, c¢l momento total M@ + Ma puede definirse en

cada seccidn un punto 02, tal ques

7. 00 =1 1
No O,0,= M + 1, [8]

y trazarse la linea 02, lugar de los puntos O29 de tal forme que, si
el cable coincidiera con 02 on todas las secciones, se tendria cl dig
grama correspondiente al estado 2 de las tensiones. Es fécil darse
cuenta de la aceptabilidad de cualquier comportamiento de un cablecon

prendido entre los dos trazados limites 01, 02.

c) Vigas isostdticas sometidas a esfuerzo normal variablc:

diagrama limites de los csfuerzos normales. Frocuentemente no es posi

ble ni oportuno anclar todos los cebles sobre la cabeza de la viga.

En este caso, on vez de determinar, una vez fijado el cmpu
je N, las cos posiciones linites del cable 04 ¥ 02, conviene detormina
ol trazado O del cable y los2diagTronas 1imites correspondientcs o las
normales N,y 1, (9), como sc pucde ver en la figura 13. Por tanto, pa-
ra conseguir que en todas los secclones pase N por 01 y que se vorifi-

que ¢l diagrama del ecstado 1 de las tensiones, tendremoss

N1 o OC1 = Mb [é}

al conocer la posicidn O del cable, sc obtiene N1.

wo

Para conseguir que cn todas las secciones pase N por 02 N
que se verifique ¢l diagrana dcl estado 2 de las tensiones,; debe cum-

plirse le condicidn siguicntes

N2 ° 002 = Mp 2 Mﬁ {}é}

(9) Véase P. POZZATI: "sobre cl cdlculo de las estructuras pretensadlas
(Bollettino Ingegnori, Architetti, Costruttori, Bologna, 1954 ) o
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Es fdcil darse cuenta que cualguier diagrama de N compre
dido entre las curvas 0y ¥ Ny lugares de los valores l\T1 ¥ NZ’ eg
ceptable. Para mds detalles sobre este particular, véase el articulc

cltado en la nota 9.

d) Para los cdesarrollos analiticos siguientes; serd Util
disponer de los valores corrcspondicntes a las rotaciones cn los ex-
tremos de una viga de seccidn constante con relacidn a determinados
diagramas de momentos. Estos valores vienen dados en funcidn de E ¢

¥y para M negativo.

Diagrama parabdlico sobre un trozo x\ de la viga (fig.

N4-a)s
2 2 .
= - = ] )4 = = s 1
Y, SU b 1, \Ob' S Qe l. [1}
Viagraii de los monmehtos parabdlico y siriétrice -(fig, -1
-b): !

Wino |

e o

o A ‘ | (12]

Diagrama parabdlico de un trozo extremo de la vige (figs

14-~c)

. 2 s 5 A
AR L3 AE BT N ¢

Diagrama triangular cde un trozo extremo de la viga (fig.

14~-d)s

-5
il

2 nr
SEAT P B a3y )
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e) En las vigas hiperestdticas es conveniente que los efcg
tos debidos al pretensado se limiten exclusivamente a las partes pré—
vistas. Esto sc consigue disponiendo el cable de manera que resultennt
los los movimientos de una scccidns; a fin de no inducir solicitacioncs

en las partes contiguas al elemento pretensado.

En este casos; no cambia nada respecto a lo que s¢ ha dicho
en los parrafos b y c, referentes a las vigas isostéticas y, por tanto
se puede aprovechar la zona delimitada por dos trazados limites del ca
ble si N es constante,o bien, los dos diagrames limites del esfuerzo
normal si se ha adoptado un trazado particular del cable. En un caso u
otro queda delimitada una zona, dentro de la cualAdebe disponerse el

trazado del cable o el diagrama del esfuerzo normal.

Mientras que para las vigas isostéticas es aceptable todo
trazado comprendide entre dichos limites, cn Ras hipercstéticas sdlo se
han de hacer scntir en las partes pretensadas | ara evitar las rotacio-
nes que pudieran provocar reacciones en los elementos contiguos, condi

-

cién que ha de tenersc presentc al.elegir el trazedo del cable.

Si N es constante, hay que escoger uno de los infinitos trg
zados de cables, de tal forma que las rotaciones sean nulas en los ox-

tremos. Las expresiones dadas para las rotaciones en el parrafo d po -~

. »

drdn ser Utiles a este objeto., Tambien se podrd disponer un trazado del
cable correspondiente a un diagreme de momentos que respeto aquella cg
dicidn limite que se quiere obtener. En este caso, sin embergo, la. so-

lucidén no es, por lo general, la mis eccondmica.

3i el esfuerzo ncrmal es variable y se fija un trazado de-
terminado del cable, es preciso escoger uno, de entre los infinitos di
gramas de N, que se halle ccmprendido entre los dos limites y, de tal
mancra, gue provoquc rotaciones nulas en los extromos. Esto resulta sor

P4cil si se tienc en cuenta que el trazado (e los cables cs frecuente-



mente muy parccido al parabdlico, pero atribuyendo un esfuerzo normal
constante 2o los trozos dc cable que se hallan por encima o por deba-
jo del oje de la viga, en cuyo caso pueden utilizarse los valores (¢

las rotaciones gue se han hallado en el parrafo d del ejemplo 4.

Si los valores de N que anulan la rotacidn de uno o dos de
los extremos salen de la zona comprendida entrc las lineas Dys Ny S
adopta un trazado ligeramentc distinto del cable.

Como en la prictica se observe, generalmentc, una ligene
discrepancia con los resultacos &eéricos? una vez realizado-cl proycg
to, debe efectuarsc ﬁna comprobacidn (10)

EJEMPLO 4 .- Viga continua, prectensada, simétrica y de txn
tramos (fig. 15). Sc trata de determinar los valores del esfuerzo nol
mal pera un trazado dado del cable (fig. 16). Se supone que s¢ aplice
¢l pretensado cuando la viga estd sometida cxclusivamentc @ su propic

jsjcisieny

Vigas espaciadas a 5 m

q'! = sobrecarga permanentc, cxcluido el peso propio Cec 1.250 Kg/m;

q''= sobrecarga accidental de 750 Kg/mg

Valores méximos dec las tensioness

J, = 07 = 120 Kg/on®
(Coeficiente de forma)=0,55 (ver nota 9)
130 cno

-5

=
1l

(1C) Véase V. FRANCIOSI, primer articulo citado, nota 4.
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Se empieza detcrminando los diagramas de los momentos

ximos y minimos M1, M2 (fig. 16), para lo cual sc distribuycn lasc
gas accidentalcs de forma ~portuna.

a) Para la seccién sometida a la méxime diferencia de mo
mentos (11), se determinan los médulos de rosistencia Wy, W' y el es-
fuerzo normal.WN.

En este caso, la seccidn guec debe tomarsc cn considera -
cién es la que estd en correspondencia con el apoyo B (fig. 16) SO,
tida a la diferencias

M, - M, = —226,9 - (=7457) = =152,2 tn

En consecuencia (12), se obticnocs

0= =11,4 ke/or?, (T, = ((; +0, )/2 = ~65,7 Ke/on®
W= (u, - ) (f‘ (]‘1 = 1,402 . 107 om>, A = 2 W/
/(PH = 3,920 cm
=:9,47 3 1B o
N =% 4 =258 t.

9

Conocidos los valores de A y J, y fijado el valor de cg-

pesor de ala s = 15 cm, resultas
= 78 cn, b = 16 cn.

A

(11) Cono se sabes W= (M Io - M1) ((T' CT ), W' = (12 - 51): (wl

*.{r por lo tanto, para un mismo dolor ce Wy
Loy orccor al cicecer 12 - M

(12) Para el célculo de las secciones puede verse el articulo citg
do en la nota 9.
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b) Si{f, = 0 (ver ecuacidn 6), al esfuerzo normel le corr

ponde una excentricicad GC1, tal ques

N % + E;%El = 0, de donde: GC; = % = 35,8 .(jj)

° ! . . . - -
Slﬁ: = 0, ell esfuerzo normal debe tener una excentricidad

G02 = 35,8 cm, es decir, igual a GC1, porque la seccidn es simétrica.

Por tanto (fig. 16), al dibujar el trazado del cable resul
tante, se le dan excentricidades méximas en los tramos que tienen grar

momento, ddndole curvaturas de los menores valores posibles (14)

Conocidas lag posiclones de log puntos Ci, 02, también son
conocidos los brazos OC1, OC2 corresvondientes a las diversas scccilo-

neso.

Conviene notar que, para determinar las posiciones de 01 ¥
02, cen el tramo de momentos positivos estd C1 por debajo del centro de

- ’” // . -
gravedad G, mientras que C, estd por €ncima. Lo conirario sucede para

2
el tramo de viga donde los momentos son negativos, en el que C1 est

JOIN

por cneima de G, y C, por debajo.

2

(13) Si se hubiera dado a (J, el valor hallado en el punto a ((j=11,4),
las curvas nq y n2 correspondientcs a la seccién B habrian resul-
tado tangentes, dando menor posibilidad de acomodacidn del diagra
ma de los esfuerzos normales (la acomodacién cs tanto mds facti -
ble cuanto més amplia sca la regidn comprendida ent@e nqy y n2).39
niendo (J} = O se obticne, sicndoTp==65,T Kg/cm2,(T, =2 . 65, T =

==-131,4 Kg/cm2 en vesn de(jr= ~120 Kg/cmd, lo que se¢ puede tener on
cuenta para determiner la carga de seguridad.

(14) Observaciones sobre el trazado de¢ cables expuestas cn el articulo
citado en la nota 9.
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Para aclarar este hecho basta recordar que C1 es el punt«
de aplicacién de la resultante del esfuerzo normal y del momento min:
mo M1, mientras que 02 es el punto de aplicacidn de la resultante de
N y del momento méximo Mé; por tanto, C1 se encuentra desplazado de:
lado del centro de gravedad O de los cables. Naturalmente, si la sec-

cidn cs simétrica, C1 N 02 estdn igualmente scparados de G.

En el cuadro adjunto se dan, para las sccciones 2y 4 os.
coo By los valores de los momentos M1, M2; los brazos 001, OC2, y los
de los esfuerzos normales N1, NZ’ calculados de acuerdo con las ecua-

ciQpeé 9 y 10,

Tramo A-B
{faSeccionss..i 2 | & § 6 1 8 { 10| 2 | %! 61 8] 8
M, ) e 0,0 [ 3%, {469 | 83,6 | 393 ] BT L1201 3,6 | 39,6 | W]
0C, (on) onnes -1 i B 419 10 - - ) 8 3
M i S jwe w0 fwr | o LOF e -l ugs L 9s
— e e e
by (t0) ooonnees Lo6k7 {110,013k §141,2 L BT 100,11 62,1 | 32,5 {120, 1 -226,9
00 (cn) corvrene | 80 {80 {02 %[00 e 0 | M | o0 | %
B ) et SR I R T

Andloga y sencillamente, se calculan las curvas limites de

n, y n, para cl tramo central (fig. 16).

Cualquier diagrama del csfuerzo normal interno de n,, n

¥ =B

es acepteble.

Segin lo que se ha dicho, debe determinarse el valor del

esfuerzo normal N que debe darse a la parte de cable que corre por de



bajo del eje de la viga, con objcto de anular la rotacidén en la sec—

cidén B gue separa al tramo contiguo.

Pere un trozo de cable 8 comprendido entroc las seccione

16 y B (figs 15); siencloA = 5,5 m, so tiene, segun la ecuacidn []
B =~5 Bye 555 (25 -3 5,5/8)s 25 BT = = 3,36 W /EJ

Para ¢l trozo do cable i, comprendido entre las seccion

A y 16, sicndo,
A= 19,5 m a = 9,75 m b= 15,25 m

resulta 5 segin la ecuacidn [5{] 3
(%} 2 . ’
\va,."' 2 Mg o 1955 9975/25 = Dy 08 Ma.
Debiendo ser \f7 %9 se obticne 5,08 Mg = 3,36 Mﬁ;
también, llamando 2 los cbfu%rzos normales de los trazos situados ¥
encima y por debajo del ejo de la viga m y N s respectivamentes ¥

doptando para las dos seccioncs 8 y B excontlcldades méximas 1gua1<

tendremos

5,08 N; = 3,36 Ns’
por lo qués
Ni = 0766 NS = 0,66 ° 258 = 171 :b- °

Andlogamente se calculard el esfucrzo normal para el t

mo ccntral B-C.
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Segun cuanto se ha dicho, no es posible, précticamente, l¢
concordancia absoluta entre el resultado tedrico y ¢l obtenido en obre
En este caso, por cjemplo, no sc pucde cfectuar una variacidén brusca
del esfuerzo normal. Despuds de haber adoptado un trazado para los ca-
bles, pasando graduzlmente de un valor a otro del csfucrzo normal, sc
hallan los movimientos eventuales dc las sccciones extremas de los di-
versos traomos, suponiéndolos independientes con objeto cde determinar c
diagrama de Ney, asi como las reaccioncs hiperestédticas necesarias par:
cstablocer las condicioncs de equilibrio. Los momentos totales se ob =~

tienen superponicndo los cfectos segin la ecuacidn {:{] .

El cédlculo dc comprobacidén no presenta ninguna diferencia
respecto a los gque nornmalmente se aplican‘a las estructuras hiperesté-
ticas (ver nota 10), ya que basta considerar los movinientos debidos a
diagrama Ne, aplicado a la estructura transformada en isostdtica, com

medida de los movimientos debidos a las corgas.



s ~ ‘

« Ingtituto Técnico de la Constiuccilin y del Coemento -

591=7=2 ESTRUCTURAS EN ACERO FRETENSADO

HJournal de la Construction de la Suisse Ronandc"
Agosto, 1956,

Hasta ahore, las construcciones metélicas no han aprovechs
do apenas las posibilidades ofrecidas por el regulanmiento de los esfug
zos, cuyo objeto e¢s crear en la obra, con antericridad a su puesta or
servicio, tensiones iniciales de sentido contrario a las tensiones de
servicio. Esto se debe al hecho de que los constructores no disponian
de nmateriales cuyas caracteristicas permitieran recupcrar eficaznente

los esfuerzos suplementarios aplicados inicialmente a la obra.

En un informe sobre el "estudio de las posibilidades ofre-
cidas por la regulacidn de los esfuerzos", el profesor Magnel conside~-
ra que la idea de pretensado pucde extenderse a las obras metdlicas de
gran luz y ha Jjustificado este punto de vista realizando cnsayos en ef
cala industrial, con vigas de celosia, cuyo tesalo inicial se realizd
mediante hilos de acero, de resistcncia muy cleveda, idénticos alos en

pleados en las obras de hormigdn pretensado.

La economia en peso y precic a que esta idea conduce, ha i
citado a proseguir las investigaciones en este campo con vistas agli-

caciones inmediatas.
Este programa comprende principalmentes
- establecimiento de un método practico de célcuiog
- ensayos de carga sobre una obra en curso de realizacidn,
¥
- eonsayos de carga cstitica y dindmica sobre vigas experi

nentales,
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En el curso de estas investigaciones, el profesor iagnec:
exprose la opinién de que, en las estructuras metalicas; no asi el
las de hormigdn, la compresidén puede justificarse tan sélo por razmg

ncs de economias

Este nétodo consiste en aplicar a un elemento o un con-
junto, destinado a trabajar en extensiodn, un tesado conocido de come
presidn. '

La teoria se desarrolla partiendo del caso mds simple —e
de un tirante sometido a una traccidn simple—~ para llegar al calculc
de una viga de celosia provista de un ceble de pretensados por Uulti

mo, sc aplica como ejemplo al cdlculo de una viga.

El caso més simple puede ilustrarse con ¢l ejemplo de w
tubo de acero dulce, por el interior del cual se exticnde un cabled

acero de altura resistencia.

Tos cdlculos relativos a los coeficientes de fatiga ene
tubo v en el cable, muestran que, si P1 cs el peso del conjunto pre
comprimido y P el peso de un tubo ordineric no comprimido de una se
cidén suficiente con la misma cargas

P1 1

s s e o B G - o e s r

F &

siondolg 1a relacidn de los alargamientos respectivos en los dos ca

SO0Se

BEsta ecuacidn demucstra que si haceios; por ejemploy
= 8, ¢s decir, si se acepta para una traccidén dada un alargamicnto ¢
ble del que daria, en las mismas condiciones de seguricad, un tubo-
acero dulce, el peso del elemento precomprimido se veria disminuido

en un 50 %.
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En lo que se rcfiere a la viga de celosia pretensada; ¢
proyecto se establece, primeramcnte, segin el sistema clésico, y des
puds sometiendo de nuevo la viga a un pretensado ¢jercido por un ca-
ble tendido entre las dos extremidacdes de la viga y cuyas oxtrcmida-
des vstan levantadas. Las tensiones en el acero dulce se estudian en

dos casos:

a) en el momento en el que se acaba el pretensado

b) despuds cde la accidén de cargas adicionales.

Tantc en el caso de la viga clésica como en el de la vi-
ga pretensada, las flechas y los coeficientes de seguridad son los
Mmisnos.

Las tensiones en las partes inferiores dc la estructura

52

son muy débiles,

El empleo del pretensado aporte una ganancia apreciable e

peso y en precio de costce.

Para equilibrar las tensiones en las diversas partes de
los cables convienc tensarlos uno después de otro, aplicédndoles una
tensidn decreciente en progresidn aritméticas

La aplicacidn practica se ha llevedo a cabo en la cons =
truceidn de la viga nacstra de un hangar para aviones.

Este viga ticne dos tramos de una luz de 76,50 m cadauno
y se encuentra comprimide por la accidn de dos haces de cables, cada
uno de los cuales parte de la cxtremidad de un tramo, para contucir a

w rudo dalenre jado situado en el tercic del otro tramo.

La estructura ce de acero dulcey, zoblonado y pretensado

por dos haces de 64 hilos de 7 mn de didmetros

En el nomcnto del pretensade, le carga que resulta del pe
9 -
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so muerto de la viga y de la cstructura secundaria era de 122 t + 26!

ts o seas: 385 t.

La sobrecargs permanente aplicada después Cel pretensado
es debida a la cubierta y a los diveros acccsorios, y sceeva a 352 -

lo que hace asccnder a 737 t la carga pernanente total.

. \ . . .
Las sobrecargas debidas a la nieve y al viento, pucden s}

poncr sobre la anterior unas 240 t.

El calculo se ha hecho, primcremente, sin protensados des

pués se han calculado los pretensados en las barras; en funcidn de 1l

tensidn de los cables or ultimo, sc¢ ha calculado el aumento de 1l:
9 9

tensidén en los cables, debida a la aplicacidén de las sobrecargas.

La tensién inicial en el cable no sobrepasa los 80 Kg/mm‘

T

y se ha admitido una pérdida del 9 % de la tensidén inicials

Comparando el peso de esta viga con el de una viga clésic
(sin pretensar) se ha comprobado que se logra una economia del 12 % ¢
peso y del 4 % en precio.

El interés de este sistema de construccidn aumenta cuantc
mayor sea la luz y mds importante sca el peso de la viga en relacidn

con la carga total.
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