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457-0-120

Analisis diferido en segundo orden de
piezas comprimidas esbeltas de

hormigon. Planteamiento en viscoelasticidad
lineal, aproximaciones para considerar

la fluencia y conclusiones de cara a

la préctica.

Juan Murcia
Dr. Ing. de Caminos
Instituto de Ciencia de Materiales de Barcelona. CSIC

INTRODUCCION

En las estructuras de hormigon en las que deban considerarse los efectos de segundo
orden y donde existen acciones mantenidas (cargas permanentes, etc.) de cierta entidad, es
preciso introducir en el andlisis la fluencia del hormigdn, porque ésta puede tener unos efec-
tos apreciables, cuando no importantes.

Tratdndose de una propiedad que afecta a la deformabilidad de la estructura en el tiem-
po, modifica también, por tanto, el equilibrio en segundo orden. Es mds, en general, si exis-
ten esfuerzos iniciales de segundo orden, los aumenta a lo largo del tiempo. De aqui que
pueda llegarse, con el transcurso del mismo, bien al agotamiento de la estructura por el ma-
terial o bien a la inestabilidad, para niveles inferiores de las acciones en comparacion con el
caso instantdneo, esto es, sin fluencia.

Dada la interaccion que se produce (la fluencia cambia los esfuerzos de la estructura
que, a su vez, modifican la fluencia de la misma a lo largo del tiempo) vy las leyes que rigen
esta propiedad del hormigén, es sabido que, en general, no puede abordarse analiticamente
el problema de forma global en el espacio y en el tiempo. Centrdndose en el andlisis gene-
ral de estructuras lineales o de barras, ocurre que, en el caso de las hiperestdticas, a la men-
cionada interaccion se une otra, también de tipo espacio-temporal y propia del andlisis di-
ferido (por lo que se da asimismo en primer orden), la existente en virtud del mantenimien-
to en todo instante de las condiciones de compatibilidad (4). En la prictica, como se verd en
lo que sigue, las cosas no cambian demasiado aunque se suponga comportamiento lineal del
material (tanto instantdneo como diferido) y ni siquiera para la pieza simple isostdtica.



Se requiere, por tanto, un andlisis de tipo paso a paso en el tiempo, en el que la fluen-
cia puede introducirse dentro del comportamiento tenso-deformacional del material (5),
lo que es mds riguroso en teorfa, o como accién geométrica virtual en el tiempo (dependien-
te del comportamiento anterior de la estructura) que se va imponiendo de forma incremen-
tal en cada paso del proceso (2).

ANALISIS DE UNA PIEZA SIMPLE CON MATERIAL VISCOELASTICO LINEAL

Estudiaremos a continuacion la pieza simple isostdtica en flexocompresioén recta, que
constituye normalmente la base de partida en la préctica del anélisis y, sobre todo, del pro-
yecto de estructuras lineales o de barras con piezas comprimidas esbeltas; al mismo tiempo,
se tratard de incidir con ello, de manera concreta, en el fenémeno de la interaccion de la
fluencia del hormigén con los efectos de segundo orden, de cara a una mejor comprension
del mismo.

Se parte de la hip6tesis de comportamiento lineal tanto instantdneo como diferido de
la seccion, por lo que no se entra a considerarla no linealidad instantdnea del material o de
la seccion (asi, en el hormigdén armado, por fisuracién de la mismay plastificaciéon del hor-
migén y del acero). Eso significa que el material estructural es supuesto homogéneo, visco-
eldstico lineal y con igual comportamiento a compresién y a traccién.

Sea la pieza esbelta de luz £ representada a continuacién. Supondremos la inercia I y
la rigidez, K = EI, constantes a lo largo de la misma.

7 i

Se hace asimismo la hip6tesis de que la carga N se mantiene constante en el tiempo, a
partir de su aparicidn en el instante t;.

La funcién de fluencia del material es ¢ (t, to) = [1 + ¢ (t, ty)]/E, siendo ¢ (t, ty) el
coeficiente de fluencia; como se ve, se considera el envejecimiento del material (4), aunque,
en principio, no a efectos instantdneos (lo que es habitual en la prictica para el hormigon):
c(t,t)=c(ty,ty) = 1/E.

Por descontado, entre los diversos pardmetros posibles, nos concentraremos en los mo-
mentos flectores, curvaturas y deformada. Es evidente que todas estas variables son funciones
del espacio y del tiempo; esto es, respectivamente M (x,t), y(x,t) e y(x,t). No obstante,
como se verd mds tarde, es posible aqui casi siempre simplificar la notacién sin inducir a
error, por lo que en lugar de expresar asi dichas variables las denotaremos por M (x), v (x)
e y(x);los; valores iniciales, esto es, los existentes cuando t = t,, los designaremos como
M, (%), Yo (X) € yo (x). Lo mismo puede decirse respecto del coeficiente de fluencia
¢ (t, ty), por lo que, en general, utilizaremos simplemente .
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Planteamiento general

Como es sabido, en una estructura de material como el supuesto aqui, el comporta-
miento (mecdnico-geométrico) de una seccion genérica en el tiempo es idéntico al del ma-
terial; mas concretamente, la relacion temporal entre el momento M y la curvatura v, salvo
un factor que es la inercia I, es la misma que la existente entre la tensiéon ¢ y la deformacion

€ (4):

v(x,t)= I\M-c(t,to)—{—f

I
J tg

UM (x, T
_"_(I_.__) .c(t,7) - dr
Esta ley constituye, al estudiar ya la estructura longitudinalmente, el nexo de union en-
tre las condiciones de equilibrio y las de compatibilidad, haciendo el mismo papel que la re-
lacion tenso-deformacional o ecuacion constitutiva del material en el andlisis de la seccién

(3).

En la pieza objeto de andlisis, las mencionadas condiciones de equilibrio y de compa-
tibilidad vienen dadas, respectivamente, por:
L —x X
te, -~ —yx)]

Y

* y(0)=y (=0, siendo y (x), deformada de la pieza, una funcion
continua tal que y” (x)= v (x) (con esta ultima igualdad se supone
implicitamente la linealidad geométrica en sentido estricto (3), propia
del 4mbito de las pequefias deformaciones, en que esa condicién se cumple
de forma muy aproximada).

* M) =N.ex)=N-:[e -

Al combinarse las tres condiciones se llega a una expresion, en términos de la deforma-
da y (x), de tipo diferencial (en el espacio) e integral (en el tiempo), cuya solucién no es en
general abordable analiticamente y, de cualquier modo, no resulta practica, aunque, en cier-
tos casos, puede transformarse en una ecuacioén en derivadas parciales.

Por ello, parece interesante tratar de simplificar la condicion del material o ecuacion
constitutiva de la seccién, que es la que introduce la mayor complejidad. En definitiva, es
util buscar aproximaciones en el andlisis para el planteamiento de la fluencia. Esto es lo que
se hard a continuacion.

Aproximaciones extremas

a)
Una primera puede consistir en reducir la fluencia dnicamente a la debida a las tensio-
nes iniciales, esto es, a los Mg (x), aunque se sabe que los momentos varian con el tiempo.

Asi,

M, (%) M) -My (%) My ®)  M(x
Y=g A+e T —5 =< YTk

Si bien la expresion anterior resulta bastante evidente al amparo de la hipotesis hecha,

puede comprobarse a partir de la expresion original convenientemente ajustada (esto es, to-
mando ¢ (t,7) = ¢ (t, t) = 1/E):
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M(x,t twe
o 0= t) oy [ MeOT L
1 o1 E
J 1 |
_M(x, tp) M(x,t) — M (x, ty)

AT+t to)] +

E.1 E.I

Combinando ahora la anterior con las condiciones de equilibrio y compatibilidad de la
pieza, ya vistas, se llega a

f—x

K.-y?7x)+N.yx) =N-(e - 2

Fea ) (1+9) ~Noyg (00
ecuacion diferencial lineal, con condiciones de borde y(0) =y (2) = 0.
Solucién inicial

Antes de pasar a la resolucion de esta ecuacion diferencial ha de conocerse Vo (X)),
por lo que se ha de considerar entonces en la misma el instante inicial t = to.

Parat=t,, 0 =9 (ty,to) = 0 y la deformada es y, (x), por 1o que se tiene

Ko y7 00+ N-yo (0= N (g 2 F e, )

Resolviendo esta ecuacion diferencial (con las mismas condiciones de borde, por
supuesto), se llega a

N
e; -cos || =R —e, —
€ — V
Vo (x)=1¢, - Qx+ez~%+ K - sen Vgx—e1~cos \/Ex

sen VN L
K

0, poniéndola de otra forma,

0 ‘ ey - sen VE(Q‘X)“’%.'SW |/gx

X
Vo(X) =¢q - te, o — —
Y L N
sen |/ — 2%
K
En esta ultima expresién se aprecia claramente que, como era de esperar, la deformada
es simétrica para e, = e, y antimétrica para ¢; = — e,. Por otra parte, es también patente

que, cuando la carga N tiende al bien conocido valor de Euler (N = #% . K/€?), las deforma-
ciones se disparan sin Iimite (rebasando ya incluso el dmbito de las pequefias deformacio-
nes), resultando asi ser la carga tope o critica de la pieza. Ademads, puede comprobarse que,
para sucesivos valores crecientes de N, la deformada ve modificarse la forma de su curva
(aparte de hacerse ésta mds acusada por aumentar las curvaturas), desplazandose asi la po-
sicion de su valor (o valores) de maximo y, por tanto, ocurriendo 1o mismo para los mo-
mentos (una excepcion evidente a esto es el caso simétrico).

Por otra parte, es facil comprobar que la ley de excentricidades iniciales eq (Xx) es una
senoide o, lo que es igual, una cosenoide pura. Dicha ley responde a la expresiéon
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=1z
Y

e; - sen ‘,ﬁ (R — x) + e, - sen
{—x X K
eo(X)=¢€y -——=te; -~ —yo (x)=

¢ * L H '
sen N—Q
K

Al derivar la anterior e igualarla a cero se obtienen posiciones de maximo relativo de
la excentricidad, cuya abscisa, que podemos llamar xnsx, cumple asi la siguiente condi-

cion:
N N
€, - COS K R — Xmix) = €, - CcOS Z Xm ax

Sea ahora x’ la abscisa que resulta al tomar precisamente como origen tal posicion de
méximo. Es evidente que x = x4 + X'. Por consiguiente, se tiene

e; - sen \/g (¥ = Xmax —X) + ey -sen |/ = (Xmax T X)
e (x) = =

sen \/ N ¢
K .
IN N
e, - sen VIZ (8 — Xmix) T €, -§en K X x

= — - COS \/—g X’

qen \/g 0

habiendo tenido en cuenta la condicién relativa a xp, 35 en el desarrollo anterior.

7

Se llega de esta manera a que la ley que define la excentricidad inicial es una cosenoide
pura en funcién de la nueva abscisa x’, siendo, como es logico, su coeficiente (esto es, la ex-
centricidad en el nuevo origen, e, (0)) el valor de médximo de la misma.

Es evidente que la ley de curvaturas iniciales o, lo que es igual, la de yy (x), as{ como
la de momentos iniciales My (x), tienen también esta misma propiedad, ya que se verifica
que yp (x) = ¢4 (x) - N/K = M, (x)/K. '

Es interesante destacar, no obstante, la situacidén singular que se produce para el caso
en que e; = — e,, cuando la carga toma su valor critico, el de Euler, N = 7 . K/2*. En efec-
to, en estas condiciones, la excentricidad e(x) es

N
o —L+1
/N CS\'K VW
— = .sen |/ =X
K

e(x)=-¢e; - cos \/sz—
sen \/gQ
K

El Iimite del coeficiente del segundo término es nulo para dicha carga, lo que indica
que para e(x) se obtiene una cosenoide pura,

s
e (x)= ¢ ~cos§.x
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alcanzandose precisamente maximos relativos en los extremos (ahora x = x’).

Parece asf a primera vista que en este caso dicha carga no serfa la critica, pero lo que
ocurre es que en realidad la solucion vista no es Unica, puesto que también cumplen la ecua-
ci6on diferencial la deformada y excentricidad siguientes:

X T T s T
— e 'cosg—‘x+C-sen§-x; e (x)=¢e; ‘cosﬁ—.x—Csenim

y(x)=-¢; -
Como el coeficiente C puede tomar cualquier valor, resulta que la solucién estd inde-
terminada, existiendo infinitas (por supuesto, esto ocurre para dicha carga en todos los ca-
s0s, lo que pasa es que en los demds ya se ha visto que, de todas maneras, la deformada au-
menta sin 1imite al acercarse a ella); todo esto no ha de extrafiar ya que, en tales condicio-
nes, la pieza viene a ser equivalente a una de la misma luz y compresién centrada (e; = e, =
= 0) que, como se sabe, experimenta idéntica situacién para la misma carga.

A este respecto, puede comprobarse que la condicién de médximo, antes deducida, es
ahora
(8 — Xmix)

T
COS—————————— - = — COS— - Xmax
2 L

la cual se cumple para cualquier abscisa dentro de la pieza (0 < xpsx < &), dado que
cos(m—60)= —cosB (0<O<m).

En definitiva, para este caso en que e; = — e,, mientras la carga es inferior a la de
Euler, los extremos de la pieza son precisamente puntos de maximo relativo de la excentri-
cidad y, por otro lado, las curvas de y(x) y e(x) mantienen una forma antimétrica; pero al
alcanzarse dicho valor se produce una indeterminacion, el maximo relativo de e(x) se puede
encontrar en cualquier lugar de la pieza y las curvas anteriores ya no son antimétricas.

Solucion en el tiempo

Una vez obtenida y estudiada la solucién inicial, volvamos ya a la primitiva ecuacion
diferencial en y(x). Esta ecuacién queda entonces asi:

2 Q
K-y’ (x)+N-y(x)=N-(e - )+
— - COs |/ Q—62
+N-ap'(e1-cosvl§ » sen ‘/Ex)
sen \/ X L
o también, de otra forma,
L—x X

K-y?(x)+N-yx)=N-(¢ ‘T+ez'§)+

| ey - sen‘\/g (£ —x)+e, -sen |f§ X
sen \/ISQ
K

+N.p
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Resolviéndola, con sus condiciones de borde, resulta

€; + COS IESZ—e
L — x, \/K 2 \/N VN
y(x)=¢; - Qx+ez'§+ - sen KX——el-cos sz+

o0, de otra forma,

+

y(x)=¢; 'Q

ey - sen \/N(Q-x)+ez~sen \/Ijx
— X X K K
+ey o —
. L \/’ﬁ
= £
sen |/

_ ]/N
-[ez'QQX-cos\/§x+el-%-cos E(Q—X)~

€, - sen Vg 8 —x)+e -sen\/g X
- ]'__YO (x) Ty (x)

N

sen \/ Q L

donde, al igual que en la solucién inicial v, (x), se refleja con claridad la situacion de sime-
tria o antimetria de la deformada para excentricidades extremas, respectivamente, iguales u
opuestas; pero, por el contrario, se aprecia que la ley de excentricidades e(x) yano es una
cosenoide pura.

La carga critica continta siendo la de Euler, N¢y = w2 - K/£?, puesto que al irse N

acercando a dicho valor la deformada y (x) toma ya también valores muy grandes (saliéndose
incluso, como en el instante inicial, del 4mbito de las pequefias deformaciones).

Z b
miz| | e

sen L

Por otro lado, la deformada y(x) se expresa como adiciéon de un término inicial, que es
precisamente y, (x), y de otro y(x) que depende del tiempo, pero a través unicamente del
coeficiente ¢, el cual entra precisamente como multiplicador de un factor que sé6lo es ya fun-
cién de la posicién o abscisa x. Siendo esto asi, puede pensarse, en principio, en una evolu-
ci6n temporal de la deformada similar a la de ¢, pero ello es asi inicamente de una manera,
dirfase, global y habria que matizar algo mas al respecto.
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Asi, para una determinada seccién de la pieza, esto es, fijado un valor de x, la defor-
mada y(x) no varfa en el tiempo igual que ¢, ya que puede ocurrir que el segundo término
sea de signo contrario al de y, (x), llegindose incluso a cambiar el signo de y(x) al ir cre-
ciendo el propio ¢; en esto resulta especialmente decisiva la relacion e, /e, siendo mayor
la tendencia al cambio de sentido de la deformada cuanto mds negativo es su valor. Ademas,
la y(x) no evoluciona por igual en las distintas secciones de la pieza por lo que, aunque la
carga N no varfa, la curva de la deformada cambia su forma con el tiempo, por lo que la
posicion de su valor (o valores) maximo se va desplazando y, como es evidente, esto mismo
ocurre también con los momentos (de nuevo, una excepcién evidente es el caso simétrico).
En cualquier caso, siempre que no se llegue a la carga critica, al ser asintotico con el tiempo
el coeficiente @, es claro que la deformada y los momentos de la pieza también lo son.

Interaccion de la fluencia y los efectos de segundo orden

Analizaremos a continuacién, sobre los resultados obtenidos, una cuestioén de gran inte-
rés conceptual ya mencionada al comienzo: la interaccion entre el comportamiento diferido
del material, la fluencia del hormigén, v los efectos de segundo orden. A este fin, es perti-
nente realizar un seguimiento de la progresién de la deformada y(x) para distintos valores
de N, por ejemplo aumentando desde cero hasta cerca de su valor critico, al considerar un
mismo tiempo de referencia t o, lo que es igual, un mismo valor de p. Con objeto de no
complicar sin necesidad los célculos, se tomard como pauta un caso muy sencillo, el simé-
trico (ey = e,).

Comencemos por analizar lo que ocurre para valores muy pequefios de N. Si, para sim-
plificar, llamamos z a \/ g . £ se tendra entonces que 0< z <<< 1, pudiéndose tomar

aproximadamente senz=1z y cosz=1—1z%/2. Es ficil comprobar as{ que, para el caso
elegido, resulta

y(x)=yo (x)-(1+¢)

relacion lineal idéntica a la que se deriva de un andlisis similar en primer orden, lo que indica
que la interaccién entre la fluencia y los efectos de segundo orden es todavia pricticamente
inexistente. '

Al ir incrementando el valor de N, lo anterior deja ya de ser vélido y la relacién entre
las deformadas actual e inicial va aumentando, en razén del crecimiento progresivo del fac-
tor z/senz, a partir del valor 1, en el término ¥ (x). No es posible ahora expresar y (x), co-
mo antes, como el producto de su valor inicial por un factor; pero, al seguir N aumentando y
aproximandose a la carga critica, y como consecuencia de la importancia que toman, sobre
los demds, aquellos términos donde aparece senz en el denominador dentro de la expre-
sion general de la deformada, se va perfilando para y (x) una progresion hacia una forma li-
mite de esta clase:

¥ (X) =y, (x) - [1+(¢/2) - (z/sen z)]

donde, por cierto, el propio factor que afecta al valor inicial, que ahora ya no s6lo depende
del tiempo (funcion de ¢) sino también de la carga (funcién de z), crece asimismo cada vez
mds rdpidamente y sin limite. De esta forma, y a diferencia de lo que ocurria para cargas
muy pequefias, la interaccion entre la fluencia y los efectos de segundo orden es bien paten-
te y va tomando una importancia creciente conforme se acerca la carga a su valor critico.
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Esta interaccion se manifiesta en definitiva en una progresiva no linealidad de los resultados
al crecer N; si para la propia y, (x) se sabe que esto ya sucede, cuando entra el tiempo, y la
fluencia por tanto, en el andlisis, esta no linealidad se ve multiplicada por un factor a su vez
progresivamente no lineal: en conclusion, la no linealidad respecto a la carga N, propia del
andlisis en segundo orden, se ve magnificada por la fluencia y todo ello de forma progresiva
al aproximarse a la carga critica.

It
i / Y=Yo [““3’9?3%"2] ,

y

En casos distintos al tomado anteriormente como referencia, también se manifiesta en
los resultados, por supuesto, este mismo fen6meno interactivo, aunque la deformada pueda
incluso cambiar de sentido respecto a la inicial.

Comentarios finales

Es evidente la posibilidad de continuar el andlisis de los resultados que ofrece esta
aproximacién, extrayendo asi conclusiones adicionales, pero ello redundaria muy probable-
mente en distracciéon y perjuicio de los objetivos bdsicos de este trabajo, por 1o que se opta-
rd por pasar ya al estudio de una nueva aproximacion.

A modo de conclusién, por ello, puede indicarse que, si bien se trata de una de las més
sencillas que pueden plantearse analiticamente dentro del anélisis diferido en segundo orden,
la anterior aproximacién ofrece ya unos resultados que plasman con claridad la interaccién
no lineal de la fluencia con los efectos de segundo orden, con la limitaciéon de que no inciden
sobre la carga critica, la cual permanece inalterada con respecto al analisis instantaneo. Debe
destacarse, ademds, que la misma proporciona en la pieza estudiada, de una manera global,
cotas inferiores para los valores de las variables |y (x, t)| y M (x, t), puesto que precisa-

mente estos tltimos crecen, globalmente también, en el tiempo y, sin embargo, s6lo se toma
en ella la fluencia debida a los momentos iniciales.
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b) .

Si, como contrapartida a la anterior aproximacién, realizamos ahora un planteamiento
de la fluencia tal que ésta afecte sélo a las tensiones actuales (o existentes en el instante t
considerado), en lugar de hacerlo a las iniciales, se tiene, en términos de seccion,

_MX . -MX)
YX) =5 (I+y)=-+% (I+¢)

por lo que, juntamente con las restantes condiciones del andlisis para la pieza, se llega a

L —-x

K-y (x)+N-yx)-(1+¢)=N-(e -~—+e2%)~(1+so)

o bien, llamando K’ a K/(1 + ¢),

b % Q_
K-y (x)+N-y(x)=N-<e1-—Qi‘+e2-§>

ecuacion diferencial formalmente idéntica a la planteada antes para yo(x), donde K’ es
funcion de ¢ y, por tanto, del tiempo y va decreciendo con éste.

En consecuencia, la expresion de la deformada en el tiempo es

e; - sen \/%(Q—x)-kez'sen VET X

sen \/E, L
K

cuya forma, l6gicamente, también es idéntica a la de y, (x) que se obtuvo en el anélisis ins-
tantaneo inicial, por lo que se mantienen en principio las caracteristicas all{ comentadas.

£—x

y(x)=-e; - +92'Q§_

Como ahora la rigidez K’ es una funcion de ¢, lo primero que se aprecia es que la carga
critica, Nogge = @2 - K’/ = #* . K/[2* - (1 + ¢)], depende del tiempo, reduciéndose a lo
largo del mismo; teniendo en cuenta los valores méximos que puede alcanzar ¢ en el hormi-
gbén, resulta que la carga critica puede llegar a ser, para dicho material y segin esta aproxi-
macidn, del orden de la tercera o la cuarta parte de la correspondiente al instante inicial.
Pero, ademaés, de la variacion de K’ se deriva, aunque la carga N sea constante, la transforma-
cion de la forma de curva y(x) con el tiempo y, por tanto, el desplazamiento de la posi-
cion de su valor (o valores) de mdximo, asi como de la ley de momentos (el caso simétrico
es, una vez més, una excepcion a esto).

Con la disminucién de K’, no obstante y al igual que en la aproximacién anterior, au-
mentan con el tiempo globalmente las flechas y los momentos respecto a sus valores inicia-
les y, siempre que no se alcance la carga critica, al ser asint6tico con el tiempo el coeficiente
v lo son también la deformada y los momentos de la pieza. Por otro lado, se detecta también
la interaccidn no lineal, progresiva con N, entre la fluencia y los efectos de segundo orden,
aunque no se entrard ahora de nuevo en desarrollos cuantitativos para comprobatrlo.

En definitiva, esta aproximacion para la fluencia es muy sencilla, incide ya en el valor
de la carga critica, que va disminuyendo con el tiempo hasta llegar a un cierto limite, y so-
brestima en conjunto los efectos de la fluencia del hormigédn en la pieza, proporcionando
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globalmente cotas superiores para los valores de las variables |y (x, t)| y M (x, t), precisa-
mente porque estos ultimos crecen también en sentido global, a 1o largo del tiempo; en efec-
to, la fluencia se introduce como si los momentos del instante t considerado hubieran sido
constantes desde tq, esto es, como si se hubiesen dado las condiciones de un caso “fluen-
cia” (4); se explica asf también el valor obtenido para la rigidez K’, puesto que, como es sa-
bido, en tal situacién el modulo de deformaciéon equivalente, para un andlisis formalmente
instantdneo, es E’ = E/(1 + o).

Aproximaciones mas ajustadas

c)

A la vista de que las dos aproximaciones anteriores, relativas a tomar la fluencia debi-
da solo, respectivamente, a los esfuerzos iniciales y a los actuales, representan los limites
entre los que se mueve globalmente la solucién real, cabe plantearse una aproximacion in-
termedia en que la fluencia corresponda a una media ponderada de ambos esfuerzos:

M) -6 -9p+M, (x)-(1~8)-cp+M(x)
E.I E.I

Y (x) =

esto es,

M, (x)
X (1 +0.9)+ K

(1-8) -9
Combinando, como siempre, la anterior con las condiciones de equilibrio y compati-
bilidad de la pieza, resulta la ecuacion diferencial siguiente:

£ —x

K-y?&x)+N- (1486 9) - y(x)=N-(e - 2

+e2-§2‘—)-<1+w)—

~Noyo () (1 =8)-¢
donde y,(x) esunavez mis la deformada inicial, independiente de la aproximacion tomada.

Su resolucién es, por supuesto, mds compleja que la que se requiere en la primera apro-
ximacién, y lleva finalmente, si se define K* como K/(1 + 6 - ¢), a

RS
Q
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Al examinar la forma de y(x), se comprueba con facilidad que, llamando y*(x) ala
solucion de la ecuacién diferencial

K#.y?(x)+N.y(x)=N-(e -

X X
+ C =
) Q)

esto es, la misma que resulta para el instante inicial pero con otra rigidez, la expresion de
v(x), obtenida un poco més arriba, puede ponerse en la forma

Y(X)=§*§—1'Y0 (x>+§~y*(x)

por lo que la solucién de esta aproximacion ponderada es una combinacion lineal de la solu-
ci6n inicial (o del andlisis instantdneo para t = t,) y de la solucion formalmente idéntica a la
anterior, pero con unarigidez K* que depende de 6 y de ¢ y, por tanto, del tiempo.

Es obvio que el coeficiente & en la practica tendra un valor tal que 0 <8 < 1. No obs-
tante, y a tftulo de curiosidad, en el planteamiento de esta aproximacion se aprecia que, pa-
ra los valores extremos 0 y 1, se obtienen precisamente las dos anteriores, por lo que la ulti-
ma formulacionde y(x) deberia coincidir, al sustituir en ella dichos valores, con las solucio-
nes obtenidas en el apartado precedente. Y asi ocurre, en efecto, siendo evidente en el caso
§ = 1, pero no tanto para 8 = 0, puesto que, al depender y* (x) de 8, hay que calcular el limi-
te de la expresion completa para § = 0; éste no es Yo(x), como quizd podria pensarse a pri-
mera vista, sino precisamente la solucion de la primera aproximacién que, como se vio all{,
puede ponerse si se desea en la forma y(x)=yq(x)+ y(x), entrando el coeficiente ¢ como
factor en el segundo término.

Vista la solucion, la cuestion que ahora se plantea para esta aproximacion es el valor
que deberfa tomar el coeficiente 8 o,loque es igual, los pesos relativos de la ponderacion
inicial, de lo que todavia no se ha dicho nada. De entrada, parece evidente que ello depende
de la forma concreta en que evolucionan los momentos, desde el instante inicial al actual;
pero, en la prictica, tratar de ajustar exactamente el coeficiente 6 llevarfa aconocer la solu-
cion exacta del problema, lo que no tiene sentido.

Ajuste de la ponderacion

En este punto, sin embargo, cabe una salida a base de introducir una nueva simplifi-
cacion. Las soluciones que nos ofrecen las dos primeras aproximaciones estudiadas, las cua-
les sabemos que (por su planteamiento de la fluencia) son limites, corresponden a deforma-
das que crecen globalmente y, al mismo tiempo, de forma asintética; otro tanto sucede, en
consecuencia, con los momentos. Siendo asi, puede suponerse que las curvaturas y, en gene-
ral, las deformaciones en la pieza, crecen de manera proporcional al coeficiente de fluencia
¢ (también creciente y asintOtico en materiales viscoeldsticos como el hormigbén); esto, cla-
1o estd, no es exacto, aunque si aproximado de forma global, y permite resolver la cuestién
planteada de manera bastante razonable y sencilla, puesto que tales procesos tenso-deforma-

cionales en el tiempo, para materiales viscoeldsticos lineales, resultan ser bien conocidos (1,
6).

En efecto, el planteamiento de esta aproximacion ponderada para introducir la fluen-
cia, visto mds arriba, es lo que precisamente se obtiene cuando se parte de la formulacidn
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tenso-deformacional correspondiente al llamado moédulo efectivo del material, planteado
para el hormigén (1).. Si E”(t,ty) es dicho moédulo y s6lo se consideran deformaciones de
tipo tensional, esta formulacién es, por definicion, la siguiente (1, 6):

o (to)

0 (t) —0(te)=E”(t,ty) - [e () —e(to) — o (t, to)]

0, lo que es igual,

o (ty)
E

0 ()~ 0 (tg) = E” (t, 1) - {e () — = [1 + v (t, to)] |

Al trasponerla ya a términos de seccion, tal como se ha hecho antes repetidas veces,
dicha formulacion se convierte en

M - M M
o (X;Z”:IO(X)+ E"'(f)-(lw)

que, expresando E” en la forma clasica (1, 6), E” = E/(1 + x - ¢), se convierte en

_ M (%)~ M, (x) M, (x)
Y= — (X))
esto es,
M, (x)
V(X)=MI§X)'(1+X-¢)+ e SR R

lo que coincide exactamente con el planteamiento ponderado de la fluencia si se sustituye
6 por x.

El modulo E”, para la hipbtesis en que las deformaciones evolucionan proporcional-
mente al coeficiente de fluencia ¢, tiene un valor perfectamente definido, dependiente del
tiempo, ocurriendo, por ello, lo mismo para x (1, 6):

E”:E_r , X:: E ——l_
¥ E—-r o

donde r, en realidad r(t,ty), es la funcién de relajacion asociada a la de fluencia (4), verifi-
cdndose que x < 1, a excepciéon de una situacion limite que se comentard mds adelante (6).

Por tanto, el coeficiente 8 que figura en el planteamiento original, al ser idéntico a X,
queda también claramente definido y es funcion del tiempo, con lo que se concluye asf to-
do lo relativo a esta aproximaciéon ponderada de la fluencia, en cuanto a su completa defi-
nicién analftica.

Comentarios finales

Puede apreciarse, por una parte, la mayor complejidad matemética de esta aproxima-
ci6n respecto a las dos ya estudiadas, que, como se ha visto, quedan de algin modo engloba-
das en ella. La carga critica se reduce en relacion a la instantdnea,
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Net = 7 - K/[2 - (146 - 9)],

quedando en una situacion intermedia entre las de ambas aproximaciones, las cuales propor-
cionaban globalmente resultados extremos en relacion a la solucion exacta. En lo que respec-
ta a otras caracteristicas de la solucidn, y al tratarse de una combinacién lineal de las que
resultan en la anterior y en la instantdnea, puede recordarse 1o indicado en su momento den-
tro del apartado que precede (no obstante, la excentricidad ya no es en general una cosenoi-
de pura).

d

) A la luz de todo lo anterior, es posible, entre otras que cabrfa plantear, una aproxima-
cion adicional, muy sencilla por otra parte: la que resulta precisamente de la formulacion
tenso-deformacional relativa al médulo global equivalente E* (6):

o () =E*(t,t0) - € (1)

Una vez maés, dicha formulacién, en términos de seccion, es

lo que conduce a una ecuacion diferencial similar a la de la segunda aproximacion, esto es,

K*.y” () +N.y(x) =N- (e, --Q—;—Xﬂa%)

idéntica también formalmente a la del andlisis instantdneo pero con una rigidez, K* = E* ],
que depende asimismo del tiempo, como K’, aunque con un valor diferente.

En efecto, si se mantiene la hip6tesis anterior, relativa a la proporcionalidad de las de-
formaciones con ¢, v se pone el moédulo E* en la forma E/(1 + « - ¢), el coeficiente « es,
salvo una situacion limite que se examinard mas tarde, menor que la unidad en estos proce-
sos temporales con deformabilidad creciente (6); la rigidez, K* = K/(1 +«-¢), es ahora
por ello superior a la de la segunda aproximacion, K’ = K/(1 + ¢).

La deformada y(x) es, por tanto,

€1 -sen\/g* ( —x)+ e, -sen V

sen VE" Q

|

ES

NIz
>

y(x)=e -2

que tiene, por supuesto, una forma idéntica a la inicial y,(x) y ala obtenida en la segunda
aproximacion, por lo que las caracteristicas mencionadas en esos puntos siguen en principio
vigentes. Se aprecia asimismo una similitud formal con la solucién (sibien truncada por eli-
minacion del primer término) de la aproximacién ponderada anterior, pero con resultados
diferentes puesto que los coeficiente « y & son distintos; asi, en general se cumple que
0=x<u (6).
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Resulta asf una aproximacién de gran sencillez y que proporciona un ajuste bastante
razonable, por cuanto tiene en cuenta, como la inmediatamente anterior de tipo ponderado,
el hecho de que los esfuerzos son variables en el tiempo, Asf, al igual que ésta y en lo que se
refiere a la carga critica, se obtiene también un valor intermedio entre las relativas a las dos
primeras, esto es, Ny = 72 - K/[R%2 - (1 + - 9)].

Por lo demds, se mantienen cualitativamente otros resultados estudiados mads arriba
para las diversas soluciones. A titulo de ejemplo, y como sucede también en la segunda apro-
ximacién, puede apreciarse como, aun siendo la carga N constante, la forma de y(x) varia
con ¢ al transcurrir el tiempo, de la misma manera que, como se vio en su momento, lo hace
la deformada inicial y,(x) con N para una serie de valores crecientes de dicha carga; al tener
ambas variables expresiones idénticas y estar siempre en ellas la carga N vy la rigidez en la
forma VN/K o VN/K*, es lo mismo que la primera no varfe y la segunda disminuya o
que, por el contrario, la primera tome valores en aumento y la segunda sea constante; por
otra parte, la ley de excentricidades e(x), y con ellalas de momentos y curvaturas, se man-
tienen siempre como cosenoides puras pero evolucionan en el tiempo, cambiando asf tam-
bién, en general, su forma y, con ella, la posicidén de sus valores maximos.

Existe, no obstante, en esta aproximacién una contrapartida a sus ventajas, antes
enunciadas: el médulo E*, dentro de la misma hipdtesis simplificativa para la forma de
evolucién de las deformaciones, no solo es funcién del tiempo sino que, en general, depen-
de también de otro pardmetro A, tal que 1 + N\ - ¢ = € (t)/€ (ty), ligado pues a la relacion
entre deformaciones actuales e iniciales (6); es necesario, por ello, ajustar el valor del mo-
dulo, lo cual es, por otra parte, perfectamente posible, como se verd a continuacion.

Ajuste del modulo E*

Para calcular el coeficiente A debe obtenerse, por tanto, la relacion y”(x)/yq (X), si
bien de una manera global, como se ha venido insistiendo anteriormente, lo que matema-
ticamente puede lograrse a través de los valores medios. Evaluaremos, entonces, las integra-
les de ambas variables a 1o largo de la pieza:

l/N '\/N
./-Qel-sen K(Q—x)+e2~sen sz

0 sen \/@Q
K

_ Vg,(el +ez).1fcos
sen\

Como, en este caso, y(x) tiene la misma forma que y, (x), es evidente que

1 /N Q
'Q b o) —N_ icosvi*
yo(x) - dx = o -(ey tey)-

"o senVN Q
K*

- dx

| Z

Y
/ Vo (x) - dx =
Yo

=~z
o

~1z
B
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De ahf que, merced a la definicién de A vista antes, pero referida ya a curvaturas de
seccién en valores medios, se tenga

féz vy (x) - dx
1+}\gp=_g__.—.—~=
fo y;)’(x)'dx

WJZ'
S

1 — cos ‘/ ics Y sen
:V1+O"W' .

f
i

VN -
1 —cos \/~9. sen \/N Y
K K*

Por otra parte, el valor del médulo E* (6) es

B = E _AE+(0 N1
l+a-p I1+X-p

de donde se obtiene

r-(1+¢)—E

1+?\-s0=(1+°""0)'r.(1+awp)—E'[1_(1‘a)'w]

Al igualar las dos expresiones independientes anteriores, funciones de o y A, se elimi-
na este Gltimo pardmetro y resulta

ViTag.  1(+9-E _
r(0+a @) —E-[1-(1-0) -]

1 — cos MQ sen VI:IQ
K K.
l—COSVNQ sen N+ -9),
K K

expresion trascendente de donde se obtiene 1 + o - ¢y, directamente a continuacion, E*.

Se llega asf a la definicién completa de la aproximacion que ahora se estudia. No obs-
tante, antes de concluir con ella, es interesante afiadir algunos aspectos de interés, especial-
mente practico.

Aplicacién al andlisis diferido implicito (formalmente instantdneo)

Una caracterfstica esencial de esta aproximacion es que, siendo de caracter ajustado (en
el sentido antes indicado), se plantea a partir de un médulo global equivalente o, lo que vie-
ne a ser igual, de una formulacién idéntica formalmente a la del andlisis instantdneo (cosa
que también ocurre por cierto en la segunda aproximacién, con la diferencia de que, como
se vio, no es tan ajustada). Ello le confiere, entre otras, la posibilidad de servir de base a un
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andlisis no lineal diferido de tipo simplificado, realizado con un diagrama tension-deforma-
cién modificado (al multiplicar las deformaciones del original por un coeficiente mayor
que la unidad) y procediendo como si fuese un andlisis instantdneo (6).

Al tratarse este procedimiento de una extrapolacién del anélisis lineal al no lineal, en
la que se pasa, en el diagrama tensién-deformacion, de un médulo constante (en realidad un
moédulo de elasticidad) a uno variable, pero englobando ya en ambos el efecto de la fluencia,
resulta 16gico mantener en el andlisis no lineal la relacion entre deformaciones, considerando
fluencia y no haciéndolo, del andlisis lineal o, en definitiva, la relacién entre el médulo real
instantaneo y el global equivalente; de ah{ que el factor magnificador de las deformaciones
en el diagrama original sea precisamente 1 + o - ¢ (6).

Situaciones en que el envejecimiento es despreciable

Otra cuestion, que resulta quizd especialmente adecuada para ser abordada aqui, es la
relativa a la incidencia del instante inicial t, en el andlisis de la pieza, de la cual no se ha tra-
tado hasta el momento. Este parametro entra a través del coeficiente ¢, que en realidad es
¢ (t, ty), introduciendo, como se indico al comienzo, el fenémeno del envejecimiento dife-
rido del material en cualquiera de las aproximaciones estudiadas. Lo mismo ocurre para
ésta, por supuesto, pero al estar planteada precisamente a partir del médulo global equiva-
lente E*, puede afirmarse en el caso del hormigdn que, para valores importantes de t, €
instantes finales o cercanos a ellos (t = <), situacion en que el envejecimiento del mismo
es ya despreciable, el coeficiente o toma el valor 1 en la préctica (6), por lo que esta aproxi-
maci6n viene a coincidir, entonces y como es evidente, con la segunda; pero también ocurre
lo mismo con la anterior ponderada ya que, en tales circunstancias, x toma el mismo valor
(6), resultando asi 6 = x = a= 1.

CONCLUSION

En este trabajo se ha realizado un estudio, en segundo orden y en el tiempo, de la pie-
za simple esbelta con material viscoelastico lineal, que puede representar al hormigdn en
situacion de servicio, sometida a flexocompresion recta, con compresion N constante y ex-
centricidades extremas cualesquiera, mediante una serie de planteamientos simplificados -
para la introduccion de la fluencia en el andlisis:

— fluencia debida a momentos iniciales,

— fluencia debida a momentos actuales,

- fluencia ponderada sobre los anteriores,

— fluencia considerada mediante el modulo global equivalente.

Se ha llegado con ello a otras tantas aproximaciones al comportamiento de la mis-
ma en tales condiciones, 1o que lleva a un conocimiento bastante ajustado en conjunto del
problema. Asi, se detectan una serie de fenémenos, por supuesto no totalmente indepen-
dientes, tales como

— la interaccién no lineal, y progresiva con la carga axial, entre la fluencia del material
y los efectos de segundo orden,

— la reduccién paulatina con el tiempo, hasta un cierto Ifmite, de la carga tope o criti-
ca de la pieza,
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— la evolucion con el tiempo de las formas que toman la deformada y la ley de momen-
tos y, por tanto y en general, el desplazamiento de posicién de sus valores de maxi-
mo, llegando a estabilizarse cuando lo hace la fluencia.

Resulta destacable el hecho de que las cuatro aproximaciones estudiadas estdn, al me-
nos formalmente, relacionadas entre si, dandose la circunstancia de que casi todas vienen a
coincidir en el 1imite cuando el envejecimiento del hormigdn es ya despreciable.

A efectos méas cuantitativos, las dos Gltimas aproximaciones resultan ser las mds ajusta-
das, por tener en cuenta el hecho de que los esfuerzos son variables en la introduccion de la
fluencia. De cara a la préctica se destaca quizd la segunda de éstas, basada en el médulo
global E*, por su gran sencillez, resultando ser en excentricidades una cosenoide pura, pues-
to que es formalmente idéntica a la del anilisis instantdneo; esto Gltimo supone una ventaja
adicional ya que por ello puede tomarse como base, al considerar ya la no linealidad del
material, para ciertos tipos simplificados de andlisis, formalmente instantaneos, donde la
fluencia se introduce mediante un diagrama ¢ —e modificado (6).

De cualquier modo, debe subrayarse que, precisamente por la manifiesta no linealidad
del problema, en general (pero, sobre todo, para cargas importantes en relacion a las criticas
tedricas que resultan de las aproximaciones mds ajustadas), cuando se desee una gran exacti-
tud se impone un analisis mds riguroso de tipo paso a paso (5). Y ello, especialmente en la
medida en que la situacién real se aleje de las hipotesis tomadas aquf, como, por ejemplo,
comportamiento no lineal (instantdneo y diferido) del material, fisuracién del mismo, pre-
sencia de otros materiales con distintas propiedades (como supone la existencia de armadu-
ras de acero u otro material), etc.; factores que, en su mayoria, magnifican ain més la no li-
nealidad de manera global, por lo que los errores introducidos en anilisis simplificados pue-
den llegar a ser muy importantes.

En el caso en que se produce fisuracion y existen armaduras, propio del hormigén ar-
mado, es posible, no obstante, una simplificacién que permite mantener, de manera razo-
nable, la linealidad del comportamiento de la seccién tal como se ha estudiado mds arriba
(4): puede suponerse, a efectos de obtener la inercia I, una seccién eficaz correspondiente a
la parte inicialmente comprimida en la misma y a las armaduras, homogeneizandolas me-
diante el coeficiente de equivalencia (relacion entre su modulo de elasticidad y E*); como
este Gltimo es variable con el tiempo, la inercia asf calculada también lo es (si bien de forma
normalmente poco acusada, en hormigén armado, al ser las cuantfas de armadura general-
mente pequeiias) y lo mismo la rigidez E*.1, esta vez a través de ambos factores. Se aprecia
que este procedimiento lleva ya implicitamente al uso de la Gltima aproximacion, lo que po-
dria agregarse a sus ventajas de tipo practico.

En definitiva, para la situacién mds general posible, el andlisis se aborda mediante un
proceso de tipo paso a paso en el tiempo, de forma numérica en la prictica (en este andlisis
puede tener interés la utilizaciéon del mddulo efectivo E”, citado mas arriba (1, 6); pero
si se opta por una simplificacién que elimine el proceso en el tiempo, a través de un andlisis
instantdneo con diagrama ¢ —e modificado, el factor multiplicador de las deformaciones
deberfa ser 1+ -, ajustado tal como se vio en la ultima aproximacion. En caso de que
existan también acciones de tipo instantdneo q, y no se deseen separar en el andlisis de las
de caracter permanente g, se podria multiplicar el coeficiente « por el factor g/(g+q);
0, mds correctamente, por idéntica relacidén entre las respectivas fuerzas axiales, aunque
esto representa un ajuste lineal que, se sabe, dista de ser cierto en general.
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RESUMEN

En este articulo se realiza un anélisis diferido en segundo orden de una pieza simple
esbelta con material viscoelastico lineal, aplicable al hormigdn en principio, en flexocompre-
sién y excentricidades extremas cualesquiera, mediante varias hip6tesis en los efectos de la
fluencia (debida a momentos iniciales, a momentos actuales, ponderada para ambos, a través
del modulo global equivalente E*); se derivan asi diversas aproximaciones, que detectan
fendémenos de interés (interaccidén no lineal entre fluencia y efectos de segundo orden, re-
duccion de la carga critica hasta que se estabiliza la fluencia, etc.), las cuales se analizan
y comparan entre si.

Entre las mds ajustadas (que suponen ya los esfuerzos variables con el tiempo) se des-
taca la basada en el mddulo E*, muy sencilla y formalmente idéntica al analisis instantédneo,
que sirve de base para evitar el andlisis paso a paso, en que la fluencia se introduce mediante
un diagrama ¢ —e modificado por el factor 1+ «-y; es posible su utilizacién prictica para
el hormigdén armado, manteniendo la seccidon lineal pero considerando la fisuracién y las ar-
maduras, mediante el concepto de seccidn eficaz referida al modulo E*,

Se destaca, en fin, que debido a la gran no linealidad del problema, mds alld de las
hipdétesis tomadas aquf, siempre que se requiera un buen ajuste se impone ya en general un
andlisis riguroso de tipo paso a paso en el tiempo.

RESUME

Dans cet article on €étudie un élement comprimé élancé, de matériau viscoélastique
linéair, a flexocompression recte en deuxiéme ordre et dans le temps, pour aplier au béton
a travers quelques hypothéses sur les effets du fluage (du aux moments iniciaux, aux mo-
ments actuels, ponderé pour tous les deux, utilisant le module global équivalent E*); on
arrive tellement a des aproximations que montrent des phenoménes intéressants (interac-
tion non linéaire entre fluage et effets de deuxiéme ordre, réduction de la charge critique
dans le temps, etc.), lesquelles sont analysées et comparées.
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D’entre les plus ajustées (suposant la variation des éfforts dans le temps) on peut
remarquer celle basée sur le module E*, trés simple et formalement identique a I’analyse
instantané, basique pour introduir le fluage par modification du diagramme o —e a travers
un facteur 1+a -y, évitant un procés de calcul pas a pas; il est possible, a la pratique du
béton armé, tenir compte de la fissuration et des armatures, maintenant la linéarité de la
section, utilisant le concepte de section éficace relative au module-E*.

On souligne, enfin, que donnée la trés forte non linéarité du probléme, si on veut une
bonne éxactitude, il faut en général un analyse ajusté du type pas a pas dans le temps.

SUMMARY

In this paper a second order and delayed analysis of a slender member, composed by
a linear viscoelastic material, in bending and compression, is made for applying to concrete;
for that, different assumptions for creep effects (due to initial moments, due to present
ones, wheighted for both, using an equivalent global modulus E*) are used, deriving from
them several approaches, showing interesting phenomena (i.e., non linear interaction bet-
ween creep and second order effects, critical load reduction with time, etc.), that are analy-
zed and compared.

Among the most accurate (taking into account that moments are time-dependent) is
relevant the one based on the E* modulus, very simple and formally identical to the instan-
taneous analysis, basical for considering creep by modifying o — e diagram through a factor
1 +a- ¢, avoiding an step by step calculation; it is possible, in reinforced concrete practice,
to take into account cracking and steel bars, maintaining the cross-section linearity, by
the use of the effective cross-section concept relative to E* modulus,

Concluding, it is underlined, when a good precision required, the general need of a
more accurate step by step analysis along time, due to the high non linearity involved in
the whole problem.
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Vectores de carga en barras de seccion variable
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En un articulo anterior se expuso la formulacién de la matriz de rigidez de estructuras
reticuladas planas constituidas por piezas de seccion variable, cuyas caracteristicas elastome-
cédnicas varfan linealmente a lo largo de ellas. Mediante dicha matriz de rigidez puede abor-
darse el calculo matricial de dicho tipo de estructuras, solicitadas por acciones en los nudos.
En el presente articulo desarrollaremos las expresiones de las reacciones de empotramiento
perfecto correspondientes a diferentes tipos de acciones en barra. Las cargas en barra que se

van a considerar son:

— Fuerza puntual.

— Momento puntual.

— Carga repartida lineal.

— Variacion térmica diferencial.

2. CALCULO DE LAS REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO

‘Sea la barra 1-2 de la figura 1, sometida a una carga genérica q. Realizaremos el cilculo
de las reacciones de empotramiento perfecto, mediante la descomposicidén en los estados de

carga indicados en la figura 2.

1 A
(B EI

™ I

(EI)

(EA),

Fig. 1.
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Los giros correspondientes al Estado I se calculan, en cada caso, aplicando los Teore-
mas de Mohr. Las expresiones generales de dichos giros son:

ey = —1/L - fOL M; - (L~ x)/ (ED) - dx [1]
@ = [ M/ED - dx + ©° 2]

donde My representa la ley de momentos flectores correspondiente al Estado I de carga, y
(EI) la rigidez a flexidn de una seccidn genérica.

El movimiento horizontal uj tiene la siguiente expresion:

ug = fOL N/(EA) - dx 3]

siendo N el esfuerzo axil de una seccion genérica y (EA) su rigidez a esfuerzo axil.

Las reacciones de empotramiento perfecto, segiin se indica en la figura, son aquéllas
que anulan los giros v el movimiento horizontal. Por tanto, aplicando las ecuaciones de
estado de flexidn y extensidn, se obtienen los valores de dichas reacciones, es decir:

Mg = K, - (8} +7v, - ©9)
M = —K, - (0% +v, - 07)
Ql =V + (M} +M3)/ L
— (M} +M3)/ L

R
H

N? =Ky - v - H,
N = —Kn - uj (4]

donde K, K;, v, v v, son los coeficientes de rigidez y transmisién de la barra a flexién y
Kx es el coeficiente de rigidez a esfuerzo axil. Los esfuerzos cortantes Q} y Q3, asi como
el esfuerzo axil N, se han determinado aplicando condiciones de equilibrio.
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3. FUERZA PUNTUAL

Sea la barra de la figura 3 sometida a una carga puntual, P, segiin una direcciéon gené-
rica «. Si proyectamos dicha carga segin una direccidn paralela a la directriz de la barra, y
otra perpendicular a la misma, obtenemos las componentes Py, y Py, respectivamente, cum-
pliéndose:

P,=P.cosa

P, =P .sen« [5]

o

° P Q% o
M?/ Q M; v QY e, Q2 \Mg
l’ y 3 A\ '/11 Ph l 7
§ —_— T — 7
NS Pong " g A NS

4 7
a NS “ ‘t,’«
Fig. 3.
L
"
Consideraremos las siguientes cantidades adimensionales:
My =x; /L
pe =(L-x)/L [6]

Las leyes de esfuerzos axiles y momentos flectores a lo largo de la barra, cuando se
encuentra simplemente apoyada (Estado I de la figura 2), son:

0< x<x
N= Py
MfZPV c X Mg
x, <x<L
N=0O
Mg=P, - (L-%) - i 17}

Las reacciones en los apoyos, para el mencionado estado de carga, tienen la siguiente
expresion:

Vi=Py -,
V=P -1y
Hy = —Py (8]

Introduciendo las leyes de esfuerzos [7] en las expresiones de los giros [1] [2], v te-
niendo en cuenta la definicion de la integral J («, n, pgo, My ) realizada en el anterior articu-
1o resulta:
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@ =-P, - L2/(ED, - [y - @ -28 +5)+py - (0} — 1))

® =Py - L* [(ED, - [y - (5 ) +uy - 1+ 67
ud =P, - L/(EA); - Ap
dende:
I=J3(n,0,u)
a=JdGnu,D
Al =J(a,n,0,u)

[10]

Conocidos los movimientos y reacciones de la barra simplemente apoyada, se calculan
facilmente las reacciones de empotramiento perfecto, mediante las expresiones [4].

4. MOMENTO PUNTUAL

Sea la barra de la figura 4 sometida a un momento puntual en la seccion de abscisa x; .

Consideraremos las siguientes cantidades adimensionales:

p=x; /L
py =(L—x;)/L

Fig. 4.

[11]

Las leyes de esfuerzos, correspondientes a dicha barra simplemente apoyada en sus ex-

tremos, son las siguientes:

0<x< x4
N=0O
Mf=M'X/L
x; <x<UL
N=0O

Mf=—M'(L**X)/L

[12]

Las reacciones en los apoyos, en el mencionado estado de carga, pueden expresarse

por:
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H =0 [13]

Introduciendo las leyes de esfuerzos [12] en las expresiones de los giros [1] [2], v te-
niendo en cuenta la definicion de la integral J (o, n, ug, gy ), resulta:

0= M- LJ/(ED, - @ -1} —B+201 -1)
® =M:-L/ED, - (I —3+13)+069
u3 =0 [14]
donde:
II=7(@,n0u)
E=J@Gnp,1 [15]

Conocidos los movimientos y reacciones de la barra simplemente apoyada, se calculan
facilmente las reacciones de empotramiento perfecto, mediante las expresiones [4].

5. CARGA REPARTIDA LINEAL

Sea la barra de la figura 5 sometida a una carga q, distribuida linealmente, actuando se-
gin una direccién genérica «. Si proyectamos dicha carga segin una direcccion paralela a la
directriz de la barra y otra perpendicular a la misma, obtenemos las componentes qy ¥ qy,
respectivamente, cumpliéndose:

gh = q - COS X

Qy = q - senu« [16]
[\WA
Q3 O Q2
MO Q! o
) o \MZ
f 1 // ‘ | '
N7 Z N2

L Fig. 5.
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De la misma manera, definimos los siguientes valores de carga:

dh1 = qy - COS«
Any = d, @ Coscx
Gy = q; - sen«
qu =(, *Senu
dn3= 9n2 — qn1

Qv = 4y2 — 49wy [17]

Consideraremos las siguientes cantidades adimensionales:

pr=x; /L

My =% /L

Mz = (u; +1y)/2
Ma =y +2 - p4y)/3
ps =1 —p3

Mo =1 —uq

6 =My — My

Oy3 = dy3 /qvl [18]

Las leyes de esfuerzos axiles y momentos flectores, a lo largo de la barra, cuando
se encuentra simplemente apoyada (Estado I de la figura 2), son:

0<x<x4
N=aqy - L6
Me=qy - L* -0y - (x/L)
X SX< X,
N=gqp - L-[B - X/L? +B; - (x/L) +B4]
Mg=qy; - L? - [a, - (x/L)® +03 - (x/L)? + oy - (x/L) + ]

Xy <Xx<UL
N=0O
Mg=qy - L - e - (X/L) — ] [19]
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donde las cantidades o y f; tienen el siguiente significado:

;=8 - (Us + 0,3 M6/ 2)

a, =0,3/(6 - 98)

oy =0y3 - My [ (2 -8)—-1/2

g =p; +8 .us +o,3 - (6 g —ui/8)/2
o5 = [0y3 - py [(6-8)—1/2] - pi

o =08 - (M3 +0y3 - Ma/2)

By =6 - (1+ay,)/2

By = oy3 /(2 - 9)

By = 0py - /61

Ba=8  (1+0y) /24w - [1—opy - 1y /(2 - 8)] [20]

Las reacciones en los apoyos, en el mencionado estado de cargas, resultan:

Vi=adqy - L
V2=qV1 . L '&6
H, = —qp1 - L. g [21]

Introduciendo las leyes de esfuerzos [19] en las expresiones de los giros [1] [2] y mo-
vimiento horizontal [3], teniendo en cuenta la definicién de la integral J (o, n, pg, M),
resulta:

0 =—qy - L*/(ED, [y - I} —)+as - I+
tloy —ag) - I+ (o —ag) 13 —(op +az) - 13 +a, -1+

+a, - (3 —2 -1 +B)]

0 =09 +q, - L*/ED - [o I +ag -3+, - [§ +
toag - B tag - (3 —17)]
u§ =ay - L2/ (BA), - [By - Ab 8 - AF +B5 - AT B, - AG] [22]

donde:
IL=J(n,0,u;)
=30, n,u,4,)
B=J3Gnu,1)
Al =T (a,n,0,u;)
=T, n, u,0)
A3 =T (a,n,py, 1) [23]




Conocidos los movimientos y reacciones de la barra simplemente apoyada, se calculan
facilmente las reacciones de empotramiento perfecto, mediante las expresiones [4].

6. VARIACION TERMICA DIFERENCIAL
Sea la barra de la figura 6, de directriz recta y canto variable linealmente, sometida a

una variacién de temperatura que, en su cara superior, tiene un valor Ty y en su cara infe-
rior, T;; variando linealmente entre ambas caras.

Ts
.
Cz
Cis Cs )
Cy Ce
Ci
Cai
L
T L
N Ts To To
Cs . = ‘:D:‘*
Ci \ Fig. 6.
Ti

Las distancias del centro de gravedad a las fibras extremas, en una seccion genérica
seran:

cg=Cys - (1 +14 - x/L)
ci=¢p; - (1+1 - x/L) [24]
donde:
Iy = (Cpg — ¢1s )/ Cis
1= (cyi —C1i)/ Cyj [25]
Fl canto total de la pieza en una seccidn genérica, vendrd dado por la siguiente ex-
presidon:
c=c¢ - (1 +r-x/L) [26]

donde:
r=1(c, —¢c1)/ ¢4 [27]

siendo:
C; = Cy5 T Cyj

Cos T Coj [28]

%3
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Descomponemos dicha ley de variacién de temperatura, en la suma de otras dos: una
ley uniforme a lo largo de la seccidén, con una variacién térmica T, igual a la correspon-
diente al centro de gravedad, y otra lineal, con variacién térmica nula en el centro de grave-
dad de la seccidn y diferencia entre fibras extremas, de T, . Los valores de dichas variaciones
térmicas serdn:

To=(Ti-cs+Ts-c)/c
T, =T - T [29]
Los giros y movimiento horizontal, correspondientes a la pieza simplemente apoyada,

sometida a la variacion térmica diferencial (Estado I de la figura 2), vendrdn dados por las
siguientes expresiones:

CH *a-Tl/L~fOL(L—X)/C-dX

L
B =0y +a T, -fG dx/c
L
ug=oz-f0 Ty - dx [30]

donde o es el coeficiente de dilatacidn térmica lineal del material.

Las reacciones del mencionado estado adoptan los valores:
V,=V,=H, =0 [31]

Sustituyendo las variaciones térmicas Ty, T; y el canto ¢, por sus valores segiin [29]
[26] en las expresiones de los movimientos [30] e integrando, resulta:

@ = —a  (T;—T) - Lle, - (Ry —R,)
0 =0% +a - (T;-T,) - L/c, - Ry~

ud =a - Ljc; - [(Tj - cys+ Ty cqi) - Ry +
+(T; - ¢y -1 +Tg - ¢y - 1) - Ry [32]

donde:

R,=J(,n,01) [33]

Conocidos los movimientos y reacciones de la barra simplemente apoyada, se calculan
facilmente las reacciones de empotramiento perfecto, mediante las expresiones [4].
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Proximo Simposio Internacional de la
Federacion Internacional del Pretensado. Israel 1988

El proximo Simposio Internacional de la FIP se celebrard en el Hotel Hilton de Jerusa-
lem (Israel), del 4 al 9 de setiembre de 1988,

El programa técnico del Simposio incluye los siguientes tema:

— Durabilidad de las estructuras de hormigén armado y pretensado en ambientes c4li-
_ dos y himedos.

— Aceros y sistemas de pretensado.
— Aplicaciones précticas del cdlculo no lineal a las estructuras de hormigdn pretensado.

— Las aplicaciones del hormigdn pretensado en edificios de altura, en relacién con la
influencia de la temperatura, efectos sismicos, colapso progresivo, etc.

De acuerdo con lo establecido para el desarrollo de los Simposios de la FIP, todas las
Comunicaciones se expondran en inglés y no habrd traduccién simultdnea. Con el fin de que
todos los asistentes puedan participar en las Sesiones en las que habréan de discutirse los cua-
tro temas seleccionados para este Simposio y obtener asi el mayor provecho de las reunio-
nes, no se celebraran sesiones simultaneas.

Para el viernes 9 de setiembre, una vez concluidas las Sesiones, se han programado visi-
tas técnicas.

Habra una exposicién de fotografias y posters relacionados con las actividades de las di-
versas empresas, particulares y Grupos Miembros afiliados a 1a FIP, y se ha programado tam-
bién la proyeccion de documentales.

Se ha preparado un amplio interesante programa de actividades sociales, tanto para los
participantes en el Simposio como para sus acompafiantes, en el que se incluirdn visitas a los
lugares historicos y a los puntos mas interesantes del antiguo y moderno Israel.

Los dos volimenes de los Proceedings en los que se recogeran los textos completos de
todas las Comunicaciones presentadas en el Simposio se entregaran a los participantes con la
documentacidn inicial.

Se han establecido las siguientes cuotas de inscripcion:

HASTA EL 15 JUNIO 1988 A PARTIR DEL 16 DE JUNIO 1988
Participantes: 375,— dolares USA 425 délares USA
Acompafiantes: 150,— délares USA 175,— dolares USA

Mediante el pago de estas cuotas, los participantes tendran derecho: a recibir los Pre-
ceedings y demds publicaciones del Simposio; a las cuatro comidas de trabajo, y a las invita-
ciones para los diversos actos sociales programados.

Las cuotas de los acompafiantes les permitirdn participar en todos los actos sociales y
en tres excursiones, de media jornada, por diversos lugares de interés.

Para una mas amplia informacioén los interesados pueden dirigirse a:

SECRETARIA DELA A.-T.E.P.
Apartado 19.002
28080 MADRID
Tfno.: 202 04 40

0 bien directamente a:

F.IP. SYMPOSIA ISRAEL’ 88
P.O. Box, 50006
TEL AVIV 61500, Israel
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Anélisis de puentes de planta circular por
el método de la ldAmina plegada

José I, Gonzalez Esteban
Avelino Samartin Quiroga
Dres. Ingenieros de Caminos C. y Puertos

RESUMEN

El comportamiento de los puentes de planta circular y seccion transversal muy aligera-
da, presenta un problema complejo en cuanto a la distribucion de esfuerzos, (interaccidn,
flexion-torsion, distorsion, reparto de esfuerzos entre las distintas almas, etc.). Para poder
realizar un correcto estudio del mismo es necesario disponer de un método de cdlculo que
analice globalmente el comportamiento de la estructura. El método de la Lamina Plegada
constituye una herramienta de trabajo eficaz y de fécil utilizacion, valida para estructuras
de seccidn transversal constante,

En este artfculo se presenta una ampliacion del método de la Lamina Plegada a este
tipo estructural, as{ como un estudio paramétrico del comportamiento de un puente de sec-
cién cajén monocelular.

1. INTRODUCCION

En la situacién actual de la técnica de proyecto de carreteras, el puente ha dejado de
ser un elemento singular para integrarse en el trazado de la misma, lo que tiene como conse-
cuencia la aparicion de puentes de geometria irregular.

El tipo de puente de mas frecuente utilizacion después del recto, es el de planta circu-
lar. Como consecuencia de la curvatura en planta, su estudio es bastante mds complejo que
el del recto, por lo que es necesario acudir, en general, a la utilizacion de métodos numé-
Ticos.

Los puentes de curvatura en planta variable, pueden ser mas adecuadamente asimila-
dos a un puente con planta circular con curvatura de valor medio, que a uno recto; razén
que afiade interés al estudio de este tipo de puentes.
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1.1. Analisis de puentes curvos como Laminas Plegadas

Cuando la luz del puente supera los 30 metros, la seccién transversal del tablero que
mejor se adapta a las necesidades del puente curvo es la seccidén cajon, que presenta carac-
teristicas idoneas, tanto para el trabajo de flexién como para el de torsién, al mismo tiem-
po que proporciona una buena economia de material.

"En esta seccion las hipdtesis de la resistencia de materiales de deformacién plana o de
indeformabilidad de la seccidn transversal no son vilidas. En efecto, la distorsién de la
seccion adquiere importancia debido a la deformacién por cortante. Aunque es posible
considerar los efectos de estos fendmenos mediante andlisis aproximados, la complejidad
del calculo aconseja la introduccién de un modelo estructural global que permita estudiar
de forma directa el funcionamiento de este tipo de tableros; un eficaz método de andlisis
de este tipo estructural en el caso de seccion transversal constante es el de la ldmina ple-
gada.

Se denomina ldmina plegada a una estructura formada por elementos planos unidos
entre si, y cuya superficie media es desarrollable, estando apoyada sobre varias lineas de
apoyo. En el caso de que s6lo existan nudos en los apoyos extremos, la ldmina plegada se
denomina canénica (Fig. 1.1).

Fig. 1.1. Lamina Plegada candnica.

Aunque en el caso de tableros de puentes curvos no se puede hablar de ldminas ple-
gadas, al no ser planos los elementos que componen la estructura, por ser estas superficies
de pequena curvatura, se puede generalizar el método, realizdndose su estudio de forma
andloga al de las laminas plegadas rectas. (Fig. 1.2).

Fig. 1.2. Lamina Plegada curva.

Mediante este modelo es posible analizar en detalle los distintos esfuerzos que apa-
recen en este tipo de tableros. Los métodos de cdlculo utilizados en la actualidad para el
estudio de las ldminas plegadas son: elementos finitos, bandas finitas y cdlculo directo de
la 1dmina plegada.

A) Elementos Finitos

El método de los Elementos Finitos es un método general de célculo que permite
resolver gran variedad de problemas fisicos y mecdnicos.
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Consiste en la descomposiciéon de la estructura en un conjunto de elementos bi o
tridimensionales, en cuyo dominio se supone que las deformaciones adoptan una for-
ma predeterminada en funcién de los desplazamientos de un nimero limitado de puntos
caracteristicos de dicho elemento, llamados puntos nodales (Fig. 1.3).

_ punto nodal

elemento

Fig. 1.3 Descomposicion de una estructura en elementos finitos.

A partir de estas funciones de deformacion, denominadas funciones de forma, y por
medio de la teorfa de la elasticidad, se obtienen valores de los esfuerzos y deformaciones
en el elemento en funcién de los desplazamientos de los puntos nodales, y es posible
formar, mediante métodos energéticos, una matriz de rigidez aproximada del elemento.

Este método de célculo presenta la ventaja de poderse aplicar a tipos muy generales
de estructuras con condiciones de apoyo arbitrarias. Presenta, sin embargo, algunos incon-
venientes que limitan su utilizacion. Los principales son:

— Entrada de datos voluminosa y de tediosa elaboracion.

— Necesidad de un gran volumen de cédlculo y de almacenamiento en memoria, en
comparaciéon con otros métodos.

— Salidade resultados que requiere una elaboracién posterior.

B) Bandas Finitas

El método de las Bandas Finitas es un método derivado de el de los Elementos Finitos,
y se emplea para el estudio de estructuras prismdaticas apoyadas en dos bordes extremos, en
especial para ldminas plegadas.

Fue desarrollado por Cheung en 1968 (1) y aplicado a ldminas plegadas de planta cir-
cular por Meyer (8) en 1970, siendo ampliado por Kabir a estructuras de varios vanos con
apoyos intermedios flexibles, en 1974 (5).

El elemento bésico de este método es una banda de ancho reducido que, en direccién
longitudinal de la estructura, se extiende en toda la longitud de la misma. Las funciones de
desplazamiento correspondientes a la direccidn transversal son anédlogas a las desarrolladas
para elementos finitos de tipo ldmina y las funciones correspondientes a la direccion lon-
gitudinal se sustituyen por un desarrollo en serie de Fourier, realizdndose un andlisis de la
estructura independiente para cada armoénico.

La ventaja del método de las bandas finitas frente al de los elementos finitos para este
tipo estructural se debe a la menor memoria de cdlculo necesaria, as{ como al menor nu-
mero de datos requeridos, obteniéndose los resultados en forma més facilmente utilizable
de forma directa.
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Este método presenta, por .otra parte, las limitaciones correspondientes a los anélisis
armonicos.

inea nodal

banda

Fig. 1.4. Descomposicién de una estructura en bandas finitas.

C) Calculo directo de la lamina plegada

El cdlculo directo o exacto de la lamina plegada consiste en analizar cada una de las
superficies que forman la estructura, por medio de la teoria de la elasticidad, y resolver la
estructura de acuerdo con los métodos de céalculo matricial. No se realizan mds simplifica-
ciones que las generales de linealidad del analisis estructural.

Los métodos comunes de cdlculo de ldminas plegadas, se limitan al estudio de laminas
plegadas rectas de seccidén constante; ésto es, los planos que contienen a los soportes son pa-
ralelos y normales a las aristas de la ldmina, las secciones paralelas a éstos son iguales entre
s y las aristas longitudinales de la estructura son rectas; aunque existen algunos métodos
especificos para el cdlculo de ldminas plegadas rectas no prismaéticas.

El célculo directo de la ldmina plegada presenta, frente al de las bandas finitas, la ven-
taja de una mayor exactitud y de una menor necesidad de almacenamiento y tiempo de
cédlculo, ya que al obtenerse para cada lamina su solucidén exacfa, el nimero de elementos
en que hay que dividir la estructura para el cdlculo estd determinado Unicamente por los
quiebros, uniones de elementos, o cambios de espesor en la seccidén transversal, no necesi-
tdndose dividir cada ldmina que compone la estructura en elementos menores por razones
de limitar la dimensién transversal de cada elemento o por existir cargas aplicadas en la
ldmina, como ocurre con las Bandas Finitas. Presenta, sin embargo, el inconveniente de una
mayor dificultad de planteamiento tedrico y programacioén al tenerse que obtener la solu-
cidén de la ecuacién diferencial de la lamina para cada tipo de ldmina que se presente; p.e.
en el caso de puentes de planta circular es necesario resolver la ldmina plana limitada por
dos circunferencias y las 1dminas conica y cilindrica limitadas por dos planos horizontales;
engendradas por los elementos horizontales, inclinados y verticales respectivamente. (Fig.
1.5).

1.2. Limitaciones y extensiones del método
La utilizacién del célculo directo de la ldmina plegada para el estudio de las estruc-
turas de planta curva, y en particular, tableros de puentes de planta circular, reune, junto

a una muy buena exactitud de resultados, una limitada exigencia de capacidad de célculo,
asi como una entrada simple con reducido nimero de datos. Sin embargo, presenta por
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Fig. 1.6 Tipos de laminas presentes en el analisis de estructuras circulares.

otra parte las limitaciones comunes a todos los cdlculos basados en el andlisis armonico.
Las limitaciones mds importantes son:
— El método es valido tnicamente para estructuras de seccién transversal constante.

— Para la obtencion de una respuesta exacta frente a cargas concentradas en las pro-
ximidades del punto de aplicacion de las mismas, es necesario un namero de armo-
nicos elevado.

— Las condiciones de sustentacion en los extremos son de apoyo timpano, esto es, sim-
ple apoyo a flexiéon y empotramiento a torsion.

— EI método es inicialmente valido para estructuras de vano tnico, aunque ficilmente
ampliable a estructuras continuas de varios vanos.

La limitacion relativa a las condiciones de apoyo en los extremos, podria soslayarse rea-
lizando un desarrollo mediante funciones de Rayleigh en vez de utilizar series armoénicas de
Fourier. Aunque el apoyo simple es la sustentacion normal en estribos, podria ser de interés
para el anélisis de estructuras evolutivas.

La extension del método a estructuras continuas de varios vanos se puede realizar
mediante el procedimiento desarrollado por Scordelis para el estudio de laminas plegadas
rectas continuas (6), (11).
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2. CALCULO MATRICIAL DE LAMINAS PLEGADAS PRISMATICAS

El método de cdlculo matricial utilizado, corresponde al de equilibrio, que es un mé-
todo genérico facilmente aplicable a ordenador, y permite la resolucién de cualquier 14-
mina plegada con independencia de la forma de su seccion transversal, admitiendo ldminas
de seccion abierta o cerrada, con cualquier ndmero de ellas incidiendo en cada arista.

Este método se basa en el desarrollado por De Fries-Skene y Scordelis (2) para el
estudio de 1dminas plegadas rectas; utilizandose para el estudio longitudinal de la estructura
una soluciéon de tipo Levy, mediante desarrollo en serie de Fourier de todas las funciones
que intervienen en el mismo.

Al tratarse de un método de anélisis por armoénicos, se realiza un estudio independien-
te para cada uno de éstos, obteniéndose el resultado final por suma de los resultados par-
ciales correspondientes a cada armonico.

El estudio de cada armoénico se reduce a un planteamiento en el que s6lo intervienen
las amplitudes méximas de cada variable, con lo que el mismo se reduce a un andlisis bidi-
mensional. Una vez obtenidas dichas amplitudes, se calculan en los puntos deseados, por
medio de las funciones correspondientes, los valores de las distintas variables.

El andlisis de la estructura siguiendo el esquema cldsico del método de equilibrio, se
divide en dos estados: (fig. 2.1).

M M° %\M M"/wp’
bbbl (i ey 7
I p-
- t
‘(Q Estado Inicial b Estado General

Fig. 2.1. Estados de anélisis de la estructura. (Seccién transversal).

— Estado inicial. En este estado se estudia la situacion de cada ldmina supuesta rigi-
damente empotrada en las aristas que la delimitan y sometida a la accién de las
cargas que actuan en ella, obteniéndose simultineamente las reacciones que apa-
recen en las aristas en esta situacion.

Se trata de un estudio aislado de cada ldmina, independiente de la forma de la
estructura.

— Estado general. En este estado se estudia la respuesta de la estructura bajo la ac-
cidén de las cargas aplicadas en las aristas y de las acciones en los bordes de las 14-
minas obtenidas en el Estado inicial.

El cédlculo del estado inicial consta de dos partes: (Fig. 2.2).

-
AN S N S S = W T Y u{/ﬁ’\
¢ S —— )
Estado Inicial Solucidén particular Solucidn complementaria

Fig. 2.2. Anélisis del Estado Inicial.
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— Solucién particular, o estudio de los esfuerzos y deformaciones en la ldmina bajo
la accion de las cargas aplicadas en ella.

— Soluciéon complementaria, o estudio de los esfuerzos que aparecen en la ldmina al
imponer en los bordes de la misma unos desplazamientos iguales y de signo contra-
rio a los obtenidos en la Solucién Particular, con el fin de obtener, por suma de am-
bos, la condicién de empotramiento de la 1dmina en las aristas de borde,

El estado general se calcula mediante la obtencion de la matriz de rigidez de cada 14-
mina, es decir, la relacidon entre los movimientos en los bordes de cada ldmina y las fuerzas
que aparecen como consecuencia de estos.

Ensamblando las matrices de rigidez de cada ldmina expresadas en coordenadas ge-
nerales, se obtiene la matriz de rigidez de la estructura. El vector de cargas se forma a
partir de las reacciones en los bordes de cada lamina, calculadas en el estado inicial, y de las
cargas aplicadas en las aristas. Resolviendo el sistema se obtienen los desplazamientos de las
aristas, a partir de los cuales se obtienen, para cada ldmina, las constantes de integracién
correspondientes al estado general.

Sumando los resultados obtenidos en el estado inicial y en el general, se determina el
valor de la amplitud de cada funcién correspondiente a la situacion transversal deseada. La
obtencién del valor del esfuerzo o desplazamiento en una seccién longitudinal cualquiera,
para el armoénico que se estd calculando, se realiza mediante el desarrollo en serie corres-
pondiente a dicha funcién, para el valor del dngulo en que se encuentre, El resultado final
se obtiene por acumulacién de los distintos armoénicos.

3. ANALISIS DE LAS LAMINAS INDIVIDUALES

Para el estudio independiente de cada tipo de ldmina se ha utilizado la Teorfa de las
Laminas Rebajadas, a partir del desarrollo realizado por Vlassov (12) y otros autores (3)

(9).

En la obtencidn de la solucion de las ecuaciones correspondientes a cada ldmina, se uti-
liza una solucién de tipo Levy, es decir, mediante desarrollo de las distintas funciones que
intervienen en el problema, en serie de Fourier en la direccién circunferencial de la misma,
de la forma:

n=N
Fa)= 2 F, (50 hn e

En el caso de lamina plana circular se utilizan, para la resolucién de la ecuacién homo-
génea, soluciones de tipo potencial; siendo necesario encontrar soluciones para las ecuacio-
nes completas correspondientes a cada uno de los tipos de carga en el interior de la ldmina
que se quieran estudiar. Los casos de carga analizados en este trabajo corresponden a los
recogidos en el cuadro adjunto y permiten estudiar los tipos mas normales de carga que se
presentan en puentes.

La distribucion longitudinal de la carga repercute en el cdlculo de los coeficientes del
desarrollo en serie; mientras que la distribucién transversal obliga a la obtencién de la co-
rrespondiente solucion de las ecuaciones diferenciales.

En el caso de ldmina cilfndrica se utilizan soluciones de tipo exponencial para la ecua-
cidén homogénea; estudidndose Uinicamente la ecuacién completa para carga vertical unifor-
me, correspondiente al peso propio.
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Tipos de carga analizados en la {&mina plana circular.

Las ecuaciones de estado de las laminas, particularizadas para el caso de ldmina cbnica,
no tienen solucién exacta que esté formada por un conjunto finito de funciones transcen-
dentes elementales; por lo que es necesario recurrir a una solucidén aproximada.

Frente a la utilizacion de soluciones aproximadas formadas por una combinacion lineal
de polinomios ortogonales, que minimice determinadas funciones de error en el dominio de
la ldmina, se ha preferido una solucion mediante funciones de desplazamiento del tipo de
banda finita.

Al objeto de conseguir un elemento de banda finita o mds homogéneo posible con
las soluciones exactas utilizadas para los demds tipos de ldmina, se han utilizado funciones
de desplazamiento de grado elevado. Con este fin, el elemento disefiado tiene tres lineas
nodales, dos en las aristas extremas y una en el centro. En la formacién de la matriz de ri-
gidez y vector de cargas en aristas, se eliminan, mediante condensacién estdtica, los movi-
mientos y fuerzas correspondientes a la linea nodal central, con lo que las matrices quedan
tnicamente en funcién de los movimientos y fuerzas en las aristas extremas.

Las funciones de desplazamiento resultantes son polinomios de segundo grado para los
movimijentos en el plano tangente y de quinto grado para los movimientos normales al mis-
mo.

3.1. Caracteristicas del elemento de banda finita desarrollado para la ldmina conica
Por haberse utilizado funciones de forma de grado elevado, mediante la introduccién
de un punto nodal intermedio, el comportamiento del elemento es bastante andlogo al de la

ldmina conica, por lo que, como ha quedado puesto de manifiesto en los casos analizados,
no es necesario introducir més de un elemento en el anélisis de cada lamina.
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La respuesta obtenida puede considerarse exacta en lo que respecta a los esfuerzos y
desplazamientos de flexidén; sin embargo, los esfuerzos en el plano de la ldmina, y particu-
larmente el esfuerzo tangencial T,,, presentan una respuesta menos ajustada. Para estos
esfuerzos se obtienen distribuciones casi lineales en la direccidon transversal de la ldmina, de
forma que la integral del esfuerzo se corresponde con el valor real.

En el caso de los esfuerzos axiles, su distribucion en la direccion transversal de la 1dmi-
na es, al no existir cargas puntuales aplicadas en el interior de la misma, practicamente lineal,
por lo que no aparecen en el cédlculo errores significativos. El esfuerzo tangencial, sin embar-
go, presenta en la realidad una distribucion parabdlica, por lo que los resultados deducidos
no se ajustan a la misma.

La obtencién de los valores reales del esfuerzo tangencial, puede realizarse de dos
formas: mediante la divisién de la 1dmina en varios elementos, o mediante el célculo de di-
cha distribucidén a partir de los datos suministrados por el programa, esto es, los valores del
mismo en las aristas de borde y su integral en el ancho de 1a ldmina.

4. COMPARACION ENTRE LA LAMINA PLEGADA, BANDAS FINITAS
Y ELEMENTOS FINITOS

Con el fin de estudiar la concordancia entre los tres métodos de célculo que mejor se
adaptan al andlisis de puentes curvos de seccion transversal distorsionable, esto es, 1dmina
plegada, bandas finitas y elementos finitos, se ha realizado el estudio de un tablero de
puente por los tres métodos.

El puente estudiado es un puente cajon de seccién bicelular, de 30,48 m (100 pies)
de luz, con un radio de 76,20 m (250 pies), (véase figura 4.1), sometido a la sobrecarga
del camion estdndar de la AASTHO situado en el centro de la luz, en dos posiciones trans-
versales. El andlisis mediante bandas finitas y elementos finitos ha sido tomado de Meyer
(8) que ha utilizado dos programas especialmente disefiados para el anélisis de puentes de
planta circular, FINPLA 2 para elementos finitosy CURSTR para bandas finitas,

En el anilisis mediante elementos finitos se ha utilizado una malla formada por 247
elementos; en el andlisis mediante bandas finitas se han utilizado 15 elementos, y en el de
lamina plegada tnicamente 9 laminas. En estos dos Gltimos casos el namero de armoénicos
ha sido de 50.

Los esfuerzos estudiados son: El esfuerzo normal longitudinal N; y el momento trans-
versal M, en la seccion de centro de la luz. Los resultados obtenidos por los tres métodos
para el camion B se encuentran recogidos en la figura 4.2,

En la comparacion de los resultados obtenidos, en cuanto a tensiones longitudinales,
se pueden distinguir dos casos, las losas superior e inferior y las almas. En las losas la concor-
dancia es bastante buena siendo las mayores diferencias del 7 por 100 y dando la ldmina
plegada generalmente valores intermedios a los obtenidos por los otros dos métodos. En las
almas la concordancia es peor, llegdndose a discrepancias del 27 por 100, Sin embargo, los
valores obtenidos con el método de la ldmina plegada en las losas y las almas son coherentes
unos con otros, no siéndolo los valores obtenidos en los otros dos métodos. Estas discrepan-
cias aparecidas en el andlisis mediante ¢l método de las bandas finitas y de los elementos fi-
nitos se explican, seglin Meyer, por el hecho‘de haber utilizado una malla poco tupida.

En cuanto a momentos flectores, las discrepancias en los valores obtenidos en la losa
superior son inferiores al 8 por 100. En las almas las discrepancias vuelven a ser mayores,
llegando a alcanzar el 46 por 100. Un anilisis de los resultados obtenidos demuestra que en
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el método de la ldmina plegada existe equilibrio de momentos en las aristas en que conflu-
yen las almas con la losa, equilibrio que no tiene lugar en los otros dos métodos, por lo que
la fiabilidad del método de la ldmina plegada es mayor. Aunque los errores relativos llegan
a ser importantes, éstos tienen lugar en zonas en los que el valor del momento flector es
bajo, por lo que los errores absolutos son pequefios no superando el 9 por 100 del momento

maéaximo en la seccidn.

PLANTA

6° camidén A 6”7 camidén B

-+

L 37 17 10~ . 10° 173"

SECCION TRANSVERSAL
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Elementos Finitos

ESQUEMA DE CALCULO

Fig. 4.1. Comparacién entre Lamina Plegada, Bandas Finitas y Elementos Finitos. Estructura e hipotesis

de carga.
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En conclusién, se puede decir que la concordancia entre los tres métodos es aceptable
desde el punto de vista préctico, siendo mds fiables los resultados deducidos por el método
de la lamina plegada; destacandose el hecho de que, en este método, el nimero de elementos

en que se discretiza la estructura es el menor de los tres.
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Fig. 4.2. Esfuerzos en la secciéon centro luz. Camion B. Comparacién Lamina Plegada, Bandas Finitas, Ele-

mentos Finitos.
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5. ANALISIS DE UN PUENTE DE DOS VANOS

Como ejemplo de aplicaciéon se presenta el andlisis de un puente curvo, de dos vanos
de 50 metros de luz y 200 metros de radio; el apoyo en estribos se realiza mediante una
riostra infinitamente rigida; el apoyo en la pila intermedia se materializa mediante dos apo-
yos situados bajo cada una de las almas. La seccion transversal del tablero es la representada
en la figura 5.1. El caso de carga estudiado corresponde a una carga uniformemente reparti-
da en toda la superficie del tablero.

Al no estar preparado el programa desarrollado, para el cdlculo de puentes con apoyos
intermedios, el apoyo en la pila se ha materializado en el célculo introduciendo bajo cada
una de las almas una fuerza vertical que anule el desplazamiento debido a las cargas exte-
riores.

El puente carece de riostra sobre pila, lo que acentia las concentraciones de esfuer-
z0s que aparecen sobre los apoyos de la misma, por lo que los resultados presentados en
este apartado deben de interpretarse teniendo en cuenta esta caracterfstica del puente es-
tudiado.

En la figura 5.2 se han resumido algunos de los resultados obtenidos en el cdlculo, pre-
sentdndose para la seccion de vano (0,4 L) las flechas w, tensiones longitudinales 0, y axi-
les transversales N, ; para la seccion de estribo se estudian las tensiones tangenciales 7,
y para la seccion de pila las tensiones longitudinales ¢; axiles transversales N, y tensiones
tangenciales T, en las cercanias de la misma.

El andlisis de las tensiones longitudinales permite comprobar la concentracién de ten-
siones que aparece sobre los apoyos como consecuencia de la deformacion originada por
las tensiones tangenciales en las losas superior e inferior (shear lag).

En el estudio de las tensiones tangenciales, los valores obtenidos en el estribo son
pricticamente coincidentes con los obtenidos en un cdlculo como viga. Sin embargo, en las
proximidades de la pila el efecto de las reacciones de los apoyos produce una concentra-
cion de esfuerzos en las esquinas inferiores del cajon, obteniéndose una distribucién de ten-
siones tangenciales que difiere apreciablemente de la obtenida mediante el cdlculo analftico.

4 12.0 B
T —pegpr————— T — J
‘ 0.2 ' !
0.2 (l 2.0
' .
l_ 0.2 |
6.0

Fig. 5.1, Seccion transversal.

En la seccion a un canto del apoyo, se reducen los efectos originados por la reaccion
de la pila, siendo la distribucion de tensiones tangenciales mds parecida a la obtenida me-
diante un célculo como viga.

Presenta también interés el andlisis de los esfuerzos axiles transversales, originados por
la variacién de tensiones tangenciales en la direccion longitudinal del puente, destacdndose
la diffcil evaluacion de este esfuerzo por métodos aproximados. En el ejemplo analizado se
puede observar la importancia que este fenémeno puede tener, habiéndose obtenido sobre la
pila tracciones de 20 t/m? y compresiones de 250 t/m?.
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Fig. 5.2. (1) Puente de dos vanos. Tensiones Longitudinales y flechas.
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Fig. 5.2. (2) Puente de dos vanos. Tensiones Tangenciales.
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Fig. 5.2. (3) Puente de dos vanos. Axiles - Transversales,

6. ESTUDIO PARAMETRICO DE UN PUENTE DE SECCION CAJON

El andlisis de puentes curvos presenta mayores dificultades que el de los puentes rectos,
no siendo facil la determinacién directa de los esfuerzos que aparecen en el tablero por
efectos de la curvatura. Sin embargo, el conocimiento previo del orden de magnitud de di-
chos efectos tiene interés, tanto para la realizaciéon del predimensionamiento del puente,
como en la determinacién de la posibilidad de realizar un analisis simplificado del mismo,
despreciando algunos de los efectos de la curvatura.

Con el fin de realizar una cuantificaciéon del efecto de la curvatura sobre las funciones
que se ven mas afectadas por la misma, se ha realizado un estudio de tres series de tableros
de 20, 40 y 100 m de longitud. Cada serie analizada consta de cuatro tableros, con radios
de 100, 200, 1.000 y 10.000 metros, asimildndose este altimo caso al de puente recto.

La seccion del tablero analizada, representada en la figura 5.1, es la misma que se ha
utilizado en el ejemplo anterior.

Los casos de carga estudiados en cada uno de los tableros han sido fres:

a) Sobrecarga uniforme de 1 t/m? extendida en toda la superficie del tablero.
b) Carga puntual de 100 t situada en el centro de la luz, sobre el alma exterior.
c) Carga puntual de 100 t situada en el centro de la luz, sobre el alma interior.

A continuacién se presentan graficamente algunos de los resultados obtenidos. Estos
se presentan en forma adimensional, para facilitar su aplicacion préctica a diversas seccio-
nes transversales. Al ser la finalidad del estudio el obtener los valores de los esfuerzos a par-
tir de los que aparecen en el tablero recto, se ha representado griaficamente la relacion en-
tre el esfuerzo que aparece en el tablero curvo y el que aparece en el tablero recto K =
= F (R)/F (R_).
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Las funciones estudiadas han sido:

— Flecha en las almas, en el centro de la luz, representada en la figura 6.1,

— Tension longitudinal en la losa superior, en el centro de la luz, figura 6.2.

— Tensién longitudinal en la losa inferior en el centro de la luz, figura 6.3.

— Tensi6n tangencial en las almas al nivel del centro de gravedad de la seccion en

apoyos, figura 6 4.
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Apéndice 1: ANALISIS DE ESTRUCTURAS CONTINUAS

Como se ha indicado anteriormente, el método de calculo directo de la Lamina Ple-
gada no permite de forma inmediata el andlisis de estructuras continuas. Sin embargo, es
posible desarrollar un sistema mixto de cdlculo con este fin.

El estudio de estructuras continuas puede efectuarse mediante una combinacién del
método de equilibrio utilizado para la estructura laminar y las estructuras de apoyo, y el de
compatibilidad mediante el cual se obtienen las fuerzas de interaccién entre ldmina y apo-
yos que se tratan con incdgnitas hiperestaticas.

El analisis se desarrolla segtin el siguiente esquema:

1. Se independiza la lamina plegada de las estructuras de apoyo (pilas con sus corres-
pondientes diafragmas, etc), definiéndose los puntos de conexién en los que se exige
compatibilidad de desplazamientos.

2.Se analiza la lamina sustentada en los apoyos extremos sometida a las cargas exte-
riores.

3. Se analiza la 1amina bajo la actuacién de fuerzas unitarias en los puntos de conexion
con las estructuras de apoyo.

4. Se analizan, mediante programas generales de cdlculo de estructuras reticuladas y/o
elementos finitos, las estructuras de apoyo sometidas a fuerzas unitarias, iguales y
contrarias a las aplicadas a la ldmina en el apartado 3.

5. Planteamiento de las condiciones de compatibilidad de movimientos en los puntos
de conexién a partir de los valores obtenidos en los apartados 2, 3 y 4 y resolucion
del sistema de ecuaciones resultante con la obtencién de las fuerzas de interaccién
entre ldmina y apoyos.

6. Obtencion de los esfuerzos en la lamina v en las estructuras de apoyo sometidas a las
acciones exteriores y a las fuerzas de conexion, mediante combinacion lineal de los
valores obtenidos en los apartados 2, 3 y 4 con los coeficientes resultantes en el apar-
tado 5.

Los calculos pueden realizarse directamente, mediante un programa que efectte los

pasos 5y 6 a partir de los resultados, transmitidos mediante archivos de datos, ge-
nerados en los pasos 2, 3 y 4 por el programa de Lamina Plegada y el de célculo de
estructuras reticuladas.

Apéndice 2: ESTUDIO DE LOS ESFUERZOS ORIGINADOS POR EL PRETENSADO

El pretensado representa uno de los principales estados de carga a que se encuentran
sometidos los puentes objeto de andlisis con el método de la Lamina Plegada. Su actuacion
es en muchos aspectos contraria a la del resto de las cargas exteriores, por lo que algunos de
los efectos originados por éstas quedan contrarrestados por el mismo.

El estudio del pretensado plantea varios problemas, originados por la naturaleza de su
forma de actuar. Las acciones que origina se pueden reducir a unas fuerzas concentradas en
anclajes y unas fuerzas distribuidas a lo largo del tendén; estas Giltimas tienen una compo-
nente tangente al tendon debida al rozamiento y otra normal al mismo debida a la curvatura
del trazado (fuerzas de desviacion), actuando en una posiciOn variable, tanto transversal co-
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mo circunferencialmente [Fig. A2.1 (A)] por lo que su andlisis no es abordable directa-
mente.

Un tratamiento del problema, puede ser la discretizacion del tendén en una serie de
tramos. En cada tramo, y al nivel del centro de gravedad del tend6n en el mismo, se sustitu-
yen las cargas actuantes por dos cargas uniformes (horizontal y vertical) equivalentes [fig.
A 2.1 (B)].

A) Acciones originadas por el pretensado.

B) Discretizacién mediante cargas en lémina.
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C) Discretizacidn mediante cargas en aristas.
Fig. A 2.1. Analisis de las acciones de pretensado.

Esta aproximacion plantea dos problemas. El primero, es la necesidad de obtener la so-
lucién de las ecuaciones de las ldminas con carga en un punto intermedio de la misma. Este
problema que puede ser resuelto en el caso de lamina plana o cilindrica, no tiene solucion
en el caso de l4mina conica, mediante la técnica de Bandas Finitas. El segundo problema
radica en el hecho de aparecer gran numero de cargas, ya que por cada tendén se introducen
dos cargas por cada uno de los tramos en que se divide la estructura.
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Un segundo método, consiste en sustituir las fuerzas repartidas calculadas segiin el mé-
todo anterior, por parejas de fuerzas estdticamente equivalentes aplicadas en las aristas de la
ldmina [fig. A 2.1 (C)]. Este método evita el tener que resolver las ecuaciones de las laminas
para las cargas aplicadas en el interior de la misma y reduce a cuatro el nimero de cargas que
hay que aplicar en cada tramo, con independencia del nimero de tendones. Sin embargo,
por este método no es posible analizar los esfuerzos locales, especialmente la introduccion
de las-fuerzas concentradas en anclajes.

CONCLUSIONES

A la vista del trabajo realizado, se pueden establecer las siguientes conclusiones:

— La resolucién de las ecuaciones de las laminas rebajadas correspondientes a diversos
casos particulares de ldminas, permite la ampliacién del método de las Laminas Ple-
gadas al andlisis de estructuras no rectas, como son, las estructuras de planta circular.

— La utilizacién de elementos de lamina “exactos”, es decir obtenidos por resolucion
analitica de las ecuaciones de las laminas rebajadas, permiten el anélisis de estructu-
ras con un nimero minimo de elementos. El nimero de elementos se reduce a los
necesarios para representar la geometria de la estructura analizada, con independen-
cia de las dimensiones de los elementos resultantes y de la posicién de las cargas.

En los casos en los que sea necesario introducir elementos de ldmina cOnica, se ob-
tienen resultados correctos con la utilizacién de un Unico elemento de banda finita
por cada ldmina que hay que representar.

— Los elementos obtenidos por resolucidén directa de las ecuaciones de la ldmina reba-
jada, permiten obtener exactamente, en cualquier punto de la lamina, todos los es-
fuerzos y desplazamientos que aparecen en la misma,

El elemento obtenido, en el caso de la l1dmina coOnica, por el método de las bandas
finitas, debido a haberse utilizado polinomios de quinto grado para los desplazamien-
tos normales al plano tangente a la ldmina, representan con suficiente exactitud los
esfuerzos de flexion. Por haberse usado para los movimientos en el plano tangente
polinomios de segundo grado, no es posible deducir exactamente la variacién del es-
fuerzo tangencial T, en el interior del elemento.

La obtencién de la distribucion exacta del esfuerzo tangencial en la direccién trans-
versal de la 1dmina, se puede realizar a partir de los valores suministrados por el pro-
grama.

— La comparacién del método de la lamina plegada curva con otros métodos de cdl-
culo de estructuras espaciales de planta circular (elementos finitos y bandas finitas),
permite demostrar la eficacia del mismo, tanto por la exactitud de sus resultados co-
mo por el reducido niimero de elementos necesarios para analizar la estructura.

— Es posible ampliar el método de la lamina plegada a estructuras de varios vanos, o
que contengan elementos que no puedan ser analizados adecuadamente mediante
el andlisis como ldmina.

— Se aporta un estudio de la influencia de la curvatura sobre los esfuerzos y deforma-
ciones de un tablero tipo, para distintas luces. El estudio se ha realizado con un ta-
blero de seccidén cajéon monocelular, de 12 m de ancho, con luces comprendidas en-
tre 20 y 100 m; lo que permite su aplicaciéon al predimensionamiento de puentes
de dimensiones normales.
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RESUME

ANALYSE DES PONTS CIRCULAIRES EN PLAN, POUR LA METHODE DE
LA LAME PLIEE

Le comportement des ponts circulaires en plan et de section transversal tres allegée,
pose un probléme complexe en ce qui concerne a la répartition des efforts (interaction,
flexion-torsion, distorsion, répartition des efforts parmi les différentes ames, etc.). Pour
pouvoir réaliser un correct étude de ce probléme, il est nécessaire disponer d’'une méthode
de calcul capable d’analyser globalement le comportement de le structure. La méthode de
la lame pliée est un outil de travail effectif et de facile utilisation, valable pour les structures
de section transversal constante.

Dans cet article on présent une extension de la méthode de la lame pliée a cet type
structurale, ainsi qu’un étude paramétrique du comportement d’un pont de section en
caisson monucellulaire.

SUMMARY
ANALYSIS OF CIRCULAR IN PLAN BRIDGES BY THE FOLDED PLATE METHOD

The behavior of circular in plan box section bridges, presents a complex problem of
stress distribution (bending-torsion interaction, distortion, stress distribution among the
different webs, etc.). In order to make a correct study, it is necesary to have an analysis
method that would be able to make a global approach to the structure behavior. The
Folded Plate method is an effective and of easy utilization procedure, valid for constant
section structures.

In this article an extention of the Folded Plate Method to this structural form is pre-
sented; also is included a parametric study of the behavior of a single cell box circular
bridge.
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Simposio Internacional sobre ‘’Re-evaluacion de las
estructuras de hormigon”

El Instituto Danés del Hormigdn, con motivo de su X Aniversario, ha organizado un

Simposio Internacional sobre “Re-evaluacion de las estructuras de hormigdn”, que se cele-
brard en la Universidad Técnica de Dinamarca, Copenhagen-Lyngby, durante los dias 13 a
15 de junio del proximo afio 1988.

Antes de iniciarse el Simposio, en la tarde del domingo 12 de junio, se celebrard una re-

cepcidn de bienvenida a los participantes y de conmemoracion del X Aniversario del Institu-
to Danés del Hormigon.

El jueves, dia 14, tendra lugar la cena de clausura.

Se han programado varias visitas turisticas, para los acompafiantes, a diversos lugares de

los alrededores de Copenhagen.

El programa provisional del Simposio es el siguente:

Lunes, 13 de junio de 1988:

v 9,30- 9,45: Apertura y registro de participantes.

9,45-10,30: Discurso de inauguracion.
11,00-13,00: 12 Sesion: “Comportamiento de las estructuras bajo las acciones ambien-
tales™.

14,30-17,30: 22 Sesién: “Tipos de cargas reales y de calculo”.

Martes, 14 de junio de 1988:
9,30-12,00: 38 Sesiéon: “Seguridad y fiabilidad”’.
13,30-17,30: 42 Sesidon: “Re-evaluaciéon de las estructuras’.

Miércoles, 15 de junio de 1988:
9,00-12,30: 52 Sesidon: “Re-disefio y rehabilitacion’.
12,30-12,45: Clausura.

14,00-18,00: Visita técnica, opcional, a una importante estructura de hormigdn, en re-
paracion. Se comentaran los métodos aplicados para la valoracidon de dafios y re-evalua-
cion de la estructura.

Los interesados en participar en este Simposio o recibir una més amplia informacion so-

bre el mismo, pueden dirigirse a:
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Reajuste de la ley de momentos flectores
de dinteles, en la zona de empotramiento
en los soportes de hormigon

Rodrigo Bernardez

Ingeniero Técnico Industrial
Maquinista Naval
Construcciones y Contratas, S.A.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

Cuando el dintel estd empotrado en el soporte, se produce una diferencia de momentos
a la izquierda y derecha de su eje, diferencia que es precisamente el momento que absorbe el
soporte. Este momento es tanto mayor cuanto lo es la rigidez del soporte, la descompensa-
cion de las luces de los vanos que inciden en él y las cargas que soportan.

Entre otros autores, Carlos Ferndndez Casado trata el tema de la ley de momentos en el
canto del soporte en su libro “Estructuras de edificios” y también lo hace José Calavera
Ruiz en ‘“Proyecto y cédlculo de estructuras de hormigén armado para edificios. Tomo I”.

Ambos autores suponen un reparto uniforme en el ancho del soporte, de la reacciéon a
que estd sometido, con lo cual la ley de momentos flectores que esta carga produce es una
pardbola de eje vertical, tangente a las leyes de momentos flectores a ambos lados del eje del
soporte en los puntos de interseccion con las verticales trazadas por sus caras, y también tan-
gente a la cuerda que une los puntos medios de los segmentos de tangentes a las anteriores
leyes, comprendidos entre los puntos de tangencia y las intersecciones con el eje del soporte.

El presente trabajo enfoca el problema desde tres puntos de vista. El primero es una
variante del expuesto por los anteriores autores; el segundo supone que la seccion del pilar
estd en rotura y el tercero halla las reacciones del pilar en funcién de la deformacion real que
tiene de acuerdo con el diagrama pardbola-rectdngulo.
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1. DETERMINACION ANALITICA DE LA CURVA DE ACUERDO

M1
PL PD

_Férrjl AS i

\“\\\\\\\\ RI

(a) (b) (c)

Supongamos un dintel con las cargas que se indican en (a) que las podemos considerar
uniformemente repartidas en el entorno del pilar, y cuyas leyes de momentos flectores y es-
fuerzos cortantes son las que figuran en (b) y (¢). Los esfuerzos que soporta el pilar estaran
constituidos por el momento MI-MD y la reaccion RI + RD, los cuales producirdan un rea-
juste de-las anteriores leyes en la zona comprendida entre los pardmetros del pilar, como
consecuencia de las tensiones que en €l se originan. Este es el problema del redondeo, cuyo
estudio analitico presenta dos casos en el reajuste de la ley de momentos flectores en el
dintel.

1.1. Puede encajarse una unica curva de acuerdo, convexa

Esto es posible en funcién de los valores relativos de MI y MD, de las pendientes de las
leyes de flectores CI y CD y del canto C del pilar.

Fig. 1.
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La curva de acuerdo CU se encaja de manera que sea tangente a las leyes de flectores en
los puntos 2 y 4, y a la cuerda que une los puntos 1 y 3 definidos de la forma que a conti-
nuacién se indica. Sean (X, Y1) las coordenadas de este ultimo punto de tangencia y (Xm,
Ym) las del maximo momento flector.

Las ecuaciones de las tres ultimas curvas referidas son:

Curva CI: Y=M1+(g—1x+R1).x
PD
Curva CD: Y=MD+(7x~RD)-X

CurvaCU: Y=Ax* +Bx* +Dx* +Ex+F
Habra, por tanto, que determinar los coeficientes A, B, D, E v . Representando por
m; a la pendiente en el punto i, los puntos base quedan definidos por las siguientes relacio-

nes:

Punto 1: X, =-C/4

C P1
Y, —MI~Z(RIvFC)
Punto 2: X, =-C/2
C PI
Y, =Ml - —(RI—-—C
2 2( 4 )

m2=R1_%I.C

Punto3: X3 =C/4

Y3:MD+(%)-C—RD)-%

Punto 4: X, =C/2

Y4=MD+9(—P1)-C—RD)
2 4
m4:l_)l)C__RD
2
2(Y;—-Y
Recta1-3: Y=m(x—x;)+Y,; siendo m:(_3c_1)

Las condiciones para definir la curva CU son las siguientes:

1. Pasa por el punto 2 y es tangente a la curva CI
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Y2=AX§+BX%+D'X§+E'X2 +F

m,=4A.x3 +3B-x3 +2D.x, +E

2. Pasa por el punto 4 y es tangente a la curva CD

Y,=A-x4+B-x3 +D.x3 +E .xq +F
mg=4A-x3+3B.-x3 +2D x4 +E

3. Es tangente a la recta 1-3 en el punto (X1, Yr)

Y, +m-xy —m-x;=A-xp +B.xp+D-x;+E-x; +F (D
m=4A-x3 +3B-x7 +2D.xr +E
Operando con todas las ecuaciones salvo con la (I) se obtienen:

B_m2+m4 2(Y4*—Y2)

C? C3
E—3 Y, ~-Y, m, +my
2 C 4
3B-x2T+m4_m2-xT+E—m c
A= Vilidosi x+ #0 vy X #+ —
(C* —4x3) - xp T o2
poYatYe MM o Oy
2 8 16
2
p=Ma M2 =
2C 2
Haciendo:
my — My
o=
2C
_Y2+Y4 C?
= > .
Resulta:

A:(3B-XT+2Q)-XT+E—1’H
(C* —4.x%) - xT

C2
D=a-S . A
*77
C4
Fopg+S . A
b+ 16
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Sustituyendo valores en la ecuacion (I) y haciendo:

G=%-EC2—Mm—E)

H=—4(Y, +m§ )

2
=S m_-B) - 2. .8
2 16
C C?
K=C2 (Y, +m—=—0—a—
(Y, m4 g ag)
C4
=~ (m—E
ldm )

se obtiene la funcién:
f(x)=B -x} +2a-x; +G-x53 +H.-x3 +1.x32 +K - xf +L=0

cuyo valor cero, comprendido en el intervalo [— c , %] , s¢ puede calcular mediante la regla
4

de Newton o la “Regula falsi”.

Calculado xp, el valor de Yt es:
C
Yr =m (Xy +Z)+Yl
El punto de tangente horizontal se obtiene de la funcion:
0 (xm)=4A-x3 +3B.x} +2D.x, +E=0
y calculado x,, , el maximo momento flector es:
Yn=A xp +B-x3 +D.x% +E.x, +F

Sixp = 0, sustituyendo en la ecuacién (I) se obtiene:

16 C
A= G +m —p)

O

: C . .
Sixp > 2 0% < — —, no hay solucién con una curva convexa.

1.2. La curva de acuerdo presenta un punto de inflexiéon

La soluciéon en este caso, consiste en plantear una curva convexo-céncava con un
punto de inflexién en (Xp, Y1).
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| <

Fig. 2.

La ecuacién de dicha curva es:
Y=Ax*+Bx*+Dx*+Ex*+Fx+H

cuyas constantes se determinan por las siguientes condiciones:

1. Pasa por el punto 2 y es tangente a la curva CI

Y,=A-x3+B.x3+D-x3 +E-x3 +F-x, + H

m,=5A-x3+4B.-x3 +3D-x3 +2E.x, +F
2. Pasa por el punto 4 y es tangente a la curva CD

Y,=A -x3+B.x3+D-x3+E-x;+F.x4 +H

mg=5A-x3 +4B.-x3 +3D.-x3 +2E.x4 +F
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3. Es tangente a la recta 1-3 en el punto (X1, Y1) que es de inflexidn.

Y, tm-Xxp —m-x; =A-x} +B-x} +D-x3 +E-x}+F.xp+ H ()
m=5A-x4+4B x3+3D.x3 +2E .xp +F
0=10A-x}3+6B-x3+3D-xp +E

Haciendo operaciones con todas las ecuaciones salvo con la (II), se obtienen las siguien-
tes expresiones:

4 Y, —-Y
A(20x%—9C2-x‘}+§~g—-x ) (m2+m4—2—é—3) x4 +
my — m, Y, - Y, 3Y,~-Y, m,; +my
+8——" .+ 12 (—— — Cx2 - C (= — —m
B=———2——[(10XT—§*C2) XT - A+—(m2+m4—2Y Y2) xT +

12 x3 — C? 2
+m4_m2]
2C
= _ A
C? 2 C3 2
poMe —M C 4
2C 2
F:é Y4—Y2_m2+m4+C_4'A
2 C 4 16
2 8 16

Por la ecuacion (I1) se calcula el valor cero de la funcion:

f(XT)=A'X5T+B-Xf}+D-X3T+E-x?r+(F~m)-xT+H—Y1_m_§=0

Determinadas las constantes, el punto de tangente horizontal se calcula por la expre-
sion:

0Gxm)=5A-x +4B.x3 +3D-x% +2E xy + F=0 (%)

(*)  Las raices exactas de esta ecuacion de cuarto grado pueden obtenerse por el método cldsico de Ferrari, que fue
d1501pu10 de Cardano, o por el método desarrollado por el autor de este trabajo y que actualmente esta en fase de publi-

cacién, La ventaja de éste sobre el primero estriba en que es mds rapida la obtencidén de las rafces y es facilmente progra-
mable. .
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y el maximo momento flector es:
Ym=A x5 +B.x} +D.x} +E.x} +F.xy +H

Para la aplicacién de los dos métodos que siguen, es necesario que se verifiquen las

hipo6tesis basicas que indica la Instruccion EH-82, para cdlculo de secciones sometidas a soli-
citaciones normales (Art. 36.1).

2. METODO SUPONIENDO EN ROTURA LA SECCION DEL PILAR

Los esfuerzos exteriores que acttian en la seccion del pilar, se pueden reducir a los ex-
tremos de su canto, obteniéndose las expresiones:

RA:RI—PI-%

2
MA=MI+P[.& _Rrp.S
3 2

RB=RD—PD-%

2
MB=MD+PD~%—RD.%

RI
P1 PD
RA| MD RB
(4 I)MB
N
A 6/16 M(-l\
\ Y ]
u2/1,6 l”'/"G
| x|

L c/2 L c/2 4
1 u 1

Fig. 3.

F1 pilar se dimensionard para los esfuerzos N, M cuyos valores son:

N=RI+RD
M= MI—-MD
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Siendo ““a” el ancho del pilar y suponiendo que éste reaccione mediante un diagrama rec-
tangular de tensiones y adoptando como coeficiente de seguridad 1,6, de las ecuaciones de
equilibrio entre los esfuerzos exteriores y los inducidos en la seccion, se obtienen las siguien-
tes expresiones:

x=C— VC* —[1,6(C-N+2M)—-2C-U,]/a-o0
U] = a'U'X+U2 —1,6N
siendo U, y U,, respectivamente, las capacidades mecdnicas de las armaduras de traccion

y compresion. Para ¢ puede tomarse el valor 0,7 fcd que adopta la Instruccion EH-82 en el
método simplificado del momento tope (Art. 37).

Estas igualdades son validas si

En caso contrario, debe hacerse:

M a-C.o
U,>08N+1,6— —
2 C 2

para poder aplicar las anteriores formulas.

Si fuera U; = U, = 0, de las ecuaciones de equilibrio se obtendrfa:

x=C— M
N
o= 1,6 N
a-x

Definida la ley de reaccién de la seccidn, por la Fig. 4, pueden calcularse los esfuerzos
en las secciones intermedias del pilar, considerando a éste como si fuera un elemento de ri-
gidez infinita en la direccion de su altura.

Y

RA

RB
pI .
MA / %D MB
( C L o ) A

U2/1,8 ,La_-G/LG ‘ ‘ Ui /1,6

[ x|

, C/2 | Cc/2
1 1

Fig. 4.
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3. METODO BASADO EN LA CURVATURA QUE ADOPTA LA SECCION

El método que a continuacién se expone se basa en el articulo “Diagramas axil-momen-
to-curvaturas de una secciéon de hormigdn armado solicitada por una flexo-compresién pla-
na o biaxial” publicado en esta revista por Luis M. Villegas Cabredo y Juan J. Arenas de Pa-
blo.*

Aplicado a este caso, en esencia consiste en lo siguiente: Se define el diagrama axil-
curvatura de la seccion, en el que se distinguen los cuatro dominios de deformacién en rotu-
ra que gquedan comprendidos entre los puntos que se indican en la Fig. 5, con las deforma-
ciones limites €5 y ep de las fibras extremas de la seccidén. (Art. 36.2 de la Instruccién
EH-82).

e 0,002 = €4

0,0035:€,

Bs= ©
. /D 0,002

0,0035:Ep

Bs

-0,01 =€

L d

CURVATURA

-0,01= &g

Fig. 5.

Para cada uno de ellos puede calcularse el axil de reaccidén de la seccidén, ya que con el
diagrama tensidén-deformacién adoptado para el hormigén, que consideramos el pardbola-
rectdngulo definido por la Instruccion EH-82, (Art. 26.6.a), se pueden integrar los esfuerzos
generados por las tensiones correspondientes a cada deformacién, a los que sumardn los que
producen las armaduras comprimidas y traccionadas.

Definido el dominio de deformacién en rotura, en el que estd comprendido Ney:,
axil soportado por el pilar, la curvatura § de la seccién correspondiente a ese axil puede ha-
llarse mediante interpolaciones sucesivas, variando la curvatura en ese intervalo hasta que ¢l
axil de reaccidén de la seccion y el de sus armaduras sea igual al axil exterior. Asf obtendre-
mos también el momento M de reaccién de 1a seccidon, con lo cual ya disponemos de un pri-
mer valor que relaciona el axil exterior, el acortamiento de la fibra m4is comprimida, la cur-
vatura de la seccién y el momento de reaccidén.

* Hormigbn y Acero N° 148, tercer trimestre de 1983, Pags. 61-86,
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Si ahora consideramos una nueva curvatura &« = f/n siendo n un ndmero suficiente-
mente alto, y el acortamiento de la fibra mds comprimida lo definimos de acuerdo con el
siguiente organigrama:

@ S en, = 0,002 + 3%«

No

® 511 ey, = 0,0035

No

€a, =—001+C.a

se pueden calcular los axiles de reaccién de la seccion, correspondientes a las deformacio-
nes extremas indicadas en el diagrama de la Fig. 6, e interpolando sucesivamente se puede
obtener el acortamiento €, de la fibra mds comprimida que para la curvatura « produzca
un axil de reaccién igual a Ney¢ y también su momento de reaccion.

Next.

) EA1=0
Nmin. ﬁ{_‘x

Finalmente, interpolando en el diagrama curvatura-momento de reaccién de la seccion
(Fig. 7), podremos determinar la curvatura correspondiente a un momento de reaccién
igual al momento M.y;, soportado por el pilar, repitiendo los pasos descritos desde el orga-
nigrama hasta que consideremos admisible la aproximacion entre el momento exterior y el
de reaccion de la seccidn.

Fig. 6.

Obtenida la deformacién de la seccion que equilibra a los esfuerzos exteriores, los es-
fuerzos finales en el dintel para las secciones intermedias del pilar, composicién de los exte-
riores y los de reaccion, se obtienen de forma andloga a la indicada en el 2° método, con la
salvedad de que las tensiones en el hormigdén no serdn las debidas a un diagrama rectangular,
sino al que se obtenga mediante el diagrama pardbola-rectdngulo para la deformacion corres-
pondiente a cada fibra activa del hormigén.
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Un método de interpolacidén que se puede utilizar en las aproximaciones sucesivas que
es necesario realizar en las curvas de las figuras 5, 6 y 7, es el siguiente: Dados los puntos
1y 2 de lafuncionV = f (u) cuya traza se desconoce, se calcula el nuevo valor de la funcion
para i, abscisa de la recta 1-2 para la ordenada C. Si este nuevo valor es VC, en la siguiente
aproximacion se considera la recta 3-2 y si esVC,, tomariamos la recta 1-4. (Véase fig. 8).

‘1

Vo |

VCo

CONCLUSION

Como aplicacién de los métodos expuestos, se adjuntan tres ejemplos diversos, en los
que se observa que son priacticamente iguales los reajustes de momentos que se obtienen al
aplicar cada uno de ellos, y por lo tanto y como conclusién, podemos afirmar que para to-
dos los casos estudiados, la aplicacién del segundo método es suficiente y su simplicidad es
manifiesta respecto de los otros dos.

En los ejemplos se calculan los momentos flectores para las secciones definidas respecto
del eje del pilar, y en cada método se indican los siguientes valores:

1. Método curva de acuerdo: Coordenadas (X, Y1) del punto de tangencia y (Xm,
Ym) de méiximo momento. Con acuerdo tipo 1 se indica una curva de acuerdo con-
vexa y con el tipo 2 1a convexo-cOncava o viceversa. Se observa que el mayor porcen-
taje de reduccién se obtiene con el acuerdo tipo 2.

2.Método hormigdn en rotura: Capacidades mecdnicas Ul y U2 de las armaduras trac-
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Sustituyendo valores en la ecuacion (I) y haciendo:

G==.B-C?-3(m-BE)

B | =

H=—4(Y, +m{ - p)

C? 3
Cm_p_3.c.B
5 (m-B) -~

C C?
K=C2(Y1+m—4—,8—a—8)
ct
=—(m-—-E
L 16(m )

se obtiene la funcién:
f(x)=B-x} +2a-x3 +G-x; +H.x3 +1.x} +K-xy +L=0

cuyo valor cero, comprendido en el intervalo [— ¢ , 9], se puede calcular mediante la regla
4

de Newton o la “Regula falsi”.

Calculado xy, el valor de Yt es:
C
El punto de tangente horizontal se obtiene de la funcion:
o (xm)=4A-x3 +3B.x% +2D .x, +E=0
y calculado x,, , el mdximo momento flector es:
Yn=A-x3, +B-x}, +D-x}, +E . x, +F

Sixp = 0, sustituyendo en la ecuacion (I) se obtiene:

16 C

Si Xp 2 , no hay solucién con una curva convexa.

1.2. La curva de acuerdo presenta un punto de inflexién

La solucién en este caso, consiste en plantear una curva convexo-céncava con un
punto de inflexion en (Xp, Yr).
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La ecuacion de dicha curva es:
Y=Ax+Bx*+Dx®* +Ex*+Fx+H

cuyas constantes se determinan por las siguientes condiciones:

1. Pasa por el punto 2 y es tangente a la curva Cl
Y,=A -x3+B-x3+D.-x3 +E.-x} +F.x, +H
m,=5A-x;+4B-x3 +3D-xj +2E .x, +F
2. Pasa por el punto 4 y es tangente a la curva CD

Y,=A-x3+B-x3+D-x3 +E-xjJ+F.x4 +H

mg=5A-x3+4B-x3 +3D-x; +2E-x4 +F
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3. Es tangente a la recta 1-3 en el punto (X1, Y1) que es de inflexion.

A-x§ +B.x3+D-x3 +E-x2+F .xp+ H (Il)
SA-x4+4B.x3+3D.x3 +2E . xp +F
10A-x3+6B-x3+3D.xpr +E

Y1+m'XT‘—‘m'X1

I

m
0

Haciendo operaciones con todas las ecuaciones salvo con la (II), se obtienen las siguien-
tes expresiones:

3¢t Cs 12 Y, - Y,
my — 1, Yy - Y, 3Y4-Y, m, +tmy
+8— = .+ 12 (——F7—=— .x2 - C? (= — —
S e A A B PR
2 3 3 Y,-Y,
Bz_m[(IOX%_ECZ)‘XT.A_F(?(H’%+m4—2 )'XT+
+m4—~m2]
2C
~m2+m4 Y4—Y2 C2
=" G 2
poMa M C 5
2C 2
F=_3_Y4—Y2_m2+m4 ct A
2 C 4 16
2 8 16

Por 1a ecuacion (11) se calcula el valor cero de la funcion:
f(xr)=A-x% +B-x} -4A-D-x?r +E.x} + (F-m) . xr +H—Y1~m—z—:= 0
Determinadas las constantes, el punto de tangente horizontal se calcula por la expre-
sion:

(*)  Las raices exactas de esta ecuacién de cuarto grado pueden obtenerse por el método cldsico de Ferrari, que fue
discipulo de Cardano, o por el método desarrollado por el autor de este trabajo y que actualmente estd en fase de publi-
cacién. La ventaja de éste sobre el primero estriba en que es mds rdpida la obtencidn de las raices y es ficilmente progra-

mable.
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y el maximo momento flector es:

Yn=A-x5 +B.-xt +D.x}, +E.-x% +F.xy +H

Para la aplicacién de los dos métodos que siguen, es necesario que se verifiquen las

hipo6tesis basicas que indica la Instruccion EH-82, para célculo de secciones sometidas a soli-
citaciones normales (Art. 36.1).

2. METODO SUPONIENDO EN ROTURA LA SECCION DEL PILAR

Los esfuerzos exteriores que actiian en la seccion del pilar, se pueden reducir a los ex-
tremos de su canto, obteniéndose las expresiones:

RA=RI—PI.C

2

2
MA=MI+PI.& _Rri.S

g 2
RB=RD—PD-§

2
MB=MD+PD-%—RD.%

RI

MI RD
RA P—I\ (A.JBMD ? RB
MA(M P WY

] )MB

N
A 6/1,6 M/i\
Y {
N
u2/1,6 ui/1e
-’—X——+-
L c/2 | esze
+ 1 o
Fig. 3.

El pilar se dimensionard para los esfuerzos N, M cuyos valores son:

N= RI+RD
M= MI -MD
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Siendo “a” el ancho del pilar y suponiendo que éste reaccione mediante un diagrama rec-
tangular de tensiones y adoptando como coeficiente de seguridad 1,6, de las ecuaciones de
equilibrio entre los esfuerzos exteriores y los inducidos en la seccion, se obtienen las siguien-
tes expresiones:

x=C—vVC* —[16(C.-N+2M)-2C-U,]/a-0o
U1 = a'U'X+U2 - 1,6N
siendo U, y U,, respectivamente, las capacidades mecdnicas de las armaduras de traccion

y compresion. Para o puede tomarse el valor 0,7 fcd que adopta la Instruccion EH-82 en el
método simplificado del momento tope (Art. 37).

Estas igualdades son validas si

e € (Cot2Uy
2 1,6

En caso contrario, debe hacerse:

U,>08N+1 M aC0
c 2

para poder aplicar las anteriores formulas.

Si fuera U; = U, = 0, de las ecuaciones de equilibrio se obtendria:

x=0C— Q{[
N
1,6 N

g =
a-X

Definida la ley de reaccién de la seccion, por la Fig. 4, pueden calcularse los esfuerzos
en las secciones intermedias del pilar, considerando a éste como si fuera un elemento de ri-
gidez infinita en la direccion de su altura.

Y
RA
RB
PI :
MAC / %D )MB
7
[ s u
U2/1,6 La;cr/x,s | ‘ U1 /1,6
LL—#

. c/2 | c/2 |
t 1 !

Fig. 4.
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3. METODO BASADO EN LA CURVATURA QUE ADOPTA LA SECCION

El método que a continuacion se expone se basa en el articulo “Diagramas axil-momen-
to-curvaturas de una seccién de hormigén armado solicitada por una flexo-compresion pla-
na o bjaxial” publicado en esta revista por Luis M. Villegas Cabredo y Juan J. Arenas de Pa-
blo.*

Aplicado a este caso, en esencia consiste en lo siguiente: Se define el diagrama axil-
curvatura de la seccion, en el que se distinguen los cuatro dominios de deformacion en rotu-
ra que quedan comprendidos entre los puntos que se indican en la Fig. 5, con las deforma-
ciones Ifmites €5 y ep de las fibras extremas de la seccidon. (Art. 36.2 de la Instruccion
EH-82).

A 0,002 = €
0,0035:E,

. /—Dﬁs=£ 0,002
8 _j:scn

/34 O=£B

0,0035:E

B

—o0,01 =€

L _d

CURVATURA

Fig. b.

Para cada uno de ellos puede calcularse el axil de reaccion de la seccidn, ya que con el
diagrama tensiéon-deformacion adoptado para el hormigén, que consideramos el pardbola-
rectdngulo definido por la Instruccién EH-82, (Art. 26.6.a), se pueden integrar los esfuerzos
generados por las tensiones correspondientes a cada deformacion, a los que sumaran los que
producen las armaduras comprimidas y traccionadas.

Definido el dominio de deformacién en rotura, en el que estd comprendido Neyq,
axil soportado por el pilar, la curvatura § de la seccion correspondiente a ese axil puede ha-
llarse mediante interpolaciones sucesivas, variando la curvatura en ese intervalo hasta que el
axil de reaccién de la secciéon y el de sus armaduras sea igual al axil exterior. Asf obtendre-
mos también el momento M de reaccién de la seccion, con lo cual ya disponemos de un pri-
mer valor que relaciona el axil exterior, el acortamiento de la fibra més comprimida, la cur-
vatura de la seccién y el momento de reaccion.

* Hormigdn y Acero N° 148, tercer trimestre de 1983. Pags. 61-86.
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Si ahora consideramos una nueva curvatura @ = f/n siendo n un numero suficiente-
mente alto, y el acortamiento de la fibra mds comprimida lo definimos de acuerdo con el

siguiente organigrama:
S
@ Ltea, = 0,002+3-7§.a

No

Q Si €a, = 0,0035

No

ea, =—001+C-a

se pueden calcular los axiles de reaccion de la seccion, correspondientes a las deformacio-
nes extremas indicadas en el diagrama de la Fig. 6, e interpolando sucesivamente se puede
obtener el acortamiento €, de la fibra mds comprimida que para la curvatura o produzca
un axil de reaccion igual a Ney: v también su momento de reaccion.

Next.

i EAT=0
Nmin. ﬁ;"‘

Finalmente, interpolando en el diagrama curvatura-momento de reaccion de la seccion
(Fig. 7), podremos determinar la curvatura correspondiente a un momento de reaccién
igual al momento Mcy¢, soportado por el pilar, repitiendo los pasos descritos desde el orga-
nigrama hasta que consideremos admisible la aproximacién entre el momento exterior y el
de reaccion de la seccidn.

Fig. 6.

Obtenida la deformacion de la seccion que equilibra a los esfuerzos exteriores, los es-
fuerzos finales en el dintel para las secciones intermedias del pilar, composicion de los exte-
riores y los de reaccién, se obtienen de forma andloga a la indicada en el 2° método, con la
salvedad de que las tensiones en el hormigén no serdn las debidas a un diagrama rectangular,
sino al que se obtenga mediante el diagrama pardbola-rectangulo para la deformacion corres-
pondiente a cada fibra activa del hormigon.
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Un método de interpolacion que se puede utilizar en las aproximaciones sucesivas que
es necesario realizar en las curvas de las figuras 5, 6 y 7, es el siguiente: Dados los puntos
1y 2 de lafuncionV = f (u) cuya traza se desconoce, se calcula el nuevo valor de la funcién
para . abscisa de la recta 1-2 parala ordenada C. Si este nuevo valor es VC, en la siguiente
aproximacion se considera la recta 3-2 y si esVC,, tomariamos la recta 1-4. (Véase fig. 8).

\%

xY

CONCLUSION

Como aplicacién de los métodos expuestos, se adjuntan tres ejemplos diversos, en los
gque se observa que son practicamente iguales los reajustes de momentos que se obtienen al
aplicar cada uno de ellos, y por lo tanto y como conclusiéon, podemos afirmar que para to-
dos los casos estudiados, la aplicacién del segundo método es suficiente y su simplicidad es
manifiesta respecto de los otros dos.

En los ejemplos se calculan los momentos flectores para las secciones definidas respecto
del eje del pilar, y en cada método se indican los siguientes valores:

1. Método curva de acuerdo: Coordenadas (Xt, Yr) del punto de tangencia y (Xm,
Ym) de maximo momento. Con acuerdo tipo 1 se indica una curva de acuerdo con-
vexa y con el tipo 2 la convexo-cdncava o viceversa. Se observa que el mayor porcen-
taje de reduccion se obtiene con el acuerdo tipo 2.

2. Método hormigdn en rotura: Capacidades mecdnicas Ul y U2 de las' armaduras trac-
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cionadas y comprimidas, amplitud del diagrama rectangular de tensiones en el hor-
migdn y tensién alcanzada por éste.

3. Método de curvatura de la secciéon: Capacidades mecdnicas Ul y U2 de las armadu-

ras, axil y momento de reacciéon de la seccidon que indica la bondad del método al
compararle con las acciones exteriores, y deformaciones de las fibras mds y menos
comprimidas de la seccidn.

PILAR K-16. PLANTA O PORTICO 6-16
FCD = 1.333,3 T/M?. ANCHO DE LA SECCION = 1.250 M. CANTO = 0,530 M

Pl =26487T/M RI =91815T MI =105.580MT
PD =26487 T/M RD=90.769T MD=103.850 MT

Dist. METODO C. ACUERDO  METODO H EN METODO H EN
al ROTURA ELASTICO
eje XT=0005 YT=-92822 y1=000 U2=000 Ul=000 U2=000
XM = — 0,013 YM = — 92.876 AX =0511 N =182.585 M=1.730
ACUERDO TIPO 1 TEN: 457309  0,000290  0,000230
~0,265 ~82.179 ~82.179 ~82.179
~0,250 ~83.414 ~83.414 ~83.411
~0,200 ~86.990 -86.992 ~86.948
~0,150 -89.724 -89.743 ~89.620
—0,100 91,611 -91.668 —91.444
~0,050 ~92.650 ~92.765 -92.439
0,000 —92.847 ~93.035 —92.621
0,050 ~92218 ~92.479 ~92.007
0,100 -90.783 —91.095 -90.616
0,150 ~88.569 ~88.885 —88.464
0,200 -85.612 ~85.847 ~85.570
0,250 —81.954 ~81.985 ~81.950
0,265 -80.726 ~80.726 ~80.726
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PILAR B-5. PLANTA 0. PORTICO 5§
FCD = 1.333,3 T/M?. ANCHO DE LA SECCION = 0,845 M. CANTO = 0,845 M

PI =29.600 T/M RI =115.056T
PD =29.600 /M RD= 76.536T

MI = 127.810 MT
MD= 89.160 MT

Dist. METODO C. ACUERDO METODO H EN METODO H EN
al ' ROTURA ELASTICO
eje XT=0,175 YT=—-76.267 U1=000 U2=000 Ul=0,00 U2=0,00
XM =— 0,187 YM = — 93.919 AX = 0442 N =191.592 M = 38.675
ACUERDO TIPO 2 TEN = 821.622 0,000708  —0,000226

—0,422 —81.841 —81.841 ~81.841
—0,400 —84.046 —84.046 -84.016
-0,350 —88.178 -88.213 —87.930
0,300 ~91.198 -91.369 ~90.652
—-0,250 ~93.089 ~93.515 —92272
—0,200 -93.883 —94.650 ~92.888
-0,150 —93.656 —94.774 -92.600
—0,100 -92.515 —93.887 -91.510
—0,050 -90.591 ~91.990 ~89.727
—0,000 —88.032 -89.081 —87.361

0,050 —84.991 —85.370 —84.528

0,100 —81.624 ~81.654 —81.344

0,150 —78.074 ~78.013 ~77.932

0,200 —74.467 —74 445 74418

0,250 —~70.904 ~70.951 —70.926

0,300 —67.449 —67.531 —67.506

0,350 —64.126 —64.185 —64.160

0,400 —60.904 —60.914 ~60.888

0,422 —59.465 ~59.465 —59.440
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PILAR E-9. PLANTA 0. PORTICO 9
FCD = 1.333,3 T/M?. ANCHO DE LA SECCION = 0,530 M. CANTO = 1.250 M

PI =31.590T/M RI= 90231T MI =107.230 MT
PD=35478T/M RD=147230T MD=186.870 MT

Dist. METODO C. ACUERDO METODO H EN METODO H EN
al ROTURA ELASTICO
eje XT=-0,166 YT=-95099 Ul =45,66 U2=19,00 Ul =45,66 U2=19,00

XM = 0,286 YM =— 124.803 AX =0822 N =237461 M=79.715

ACUERDO TIPO 3 TEN =933.310 0,000829 —0,000046
-0,625 — 57.006 — 57.006 — 56.931
—0,600 — 58.750 — 59491 — 59416
-0,550 — 62.199 — 64.521 — 64446
—0,500 — 65.723 — 69.630 — 69.541
-0,450 — 69432 — 74818 — 74.652
—0,400 — 73.391 — 80.085 — 79.730
—0,350 — 77627 — 85431 — 84.723
-0,300 - 82.130 — 90.856 — 89.584
—0,250 — 86.857 — 96.360 — 94263
—0,200 — 91.743 —101.943 — 98.714
-0,150 — 96.699 —107.264 —102.889
—0,100 —101.617 —111.892 —106.744
—0,050 —106.379 —115.826 —110.234

0,000 —110.857 —119.067 —113.316

0,050 —114.922 -121.618 : —-115.951

0,100 —118.442 —123.485 —118.103

0,150 —121.293 —124.668 —119.730

0,200 —123.360 —125.167 —-120.793

0,250 —124.544 —124.981 —121.254

0,300 —124.763 —124.111 —121.072

0,350 —123.961 —122.557 -120.213

0,400 —122.107 —120.319 —118.638

0,450 —119.206 ~117.397 —116.313

0,500 —115.298 —113.790 —113.204

G,550 —110.466 —109.500 -109.277

0,600 —104.838 —104.525 —104.499

0,625 —101.781 —101.781 —101.781
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RESUMEN

Reajuste de la ley de momentos flectores de dinteles, en la zona de empotramiento en los
soportes de hormigon

Se presentan en este articulo tres métodos diferentes para redondear los momentos flec-
tores en los dinteles, en las zonas de empotramiento en los pilares.

El primer método es puramente geométrico y con él se determina la ecuacioén poliné-
mica representativa de la curva de acuerdo de las dos leyes de momentos flectores situadas a
ambos lados de los paramentos del pilar.

Los métodos segundo y tercero se basan en las leyes de reaccion de la seccidén del pilar
sometida a las acciones que le induce el dintel; ambos se diferencian en los diagramas ten-
sion-deformacidn supuestos en cada caso.

Finalmente, en una serie de ejemplos se comparan los esfuerzos que se obtienen aplican-
do los tres métodos.

RESUME

Ajustage de la loi de moments fléchissants des linteaux, dans les sections d’encastrement sur
poteaux de béton

Dans ce travail on montre trois méthodes differentes pour arrondir les moments fléchis-
sants dans la section d’encastrement du linteau sur le poteau.

La premiére méthode est simplement géometrique et a partir de celle-ci on détermine
’equation polynomique représentative de la courbe d’accordement des deux lois des moments
fléchissants placées aux deux cotés des paramétres du poteau.

La deuxiéme et troisieme méthodes sont basées sur les lois de réaction de la section du
poteau soumise aux actions provoquées par le linteau; les deux se différencient par les dia-
grammes tension-déformation supposés dans chaque cas.

Finalement dans une serie d’exemples on compare les résultats obtenus en appliquent les
trois méthodes.

SUMMARY

Bending moment distribution in support zones of continuous beams

Three different methods to round off the bending moment diagram in support zones of
continuous beams or frames are shown in this paper.

The first method is based in geometrie, obtaining the polinomic equation of the transi-
tion curve between bending moment diagrams in both sides of the support.

Second and third methods are based in different reaction stress diagrams in the support
under the action of the beam.

Finally, there is a comparation between the results of the three methods in several exam-
ples.
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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método para el disefio preliminar de mallas tesas, cuyo
dmbito de aplicacion consiste en superficies con planta de proyeccidn rectangular y bordes
curvos o rectos. Asimismo se incluyen algunos ejemplos que validan el método propuesto.

1. INTRODUCCION

Se puede definir la malla tesa como aquel tipo estructural que estd formado, fundamen-
talmente, por dos familias de cables dispuestas de tal manera que soportan todas las acciones
mediante el trabajo a traccién de dichos cables.

El analisis de tales construcciones resulta ser bastante complejo | 1-6|, debido por un
lado, al cardcter no lineal del modelo resultante (grandes deformaciones), y, por otro lado, a
la topologia geométrica necesaria. Es por ésto por lo que, durante mucho tiempo, esta téc-
nica ha quedado relegada en favor de soluciones estructurales mds pesadas.

El retorno que se ha producido en las ultimas décadas hacia este tipo estructural estd
justificado por algunos factores que, sin duda, han modificado el parecer general sobre estas
construcciones.

En primer lugar, la busqueda de formas 6ptimas de trabajo de los materiales resistentes
nos aboca inevitablemente hacia las tenso-estructuras, ya que éstas son las unicas capaces de
agotar totalmente la seccidon de un material al trabajar siempre en traccion.

Como segundo factor, la aparicidon de materiales de muy alta resistencia permite rea-
lizar construcciones con este tipo estructural, de un peso propio muy inferior al necesario
con otras alternativas.

Un tercer factor, que hay que tener en cuenta es la mayor fiabilidad de los métodos
de construccidon, asi como las mejoras en los sistemas de cimentacidon para cargas de trac-
cién, y la posibilidad de aplicar fuertes pretensados con precision y seguridad.
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También es significativo el avance en los métodos de calculo con los que actualmente
pueden disefiarse estas estructuras, en especial con el uso del computador.

Finalmente, un factor no menos importante que los anteriores es el derivado de los jue-
gos de formas geométricas que pueden conseguirse con las tenso-estructuras, lo que unido a
la posibilidad de cobertura de grandes luces, hace estas construcciones tremendamente atrac-
tivas.a nivel arquitecténico y artistico.

A diferencia de lo que ocurre con otros tipos estructurales, las tenso-estructuras depen-
den muy fuertemente de la geometria adoptada, de tal manera que pequefias modificacio-
nes en las dimensiones, pueden comportar grandes cambios en los valores de los esfuerzos
que hay que soportar, tanto en los cables, como en las estructuras que los soportan. Este
efecto, hace que el predimensionado de una tensoestructura sea mucho mads critico y deli-
cado que en los casos tradicionales. A ello hay que afiadir una dificultad adicional, que se
deriva de la complejidad de los modelos matemadticos que representan el comportamiento
de las mallas tesas, de tal manera que es poco factible encontrar reglas sencillas para calcu-
lar aproximadamente dichas mallas.

El trabajo que aqui se presenta va encaminado a resolver la problematica apuntada,
mediante la utilizacidn de un método para el disefio preliminar de mallas tesas, basado en
un modelo matematico simple, que permita predimensionar de manera 4gil y sencilla este
tipo de estructuras.

El método propuesto |6] se basa en los trabajos realizados por Szabd |7|. En ellos pue-
den encontrarse soluciones para el dimensionado de mallas tesas sujetas por contornos de
planta eliptica. El trabajo aqui presentado amplia el dmbito de aplicacion del método a
contornos diversos de planta rectangular, muy apropiados sobre todo para naves industria-
les.

2. LAMALLA TESA

El comportamiento de una malla de cables estd regido por las ecuaciones de equilibrio
y compatibilidad. Las primeras se obtienen de realizar el equilibrio de un elemento diferen-
cial de malla |6].

Hy + (H, - n') +p, =0 (2.1.a)
(Hy V) + H; +py =0 (2.1.b)
[Hy z+w)+[H, -+ w)] +p,=0 (2.1.0)

Consideremos las siguientes hipotesis simplificativas:

a) Las componentes u y v del desplazamiento de los puntos del cable son desprecia-
bles en comparacién con el desplazamiento vertical w.

b) Solo actian cargas verticales sobre la red. Ademds, una vez situados los cables en el
plano vertical, ambas filas de cables transmiten Gnicamente fuerzas verticales una
a otra.

Con estas hipdtesis, las ecuaciones anteriores se reducen a la ecuacién de equilibrio
vertical:

(Hox + AH) (27 + W)+ (Hy, + AH) @ +w ")+ Z=0 (2.2)
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Por otro lado, las ecuaciones de compatibilidad expresan el hecho de que los valores
del cambio en la longitud de los cables calculados a partir de la elongacién (con la ayuda de
1a ley de Hooke) serdn idénticos a los calculados a partir de las deflexiones (geométricamen-
te).

Asi, para el cable en direccidn-x, la ecuacion resultante ([6], [7]), sera:

AH, %2 /2
x X (l+z’2)dx+aTATff V1+2? dx=
EA, %2 -2/2
/2 W 1 /2 w2

) (2.3)

-Rx/2 +/ 1+ 22 2 /2 V1422

Una ecuacidn similar puede obtenerse para los cables en direccién-y.

3. HIPOTESIS DE TRABAJO

Para poder realizar un célculo sencillo, se hacen las siguientes hipdtesis:

a) Los cables son tensos.

b) Las cargas son verticales y estan uniformemente distribuidas (la distribucidon de
la carga de viento puede sustituirse también por una carga uniforme equivalente).

¢) De la red de cables bidireccional s6lo se incluye en el cilculo un cable representa-
tivo (o una banda por unidad de ancho), asumiendo que los demds cables parale-
los a aquél soportan fuerzas de la misma magnitud.

d) Las fuerzas internas y las deformaciones del contorno espacial se calculan sobre
las bases de su proyeccidn en planta. Se desprecia la compresion del contorno y
sélo se tiene en cuenta la deformacién de flexidn.

e) Para cargas simétricas, el cambio de geometria de la red no se tiene en cuenta, esto
es, las fuerzas internas se calculan sobre la estructura indeformada. De esta forma,
las ecuaciones serdn lineales y el principio de superposicidn seguird siendo vilido.

En el caso de cargas antisimétricas es necesario tener siempre en cuenta el cambio de
forma de la fila de cables en una direccidn y, en otros casos, el de las dos filas de cables en
ambas direcciones.

4. TIPOS DE CARGA

Los tipos de carga que se estudiarin son los siguientes:

a) Peso propio (incluido el peso de la cubierta).
b) Pretensado.

¢) Carga de viento.

d) Carga de nieve.

De éstos, la carga de nieve y el peso propio (debido a la planitud de la red) pueden to-
marse como distribuidas uniformemente sobre el plano de proyeccién.

La carga de viento, considerada como actuando verticalmente, se aproxima por cargas
parciales uniformemente distribuidas. Se presentan dos posibilidades, cada una de ellas co-

79



rrespondiente a una de las direcciones en que se encuentran situados los cables, es decir,
carga de viento en direccidon —x y carga de viento en direccion —y. Asimismo, para la carga
de viento en cada una de las direcciones, se ha dividido la superficie de la malla en dos zo-
nas, como se muestra a continuacion:

|
i

N

| W/ h

De esta forma QWXA significa carga de viento en direcciéon —X en la zona A. QWXB
significa carga de viento en direccidon —X en la zona B. Similar significado tiene QWYA y
QWYB.

Esta carga de viento en cada direccién, que puede tener valores distintos en ambas
zonas, se resuelve superponiendo dos cargas: una de ellas uniformemente distribuida sobre
toda la superficie y la otra antisimétrica. Asi, por ejemplo, se tendria:

OwA |owp | = | QWAFTQWB | | QWA -QWB | QWA - QWB

2 2 2

Por consiguiente la red de cables debe resolverse para los siguientes casos de carga:

a) Cargas uniformemente distribuidas.
b) Pretensado.
¢) Cargas antisimétricas.

5. METODO DE SOLUCION

Se seguird el siguiente proceso de cilculo:

En el primer paso, el contorno se considera como infinitamente rigido y se determina
el efecto de cada tipo de carga sobre la red. Ya que s6lo se tiene en cuenta una banda repre-
sentativa de cables en ambas direcciones, el problema es, algunas veces, estaticamente inde-
terminado, y por lo tanto puede resolverse por el método de la fuerza.

En el segundo paso, se tiene en cuenta el hecho de que el contorno, de acuerdo con
su rigidez real a flexion (finita), se deforma y las fuerzas sobre los cables y en el contorno
cambian. Esto significa otra vez un problema estiticamente indeterminado, el cual se re-
suelve por el método del desplazamiento.
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6. ANALISIS DE LA BANDA UNITARIA

Como se ha expuesto anteriormente, en el método que se va a utilizar s6lo se tiene
en cuenta un cable representativo en cada direccidon. Por ello, a continuacidén se expondri
el comportamiento de un cable simple, considerando Gnicamente los cables tensos.

Se entiende por cable tenso aquél en el que la flecha es pequefia respecto a la cuerda,
de forma que, por la escasa inclinacidn del cable, en todo punto pueda confundirse el peso
por unidad de proyeccién horizontal con el peso unitario y constante del cable.

6.1. Ecuacidn del cable simple

Se estudia un cable sometido a una carga uniforme q,, cuyos extremos estin fijados
en dos posiciones, distantes £ una de otra.

La ecuacion del cable es (Fig. 6.1):

v
z Fig. 6.1.
2

donde H = q, 3 (6.1) es la magnitud de la componente horizontal del esfuerzo en el ca-

ble. Teniendo en cuenta esta Gltima expresion, la ecuacidon del cable resulta:

4f a—f
Zz—FX2+2TX (6.2)

6.2. Deformacion de un cable bajo la accion de una carga funicular

Si al cable cargado de la figura anterior se le aumenta la carga en Aq, el efecto de la
deformacién se manifiesta de la siguiente forma (Fig. 6.2).

Fig. 6.2.

A
v
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El alargamiento del cable se superpone al efecto del exceso de carga, y, en esta nueva
posicién, la flecha crece en Wm y el esfuerzo horizontal en AH. De acuerdo con ésto, la
ecuacidn (6.1) podria escribirse en la siguiente forma modificada:

+ Aq) &
m0+Amf+Homn+Ame=9&§i2~ (6.3)

6.3. Deformacion del cable debido a una carga distinta de la funicular

Si la carga no es la carga funicular de la forma inicial del cable, aparecen grandes de-
formaciones. Por lo tanto, la deformaciéon del cable no puede despreciarse. En la fig. 6.3

ST o,

I

—

R
m
1/2 v 1/2

vy

Fig. 6.3.

se representa un cable plano cargado con una carga uniforme q, y sobre el cual se afiade
una carga antisimétrica qun¢. El esfuerzo Hy, que aparece en el cable debido a qo, no cam-
bia por el efecto de la carga antisimétrica; de este modo, el cable sera capaz de soportar la
carga qupnt sOlo cambiando de forma. Asumira la forma indicada por la linea punteada; Wm
se determina por el requisito (referido a la ecuacion 6.1):

— (ant (Q/z)z

H
0 8 Wm

(6.4)

6.4. Desplazamientos horizontales de los puntos del cable
6.4.1. Desplazamiento horizontal perpendicular al plano del cable

En el caso de cables situados en el plano vertical, el efecto de un desplazamiento v,
perpendicular a dicho plano, es despreciable. Se considera un cable originalmente recto
en el plano del terreno, el centro del cual se desplaza una cantidad v en direccion perpen-
dicular al cable (Fig. 6.4).

Ja -l v.o--TJu
L
h

1/2

1/2
Fig. 6.4.
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En el caso de un cable inextensible, el desplazamiento u del extremo, en la direc-
cidén del cable, puede expresarse en funcidén del desplazamiento v de la siguiente manera:

VAT IS I 1__"2*_}
=g Y R 2[ J @/2)?

~ 2 (1Y )| =Y
~2{1 (1 2(2/2)2” o (6.5)

Esto es, u es v/2 veces v. En la prictica v/{ <1 (la aproximacidén usada en la férmula
sélo puede aplicarse en este caso); asi, el desplazamiento u, que ocurre en el plano del ca-
ble debido al desplazamiento v, es sustancialmente menor que v. Por tanto, el efecto de v
es despreciable.

6.4.2. Desplazamiento horizontal de los extremos del cable

Una caracteristica adicional de las redes de cables es que la deformacién de los bordes
provoca una deflexidén considerable en los cables. Un camino simple para ilustrar esto es
desplazar uno de los extremos del cable mostrado en la figura 6.5, hacia el centro, una can-
tidad AR y tratar el cable como inextensible.

Fig. 6.5.

La longitud del arco de un cable es aproximadamente:

_ 2 T e (Y2 z?
S—f_2 1+z dx~f_§212(1—l—2

_ g <a~f>2) 6.6
Q<1+322+2 e (6.6)

)dx =

El desplazamiento AL del soporte, provoca un incremento wy, en la flecha. Una forma
sencilla de relacionar ambas cantidades es tener en cuenta el hecho de que la longitud del
cable permanece constante.

ds = (

(%

S_08) g+ a0=0
i da Y

|

D

esto es:
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1 8§ £2 (a1
S SN g - AR
W 8a~f< 3@ % )

6.5. Cambio en la flecha cuando la carga sobre el cable se incrementa en Aq

(6.7)

Este problema puede resolverse por medio de las ecuaciones de equilibrio (ec. 6.3):

' 2
(H+ AH) £+ Hwy + AH wy, = 72D L

8
y de compatibilidad (ec. 2.3):
AH L2 ) L2 1 L2
s — E] > + . k) :
—~f_92(1+z ) dx f_Q/zzwdx 2{2/2w dx

De la ecuacion del cable se obtiene:

z’=~§-1:x+2a‘f
Q? Y

Ahora es necesario obtener la ecuacion de la deformada del cable:

z+w= Ax? + Bx + C

Enx=0, z+w=wg=C

2
Enx = /2, z+w=—2f+a=A%—+B%+C

_ Q2 [
Enx=—-2/2, z+w=—a=A= —B=+C

4 2
En definitiva:
X2
W= Wi <1 -4 Ez)
y, por consiguiente:
. 8wy
W= — P
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La ecuacion de compatibilidad resulta entonces:

AHG_ 16 v
EA 3 R

w
L

Py

+ (6.9)

w| o

De acuerdo con la hipotesis de que el cambio de geometria de la red no se tiene en
cuenta, los términos multiplicados por Wi en la ecuacion de equilibrio y el término que con-
tiene a wi en la ecuacion de compatibilidad, se omiten, Por tanto, se tiene:

Q’Z
AH = Aq —

A
8f (6.10)

Resultado que sustituido en la ecuacién de compatibilidad proporciona:

(6.11)

donde A indica el area de la banda de cables por unidad de ancho.

7. CONTORNO RECTANGULAR PLANO. LADOS PARABOLICOS

L7 AL
/7 /]
%’ll:ll'l’:’:’:’//l%ll

La geometrfa de la cubierta corresponde a la representada en la figura 7.1. La ecuacion
de la superficie serd:

4fy , 4f

‘T @

y? (7.1)
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Fig.7.1.

El contorno espacial se aproximard en el cdlculo por su proyeccion sobre el plano ho-
rizontal.

7.1. Fuerzas debidas a una carga uniforme

7.1.1. Fuerzas sobre el cable

Para determinar como se distribuye la carga q entre ambas filas de cables, disponemos
de dos ecuaciones.

La primera de ellas es:
q=4qx tay (7.2)

La segunda hace referencia al hecho de que la deflexién de ambas filas de cables en su
punto de interseccidn ha de ser la misma:

3 s 3 2 sy

g 3 5y 7.3
128 (EAI) ~ 12865 (BA), (7:3)

Las ecuaciones (7.2) y (7.3) proporcionan dx Y Qy ¥ estas por medio de (6.1), permi-
ten obtener nyg v nygq.

7.1.2. Deformacion del contorno

Como ya se menciond, sdlo se tiene en cuenta la deformacién de flexion.

En primer lugar se determinaran los esfuerzos Ny; ¥ Ny que actian sobre el contorno,
necesarios para producir unas deformaciones A%, ¢ AL, del mismo (véase figura 7.2).

T

86 Fig.7.2.




Resolver esto equivale a resolver el siguiente problema:

lIly My
8|l Hllllli Vo
C ] 2
Ry A ly/2
Vo —
\__/'Ml
14/2
Ny
Se obtiene:
2x
N, = ny - (7.4)
L
N, = ny 7“’ (7.5)
1 1 1
TR Q3 ~ 52 ™ 2 — g ™ A
M =
1 % +Qy (7.6)
e+l el e
_ 1y Ty Ty Ry
M, (7.7)
2 + L,
1 1
2 n, & + 5 ny &
MB - (7.8)
%+,
En cuanto a las deformaciones se tiene:
1 Q5 +50% ¢ )
A = ——— Q2 @3 n X XY 7.9
y 48EI(SZX+SZY)(HX Ty Ty 79
1 ( Q; + SQ; 2 s )
= —n +n, 2 7.10
YUO48EI(R, L)Y T 4 T 5y (710

El sistema de fuerzas sobre el contorno necesario para producir esta deformacion, se
obtiene a partir de las ecuaciones (7.9) y (7.10). El sistema de ecuaciones que hay que re-
solver es el siguiente:

g + 58 8,

g 3 02 = 48(8, +8,) E1AL, (7.11)
5 + 504 ¢
ny, G % — nyr“}‘T‘l“”’y' = 48 (2, +2,) ET Ag, (7.12)
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donde las incOgnitas son ny; y n,. Resolviendo, se obtiene:

B 192 (8, +8,) EI
BT 100 05 + 508 0 + 502 08

(% +50 8,) AR, +48 2 AL} (7.13)

_ 192 (8 + %) El
YETU 108585 + 588 &4 + 588 08

n {4902 0 AR + (8 +50 )AL} (7.14)

La determinaciéon de las fuerzas sobre los cables, que aparecen por las deformaciones
ALy y AL, impuestas sobre la red de cables, es un problema estdticamente indeterminado.
Si se separan las dos filas de cables, de manera que sean capaces de deformarse libremente,
las deformaciones que aparecen vienen dadas por:

¢
W= A (7.15)
X
0
Wl = - % Y A, (7.16)
y

Para que los cables permanezcan juntos, es preciso introducir un sistema de fuerzas
verticales, p, uniformemente distribuido en sentido opuesto a las dos filas de cables. Debi-
do a p aparecen unos desplazamientos verticales:

I 3 Bs
= —p = et 7.17
"x T TP 108 12 (BA)), 747
11 3 & sy
Wo =D — ———— 7.18
v “P 128 B (EA)), 718
La condicidén para que los cables se junten es:
I 1) .| 11
wy, Tw = Wy, + W, (7.19)
que premite obtener p como funcion de AR, y A% :
L
8 Soag +2 AL,
fy fy
= 7.20
P 8 s, L3 sy (7.20)
2 (EA,), 2 (EA),
De aqui, se obtienen las fuerzas sobre los cables:
22
Ny =P — (7.21.a)
8 fy
22
n,=p —— (7.21.b
ye =P g £ )

Finalmente, la estructura entera debe experimentar unas deformaciones Al y AR,
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de tal magnitud que las fuerzas requeridas para ello n; y n_ sean iguales a la originada por
la carga ng.

Nxq = Nxr — Nx¢ (7.22.2)

Nyq = Nyp — Ny (7.22.b)

Estas dos Gltimas ecuaciones permiten calcular A%, y ALy ; entonces, con ayuda de
(7.13), (7.14) y (7.21.a y b) se obtienen las fuerzas correspondientes al contorno y a los
cables, respectivamente. La magnitud de las fuerzas finales sobre los cables es:

nxcfinal = Dxq + Nxc (7.23.a)

Nycpna = fNyq T Nye (7.23.b)

7.2. Anadlisis bajo cargas antisimétricas

S6lo se van a estudiar dos tipos de distribucion de carga, los cuales se muestran en la
figura (7.3). Las cargas, de intensidad q, se consideran verticales.

Cuando se investiga el efecto de la carga uniforme y el pretensado, se podria empezar
a partir de la geometria inalterada de la red, porque es una superficie funicular para la carga
uniforme. En esta forma original, sin embargo, la red es incapaz de equilibrar una carga anti-
simétrica; de este modo, se debe asumir una nueva configuracidn, es decir, la de la superfi-
cie funicular para carga antisimétrica que sea capaz de equilibrar la carga por medio de fuer-
zas bidimensionales tinicamente, sin esfuerzo cortante.

(b)

\‘\

v\

y "q

i

/= N b \‘ Y “ Y
I NG ¢ SN 0
/] NRENRNAN
’I NN N NONTTX N
’ \ \

Fig. 7.3.

En primer lugar, deben elegirse dos cables “caracteristicos” (cada uno consistente en
una banda de cables de 1 m de ancho) en ambas direcciones, y estos se consideran como ba-
se para el calculo. (No es posible empezar ahora a partir del centro de los cables, porque no
aparecen fuerzas sobre ellos). Es conveniente considerar como base aquellos cables que in-
- tersectan entre si en sus puntos “cuartos”.
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7.2.1. Carga de viento cuadriculada (Fig. 7.3.a)

Para este tipo de carga se encuentra que los cables cambian su forma sin elongacion, de
acuerdo con las lineas punteadas indicadas en la figura, equilibrando la carga antisimétrica
con fuerzas inalteradas. Debido a ésto, no actiian nuevas fuerzas sobre el contorno; por lo
tanto, éste no sufre ninguna deformacién y puede considerarse como infinitamente rigido
bajo esta carga.

Por consiguiente, solo hay que igualar las deflexiones wy y wy de los cables en su pun-
to de interseccidn, para obtener la proporcidon de carga tomada por los cables, es decir, qx ¥
dy, asi como las deflexiones:

QG ta, =4 (7.24)
<Qx> 2
2
Wy = (x ?ﬁ— (725.3)
X
< Qy) 2
= 2 7.25.b
Wy = qy _8ny ( e )

ny y ny representan las fuerzas sobre los cables, debidas a las cargas previas.

7.2.2. Carga de viento antisimétrica (Figura 7.3.D)

Sé6lo el cable en direccidn-y es capaz de cambiar de forma sin elongacion, mientras que
el cable en direccidén-x esta obligado a alargarse. Considerando el contorno infinitamente ri-
gido, se calculan las deflexiones de los cables por separado, y, entonces, se determinan la dis-
tribucién de cargas, el cambio en la fuerza sobre el cable en direccién-x, asi como la defle-

2

W, = (7.26)
y 8 ny

Para el cable en direccion-y:

Para el cable en direccidn-x, la deflexidén en el punto cuarto es:

Q4 8
Wx = é dx i R S _.?.__ dx X (727)
4 128 13 (EAy), 512 f2 (EAy),
Ademas:
q = Qgx + Qy (728)

Igualando wy y Wy, se obtienen gy, gy, Wx, Wy, y el incremento de fuerza sobre el
cable en direccion-x
%

AH= A
137,
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8. CONTORNO RECTANGULAR INCLINADO. LADOS RECTOS

La geometria de este tipo de contorno corresponde a la representada en la figura (8.1).
La ecuacidn de la superficie viene dada por:

Zz_SZQ(E-i-X)AC_l_dxy (8.1)

2 a .b ab

Puesto que los cables siguen la direccién de las diagonales, es conveniente expresar la
ecuacion de la superficie segiin un sistema de ejes que siga dichas direcciones. En tal sistema,
la ecuacion de la superficie resulta ser:

Z=_°+_d(x’2 _y>2)_c_!?_dx’ (8.2)

Q2

donde: 22 = a? + b2.
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A partir de (8.2) se pueden obtener las ecuaciones de los cables en una y otra direc-
cion: :

Para el cable en direccidn-x’:

g=_tdyn c—dg (8.3)

Para el cable en direccion-y’:

(8.4)

Ambos cables estin representados en la figura (8.2) y se comportan en la forma ya des-
crita anteriormente.

c-3d
- —_

y'
c+d fY : c+d
T 4
z
Fig. 8.2.
8.1. Fuerzas debidas a una carga uniforme
8.1.1. Fuerzas sobre el cable
La carga g se distribuye entre las dos filas de cables:
qQ=3ax tay (8.5)
Ademés, ambas filas de cables han de sufrir la misma deflexion:
3 b =3 £ 8.6
8 e+ dr (BA), 8 (c+dy (EA), (5.0
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siendo:

_ c—d)? | (c+dy
Sx Q(1+ XE + AT ) (8.7.a)
(c +d)?
sy = 4 <1 e ) (8.7.b)

Por medio de estas ecuaciones pueden obtenerse qx ¥ qy.

8.1.2. Deformacion del contorno

Solo se tiene en cuenta la deformacion de flexion.

En primer lugar, se determinardn las fuerzas que deben actuar sobre el contorno para
producir unas deformaciones AR, y AQ, del mismo. Estas deformaciones estin medidas
sobre las diagonales (Fig. 8.3).

Este sistema de fuerzas se puede considerar como la superposicion de dos estados dis-
tintos, uno de ellos simétrico y el otro antisimétrico (6). Superponiendo los dos estados,
simétrico y antisimétrico, se tiene:

21,3 31,2 + _
AQ, = AL, + A, =L 20 Fab (“x “v_“x24nv>

El 4 384

213 312 + _
AQ = AQ, + AR, =L 2702 Ta7bP (0x T hy | Dx ~ Ty
Y Y Y& EI L 384 24

Operando se obtiene:

1 a?b® +a%b?

Ay == S (—15nx + 17 ny) (8.8.a)
1 a?b® + a®b?

AQ, =4 &0 TAO 74 15 8.8.b

YT Rl 384% (170 y) ( )
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Resolviendo estas ecuaciones en ny y ny se obtienen las fuerzas que han de actuar so-
bre el contorno para provocar unas deformaciones A%, y ARy de las diagonales del mismo.

—15nx,+-Y7nw==;§§§%?§%; AL,
17 ng; — 15 ny; = ;35—34%%3 AL,
Resolviendo estas dos ecuaciones se llega a:
xrzg%liw (15 AR, + 17 AL) (8.9.2)
nyr=a2—b§%(15 ALy + 17 ALy) (8.9.b)

Ahora han de determinarse las fuerzas sobre los cables debidas a las deformaciones
ALy y AR, impuestas sobre la red.

Si se deja que ambas filas de cables se deformen libremente, aparecen unas defle-
xiones:

L 38
W, = -3 2c~dAQX 1 (8.10.2)
138 3 ¢
=2 X ag =3 AQ 8.10.b
TR, T 4 ctd (8.10.0)

Los cables han de permanecer unidos, por lo que se introduce un sistema de fuerzas
verticales, p, uniformemente distribuido, en sentido opuesto a las dos filas de cables. De-
bido a p:

1 3 Q3 sy
=_2 8.11.
"x T g P ey (A, (8.11.2)
3
a3 e sy
v T8 P (c+ay (A, (8.11.b)
La condicién para que los cables se junten es que:
I u_ 1 il
WX+WX —Wy+Wy (8.12)
De aqui se obtiene p como funcién de ARy y ALy :
ARy + ALy
2 —_—
pz_z(c-i-zd) 4c—-2d c+d (8.13)
L 4%
(EA,),  (EAy),
A partir de p se calculan las fuerzas sobre los cables:
2
ny % (8.14.2)

P Ierd
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nyc = pm (814b)

Las deformaciones ALy y AR, de la estructura, han de ser tales que se cumpla:

Dy, = Nx, — Dy,

(8.15.a)

q = nyr — Ny,

(8.15.b)

Las ecuaciones (8.15.2) y (8.15.b) permiten calcular Ay v ALy, vy a partir de ellos se
obtienen las fuerzas correspondientes al contorno y a los cables.

8.2. Anilisis bajo cargas antisimétricas

8.2.1. Carga de viento antisimétrica en direccidon-x.

o

Los cables en direccidon-x se deforman sin que varie la tensioén a la que previamente es-
taban sometidos.

La ecuacién de la deformada, para carga antisimétrica, viene dada por:

Qant _, Jant

| = = = 2x
MiTTOoR Y T aH
Qant _, Yant
= aty, anty
Y= oR aq
CUYO0S MAximos son:
dw; Jant Qant Q 1 Qant £
dx H © 4H T 4T 7 Vi T3 T H
de

Qant Jant { 1 Yant Q2
dx H © 4H X=gT oW

max 32 H

En cuanto a los cables en direccién-y, se deforman y ademds aumenta la fuerza a que
estaban sometidos.

Si se estudian dos cables que se cruzan en sus puntos cuartos, se tiene la siguiente si-
tuacidén:
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22
2 1 9 1 a? +b?
L ==80=> = — Qg — =—
x73 WER®TE T
Para el cable en direccion-y se tiene::
9 £y sy

:%q —_— e
512 7 f2 (BA,),

Ahora es preciso calcular fy :

fy =z -
y=0 y=8/3
x=L/6 x=R/6
. _ﬁc+d &i_c—dg=5d~7c
y=0 2 36 L 6 36
x=L/6
_#c+d52_2_c—dg+c+dg2_:3d~c
y=1/3 e 36 L 6 e 9 12
x=X/6

En defintiiva:

Ademas:

f2
sy = Oy (1+§Q—Z>
%

(8.16)

(8.17)

La proporcion de éarga que soporta cada fila de cables se obtiene de igualar las defle-

xiones (ecuaciones 8.16 y 8.17) y de tener en cuenta que q = qx + qy-
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8.2.2. Carga de viento antisimétrica en direccion-y

N

“Qant"

RS

Los cables en direccidon-y absorben la carga antisimétrica, inicamente deformandose
(no sufren elongacion).

La ecuacién de la deformada para carga antisimétrica, para los cables en direccidn-y

€Ss:
dant , Yant
W- = — — Q .
oY Tty
Wd = 4+ ga;nj X2 — (ﬂ Q -y

2H 4H
que tienen sus maximos en —L/4 y £/4, respectivamente, siendo los valores de dichos ma-
Ximos:
32 ant H ’ 32 ant H

En cuanto a los cables en direccién-x, se deforman y se alargan, por lo que la fuerza
a que estan sometidos aumenta. La situacion en este caso es la siguiente:

\i S
AN b/6 P
e
b/3
,/’:
N
N
N
Sy
Como en la seccion 8.2.1, aqui, también & = &, = % L
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Para el cable en direccidn-y, se tiene:

(8.18)

(8.19)

T Q2
Y327 H 72 7 H
Para el cable en direccidén-x:
8
BIE
e g 2
51277 f2(EAy),
Es preciso calcular fy :
X=Q!/23
y =-X/6
fy = -z —
x x=-%/3 x=0
y =-%/6 y =-%/6
siendo:
. _¢ +d
x=0 36
y =-K/6
. _ —15c¢c+9d
x=/3 36
y =-%/6
. _ 9¢ — 15d
x=-23 36
y=-R/6
En definitiva fx = %Cl , y ademas:
4 f, —2dy)?
sy = L l-l-(~————~——x x) +—8—
2922 3

siendody = = d .

W

2]

)

Teniendo en cuenta que q = gx + Qqy, e igualando las deflexiones de ambas filas de ca-

bles, se obtienen qx v qy .
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9. CONTORNO RECTANGULAR INCLINADO. LADOS PARABOLICOS

La geometria de este contorno corresponde a la que se representa en la figura 9.1.
La ecuacién de la superficie viene dada por:

c+d c—df x .,y x? y2)
= — — 4V +dl — + = 9.1
‘ ab Y 2 (a b> (a2 b? ©.1)

ecuacidon que, expresada segin unos ejes que sigan la direccion de las diagonales, queda:

c—dx,2 _c—dx,_‘_c+3dy,2

e 2 L (9.2)

7= —

Fig. 9.1.
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De la ecuacién (9.2) se obtienen las ecuaciones de los cables en una y otra direccion.

En direccion-x’;

c—d_, c—d_,
B TR O3
y en direccion-y’:
+3d _,
7 = ¢ Q2 y 2 (94)

Ambos cables se representan en la figura 9.2.

_— 1t e

Q
|
o}

_—

.

c+3d v 2

b4

Fig. 9.2.
9.1. Fuerzas debidas a una carga uniforme

9.1.1. Fuerzas sobre el cable

La carga g se distribuye entre las dos filas de cables:

a=4qy tq, (9.5)
Ademas, la deflexidn de ambas filas de cables ha de ser 1a misma:
3 2B s 3 B s
7 9x ”“‘Txb— =3 Y zy (9.6)
8 (c—d)* (EA, )y 8 (c + 3d)?* (EA, )y
siendo:
_ 2 (c—d)?
sy = R ( 1+ I P ) (9.7.a2)
+ 3d)?
y ( p 4 F3d) ) 9.7.b
S, = (9.7.0)
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9.1.2. Deformacion del contorno

Puesto que la deformacién del contorno se analiza sobre la base de su proyeccidén sobre
el plano horizontal, la determinacion de las fuerzas que han de actuar sobre el mismo para
producir una deformacion caracterizada por ARy y ALy, medidas sobre las diagonales, es
idéntica a la de la seccién 8.1.2.

Las fuerzas que han de actuar sobre el contorno seran:

6L El

= e (15 A8, + 17 ARy) ©.8 a)
6% EI

nyr = m?' (17 A,Qx + 15 AQY) (9.8.b)

Ahora se han de determinar las fuerzas sobre los cables, debidas a las deformaciones
ARy y AR, impuestas sobre la red. Sise deja que ambas filas de cables se deformen libre-
mente, aparecen unas deflexiones:

1__3 & AR 9.9

YT T l6emd T (©.9.2)
L300 309

=3 2ag, =3 AR 9.9.b

TR, Y T ac+3d ©-9.b)

Para que los cables permanezcan juntos, se introduce un sistema de fuerzas verticales,
p, uniformemente distribuidas, en sentido opuesto a ambas filas de cables, el cual hace que
aparezcan unas deflexiones:

- 3 B sy
W, = —>p——— 9.10.a
x T T8 P ey (BA), ©-10.0)
n_3 2 sy
== 9.10.b
"y T8 P02 (A, ¢ )
Se tiene que cumplir, para que los cables se junten:
1 im_ I 11
w, T W, —wy+wy (9.11)
ecuacion de la que se obtiene p como funcidon A%, y ALy :
ALy 4 ALy
4(c—d) c+3d
p= -2 (c=d) (9.12)
2 Sx N Sy
(c—d)* (EAy), (¢ +3d)? (EA, )y
A partir de p se caléhlan las fuerzas sobre los cableg:
——L 9.13
e =Py T D (9.13.2)
¢ 9.13.b
ny =p-—-—-—r 3.
ve = P+ 30) (9.13.0)
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Las deformaciones Afy y A&y de la estructura, han de ser tales que:
Ny = Ny — Ty (9.14.2)
(9.14.b)

ny = I'Iyr - I’lyo

Estas dos Gltimas ecuaciones permiten calcular A%y, y AL, y a partir de ellos se ob-
tienen las fuerzas correspondientes al concorno y a los cables.

9.2. Analisis bajo cargas antisimétricas

9.2.1. Carga de viento antisimétrica en direccion-x

o

Como en el capitulo anterior, la deformada del cable en direccién-x viene dada por la
ecuacion:

Jant _,  Yant
—_ X —_—

2H 4H

Jant ) Jant
Wy = X% — Y
2H 4H

Cuyos maximos son:

dw; Qant Jant Q 1 Q2
= — X — L=0=>x= —==>w;=— =
dx H 4H 4 1737 Gant g
dwyg Qant Jant Q 1 Q2
ax  H & 4H g 7 WeT T35 ety

En cuanto a los cables en direccidn-y, se deforman y se alargan, por lo que la fuerza
gue actua sobre ellos aumenta.

Siguiendo el procedimiento seguido en la seccidén 8.2.1, se tiene:
Para el cable en direccidn-x:

1 L 1 (a* +b?)
Wy = — Qg == o gy 2 9.15
* 32 A H 72 x H ( )
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Para el cable en direcciéon-y:

- 4 sy
TS Y E EA),
. 2
endo: &y = = £.
si y =3
Ahora hay que calcular fy: fy =2z s T zZ .
y= y =
x =42/6 x=L/6
7 = - L (c—d) z _3c—-19d
y=0 36 y=93 36
x =R/6 x=4/6
Por tanto c+3d
fy = 9
Ademds
f2
Sy = 1+ 8
v 3@
y

(9.16)

Igualando ambas deflexiones y teniendo en cuenta que g = qx + qy, se obtiene la pro-

porcion de carga que soporta cada fila de cables.

£l incremento de fuerza en el cable, en direccidén-y, viene dado por:
2
Ly

T
y

9.2.2. Carga de viento antisimétrica en direccion-y

Este caso corresponde al mostrado en la figura siguiente:
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La deformada del cable en direccion-y viene dada por:

: y? Ly

Wi = — (ant ZTI — (ant Zﬁ
Wqg =(q lz -q ) Q__y
d ant H ant 4H

que tiene sus maximos en —£/4 y +£/4, siendo los valores de dichos maximos:
1 Q2 1 Q2
_3—2’Qant'ﬁ» —?BQantﬁ
respectivamente.
De igual forma a como se hizo en la seccidn 8.2.2 en este caso se tiene:

Para el cable en direccién-y:

Para el cable en direccidn-x:

Y
W= 2 g 2T (9.18)
o512 7 2(EAY), -

Hay que calcular fy :

X = Qé3 X= -5/3
y = -X/6 y =~X/6
f — — —_
X 2 (2 x=0 ? x=-9/3 )
y = —Q/6 1y=-26
siendo:
. _ —15c¢+19d
x =R/3 36
y=-L/6
, _9¢c—-5d
x=-/3 36
y =-R/6
c+3d
Z el
x=0 36
y=-2/6
Por consiguiente:
—d
&:Cg

y ademds:
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sx = & 1+§E le) szag
3 2 3

Igualando las dos deflexiones (ecuaciones 9.17 y 9.18) y teniendo en cuenta que q =
= gy * gy, se obtienela proporcién de carga que soporta cada fila de cables.

El incremento de fuerza en el cable en direccidn-x es:

%
A= gy,
X

10. PRETENSADO

Existen dos posibilidades en cuanto al pretensado: o bien se aplica sobre los cables el
minimo pretensado necesario para evitar su aflojamiento, o bien se impone un pretensado de
valor arbitrario.

Para la primera posibilidad es necesario determinar en qué situacidon se produce la mé-
xima ‘“‘compresidn” en los cables. Para ello, en primer lugar se determinan las fuerzas sobre
los cables debidas al peso propio. En funcidn del signo de dichas fuerzas (+ significa traccidon
y — significa compresién) se estudia qué combinacién de carga es la que produce la méaxima
“compresion” en los cables, en alguna direccion. Esta serd la magnitud de la fuerza de trac-
cidbn que habrd que aplicar sobre los cables, en dicha direccidn, para prevenir su aflojamien-
to.

Tanto si se aplica el minimo pretensado como si el pretensado que hay que aplicar es
impuesto, el proceso que se debe seguir a continuacién es el mismo.

Si, por ejemplo, se pretensan los cables en direccidn-x con una fuerza ny,, la cual es
constante para todos los cables en dicha direccidon, de acuerdo con (6.1), aparecen unas fuer-
zas verticales:

(10.1)

Zas:

Ny, =P =0x — o (10.2)

Si, por el contrario, se pretensan los cables en direccién —y, con una fuerza ny,, sobre
los cables en direccidn —x apareceran unas fuerzas:

ny =n, 2 X | (10.3)

Asi pues, el pretensado de la malla se realizard sobre la direccién mas desfavorable, de
tal forma que el valor de pretensado transferido a la otra direccidn, sea igual o superior al
minimo necesario, o bien al valor impuesto.

Dado que las fuerzas en los cables (10.2) o (10.3) se obtienen exclusivamente con ayu-
da de la ecuacidén de equilibrio (6.1), se cumplird que nyp, ny,, y todas las fuerzas sobre
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los cables y el contorno, serin independientes de la rigidez (y, por tanto, de la deforma-
¢i6én) del contorno.

Finalmente, los valores de estas expresiones, para los distintos casos considerados,
se obtendrian directamente, sin mds que sustituir en ellas los pardmetros correspondientes
de cada uno de dichos casos.

11. EJEMPLOS

A continuacién se muestran los resultados obtenidos de aplicar la teoria anteriormente

expuesta, a tres ejemplos que corresponden, respectivamente, a cada uno de los casos estu-
diados.

Es necesario puntualizar que, cuando, en los resultados se hace referencia a distintos
puntos del contorno, éstos se corresponden con los de las figuras siguientes:

a) Contorno rectangular plano.

B

TY
[2
|
|
l

-

|
|

. 2
b) Contornos rectangulares inclinados.

N /

B 2 D

4

/ \ b)
Y
La geometria correspondiente a los ejemplos cuyos datos y resultados se listan a con-
tinuacion, puede contemplarse en los capitulos que hacen referencia a cada uno de los ca-

sos estudiados (caps. 7, 8 y 9 respectivamente). A ellos puede acudirse para comprobar a
qué magnitud se refiere cada uno de los datos mostrados.
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EJEMPLO 1. CONTORNO RECTANGULAR PLANO. LADOS PARABOLICOS

DATOS GEOMETRICOS Y PROPIEDADES FISICAS

Longitud del cable en direccién X () .. ... oot 44,500
Longitud del cable en direccion Y (In) ... ..ot 57,600
Flecha del cable en direccidn X (IN) ..ot vv it vt ettt e e e 3,500
Flecha del cable en direccion Y (M) . ..o vt i e et e i s 6,500
Médulo de elasticidad del cable en direccion X (KN/m?) ........... 150 E6 =150 x 10°
Modulo de elasticidad del cable en direccién Y (kN/m?) . .......... 150 E6=150x 108
Didmetro del cable en direccidon X (In) ... ..o 0,017
Didmetro del cable endirecciOn Y (IN) .. .o vt v vttt 0,021
Modulo de elasticidad del contorno (kKN/m?2) . ... ... . ... ..., 27,5 EB6=27,5x 10°
Momento de inercia del contorno (m*) ... .. . 1,350
CARGAS
Peso propio (KIN/M2) ... 0,300
Cargadenieve (KN/M?) ... . 0,800
Carga de viento en direccion-XA (kN/m?). ... ... .. .. . i —0,640
Carga de viento en direccion-XB (KN/m?). . .. .. ... . .. . oo —0,640
Carga de viento en direccidon-YA (KN/m?). . ... ... . —0,720
Carga de viento en direccion-YB (KN/m?). . .. ... ... .. .o . i 0,160

FUERZAS DE PRETENSADO IMPUESTAS
En direccidon X (KN/IM) -+« oo oot 0,000
Endireccidn Y (KN/IM) . o ottt e e e e 0,000
RESULTADOS
FUERZAS DE PRETENSADO QUE HAY QUE APLICAR
En el cable en direccion X (KN/m) . - - oo oo r it 29,905

En el cable endireccion Y (KN/m) . .o oot v i oo 26,978

ESFUERZOS EN EL CONTORNO DEBIDOS AL PRETENSADO

MOMENTOS FLECTORES
Enelpuntol (MKN) ... ... 5797,201
Enelpunto 2 (MKN) ... ..t 73,193
Enelpuntob (mkN) .. ... —6604,817
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COMPRESIONES

Enelpunto 1 (KN) ... —600,271

Enelpunto 2 (kKN) .. ... —-861,251
DEFORMACIONES

Endireccion X (m) ... ..ot —0,042

Endireccion Y (M) . . ..ot 0,007

Desplazamiento vertical del punto central (m) . ............ v, 0,051

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ABAJO ES
PESO PROPIO + NIEVE

Fuerza sobre el cable en direccion X (KN/m) .. ... ... .. ... . .. .. . .. 21,127
Fuerza sobre el cable en direccidn Y (kN/m) . ... ... . . . 89,243
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) . ......... .. ... ... ... ...... -952,274
Momento en el punto 2 del contorno (mkN) ... .. ... ... ... . ... 12376,429
Momento en el punto B del contorno (mkN) . ........ ... ... ... . ... ..., -9714,008
Compresién en el punto 1 del contorno (KN) .. ... ... ... ... ....... —1985,657
Compresién en el punto 2 del contorno (KN) ... ... ... —608,454
Deformacion del contorno segin X (IM) . .. .. ..ottt e 0,095
Deformacion del contorno segin Y (m) ... .. .. —0,123
Desplazamiento vertical del punto central (m) ............... R 0,413

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ARRIBA ES
PESO PROPIO + VIENTO-X

Fuerza sobre el cable en direccion x (KN/m) .. ... ... 32.618
Fuerza sobre el cable en direccion y (KN/m) . ... .. 7.733
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) . .......... .. ... . . .. . . .. . ... 7883.403
Momento en el punto 2 del contorno (mkN) . .. ............ .. .. .. . ... .. —3729.625
Momento en el punto B del contorno (mkN) . .. .............. .. . . . ... .. —5643.794
Compresidon en el punto 1 del contorno (kN) ... .. ... ... .. .. . . . . . ... —172.060
Compresién en el punto 2 del contorno (KN) .. ... ... .. .. . . .. ... —-939.389
Deformacion del contorno segiin X (m) . ........... o, —0,085
Deformacion del contorno segliny (M) . ..........o. v -0,123
Desplazamiento vertical del punto central (m) . ........... ., 0,413
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EJEMPLO 2. CONTORNO RECTANGULAR INCLINADO. LADOS RECTOS

DATOS GEOMETRICOS Y PROPIEDADES FISICAS

Longitud dellado A (M) . . ... oottt e 50,000
Longitud dellado B (M) . .. ... oottt 50,000
Longitud delacotaC (M) ....... ..ot 15,000
LongituddelacotaD (m) ......... .. 15,000
Médulo de elasticidad del cable en direccién X (kKN/m?) ............ 150 E6= 150 x 10°¢
Moddulo de elasticidad del cable en direccion Y (KN/m?) .. .......... 150 E6=150x 10°
Didmetro del cable en direccion X (1) .. .o v v vt i i 0,021
Didmetro del cable en direccidon Y (m) ... ..o oo oot i 0,017
Modulo de elasticidad del contorno (kN/m?2) . .. ... .. ... ........ 27,5E6=127,5x 10°
Momento de inercia del contorno (IM*) ... .. .ot 1,350
CARGAS
Peso propio (KN/M?2 ) L. 0,300
Cargade nieve (KN/M2) .. e 0,800
Carga de viento endireccion-XA (KN/m?). ... ... .. ... ... —0,720
Carga de viento en direccion-XB (KN/m?). . . ... ... ... ... 0,160
Carga de viento en direccion-YA (KN/m?). . .. ... ... i —0,640
Carga de viento en direccidon-YB (KN/m?) .. .. ... ... ... i —0,640

FUERZAS DE PRETENSADO IMPUESTAS

En direccion X (KN/M) -« v oot e 0,000
Endireccion Y (KN/m) -« o o oo vt 0,000

RESULTADOS
FUERZAS DE PRETENSADO QUE HAY QUE APLICAR

En el cable en direccion X (KN/M) ... ... e 39,744
Enelcable endireccion Y (KN/m) . ... ... ... .. .. . ... T 39,744

ESFUERZOS EN EL CONTORNO DEBIDOS AL PRETENSADO

MOMENTOS FLECTORES
Enelpunto 1 (mkN) ... ... e 4140,039
Enelpunto B(mKN) ... .. . —8280,078
Enelpunto D (mKN) .. ... . —8280,078
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COMPRESIONES

Enelpuntol (kN) .......... PR —1405,176
Enelpunto 2 (KN) ...t e e e e —1405,176
DEFORMACIONES
Endireccidn X (M) .. .. oot 0,031
EndireccidnY (M) .. .. .. e 0,031
Desplazamiento vertical del punto central (m) .. ......... ... ... .. ......... -0,129

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ABAJO ES
PESO PROPIO + NIEVE

Fuerza sobre el cable en direccion X (KN/m) ... ... ... ... ... ... 91,667
Fuerza sobre el cable en direccidon Y (KN/m) . . ... ... .. . ... 0,000
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) ... ... ... ... ... ... ... .......... 4774,306
Momento en el punto B del contorno (mkN) .. ......... .. ... .. ...... —38194,444
Momento en el punto D del contorno (mkN) . ........ .. ... ... .. .. ... .... 19097,222
Compresidn en el punto 1 delcontorno (kN) ... ... ... .. ... ... ....... —1252,952
Compresion en el punto 2 del contorno (kKN) . ... ... ... . —1252,952
Deformacién del contorno segiin X (1) . .. ..ottt -0,870
Deformacion del contorno segin¥ (Im) ... ..o it 0,948
Desplazamiento vertical del punto central (m) .. ...... ... ... .. ... ... ... .. ... 1,644

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ARRIBA ES
PESO PROPIO + VIENTO-Y

Fuerza sobre el cable en direccion X (KN/m) ... ... ... ... . . ... . . . . 23,696
Fuerza sobre el cable en direccion Y (KN/m) ... .. .o o 52,029
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) .. ... ... ... ... ... ... .... 3943,993
Momento en el punto B del contorno (mkN) . .. ... . ... ... . 966,181
Momento en el punto D del contorno (mkN) ... ... .. .. ... ... ...... —16742,153
Compresién en el punto 1 del contorno (KN) ... ... ... ... . .. ... —1452,227
Compresién en el punto 2 del contorno (kN) ... ......... ... ... ..... —1452,227
Deformacion del contorno segin X (M) ... ..o ottt e 0,310
Deformacion del contorno seginY (m) ... ..ottt e —0,252
Desplazamiento vertical del punto central (m) .. ............ .. . . .. ... .. ... -0,677

EJEMPLO 3. CONTORNO RECTANGULAR INCLINADO. LADOS PARABOLICOS

DATOS GEOMETRICOS Y PROPIEDADES FISICAS

Longitud dellado A (IN) . . . . ..ottt 50,000
Longituddellado B (m) . ... .. .. e 50,000
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LongituddelacotaC(m) . ........ ... e, 15,000

LongituddelacotaD (M) . ... . .t e 5,000
Médulo de elasticidad del cable en direccion X (kN/m?) ............ 150 E6 = 150 x 10°
Moédulo de elasticidad del cable en direccién Y (kN/m?) ............ 150 E6 = 150 x 10°
Diametro del cable endireccion X (M) .. .. . oo ittt it e 0,021
Diametro del cable en direccidon Y (m) ... . .o oot 0,017
Médulo de elasticidad del contorno (KN/m?2) .................... 27,5 E6=127,5x 10°
Momento de inercia del contorno (m*) ... .. .. . . . e 1,350
CARGAS
Peso propio (KN/M2) .. 0,300
Cargade nieve (KN/mM2) .. 0,800
Carga de viento en direccion-XA (KN/m?), . .. ... ... ... . .. . ... —0,720
Carga de viento en direccion-XB (KN/m? ). .. ... .. ... .. ... .. .. .. 0,160
Carga de viento en direccion-YA (KN/m?). ... ... ... . . .. . —0,640
Carga de viento en direccion-YB (KN/m?2). . . .. ... .. . —0,640

FUERZAS DE PRETENSADO IMPUESTAS
Endireccion X (KN/m) . . . oottt e 0,000
Endireccion Y (KN/m) . . oot 0,000
RESULTADOS
FUERZAS DE PRETENSADO QUE HAY QUE APLICAR
En el cable en direccion X (KN/m) -« oo et it 262,509

En el cable en direcciony (KN/m) ... oo oottt 87,503

ESFUERZOS EN EL CONTORNO DEBIDOS AL PRETENSADO

MOMENTOS FLECTORES
Enelpunto 1 (mKN) ... 18229,817
Enelpunto B(mkN) ... ... . . . . . -91149,083
Enelpunto D (mKN) .. ... 18229,817
COMPRESIONES
Enelpunto 1 (KN) .. ... —6187,405
Enelpunto 2 (KN) .. ..o —6187,405
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DEFORMACIONES

Endireccion X (IN) . .. . oottt vt e e -0,999
EndirecciOn Y (M) . . oottt e e e e 1,285
Desplazamiento vertical del punto central (m) . ........ ... ... ... ... 1,864

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ABAJO ES
PESO PROPIO + NIEVE

Fuerza sobre el cable en direccion X (KN/m) . ... ... ... . . i 275,000
Fuerza sobre el cable en direccidon Y (KN/m) ... ..o 0,000
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) ... ... ... ... ... ... . ... ... 14322,917
Momento en el punto B del contorno (mkN) . ......... .. ... ... ... .. —114583,333
Momento en el punto D del contorno (mkN) .. ........... ... ... .. ... 57291,667
Compresion en el punto 1 del contorno (KN) . .. .. ... ... ... .. . . ... —7125,061
Compresion en el punto 2 del contorno (KN) . ... .. ... .. .. —7125,061
Deformacion del contornosegn X (1m) . ..« v oo oo vt e i it i —2,038
Deformacion del contorno segGn Y (m) ..« oo oo v v it ittt 2,230
Desplazamiento vertical del punto central (m) .. ....... ... .. .. .. ... .. ... ... 3,856

LA COMBINACION DE CARGA MAS DESFAVORABLE HACIA ARRIBA ES
PESO PROPIO + VIENTO-Y

Fuerza sobre el cable en direccion X (KN/m) ... ... ... i . 258,649
Fuerza sobre el cable en direccion Y (KN/m) .. ..ot 114,550
Momento en el punto 1 del contorno (mkN) . ........... .. ... ... .. .... 19437,404
Momento en el punto B del contorno (mkN) .......................... —83905,769
Momento en el punto D del contorno (mkN) .. ....... ... ... .. ... ... ..., 6156,154
Compresion en el punto 1 del contorno (kN) . ...... ... ... ... ... ..... —5897,584
Compresion en el punto 2 del contorno (kN) . .. .. ... .. ... .. ... —5897,584
Deformacién del contorno segin X (M) . .. .. . o —0,678
Deformacion del contorno segin Y (In) ... oot 0,992
Desplazamiento vertical del puntocentral (m) . ........ ... ... .. ... .. ... ..... 1,249
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RESUMEN

En el presente articulo se analiza, de forma paramétrica, la influencia de diversas varia-
bles de diferente indole sobre la respuesta térmica de los tableros de puentes cajon unicelu-
lares y multicelulares de hormigén. La aplicacion de una metodologia general de obtencion
de acciones térmicas de disefio al caso de puentes cajon emplazados en el territorio peninsu-
lar, permitird conocer el rango anual de la temperatura media del puente, los gradientes tér-
micos y demés solicitaciones térmicas. Los resultados derivados de este estudio se analizan
comparativamente con los obtenidos mediante la aplicacion de lo preconizado por la norma-
tiva nacional vigente. Asimismo, se incide de forma especial en las posibles solicitaciones
transversales por temperatura y en la influencia de la inercia variable sobre la respuesta tér-
mica del puente cajon.

1. INTRODUCCION

En un principio, cabe mencionar que el presente articulo es una continuacion del ar-
ticulo ya publicado en la revista “Hormigén y Acero”, n° 163, relativo al comportamiento
de los puentes losa de hormigén frente a los efectos térmicos ambientales. Ambos articu-
los son resumen de algunos de los trabajos realizados por E. Mirambell en el desarrollo de su
tesis doctoral (1).

As{ pues, no se incidira en este articulo en aspectos generales, ya desarrollados en el
artfculo anterior, como son el estudio de la influencia de algunos pardmetros sobre la res-
puesta térmica de los. tableros de puentes cajon de hormigén o el desarrollo de la metodo-
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logia general de obtencion de las acciones térmicas de disefio. ST se incidird en aspectos pro-
pios de la tipologia transversal de los tableros cajon, como son la influencia de algunos pa-
rémetros geométricos y de la inercia variable sobre la respuesta térmica del puente y la im-
portancia que puede adquirir en esta tipologia la solicitacion transversal por temperatura,
Recordemos que la solicitacion térmica transversal fue una de las razones desencadenantes,
sino la principal, de la puesta fuera de servicio del puente de Jagst en Untergriesheim, en
Alemania. En una inspeccién rutinaria de dicho puente, de seccién transversal en cajon, pu-
do apreciarse la formacién de una grieta de 5 a 6 mm de espesor. Una investigacién poste-
rior, realizada por Leonhardt, Kolbe y Peter (2), mostrd que una de las causas decisivas que
dieron lugar a la aparicién de la grieta fue un brusco y repentino descenso de la temperatura
ambiente exterior que generd una diferencia de temperaturas de aproximadamente 30°C
entre la cara interior y la cara exterior del alma de 1a seccién cajén.

2. LA RESPUESTA TERMICA EN TABLEROS DE PUENTES CAJON UNICELULARES.
ESTUDIOS PARAMETRICOS

El estudio bdsico de referencia, punto de partida de los diversos estudios paramétricos,
viene definido por los valores de las propiedades estructurales, condiciones ambientales y

climatologicas y condiciones de emplazamiento que se presentan en la tabla 1. Los valores
adoptados por las variables ambientales y climatologicas son los correspondientes al lugar de

emplazamiento del puente —Calgary, Canadd— pudiendo encontrarse éstos en las referencias
de Elbadry y Ghali (3), (4). Asimismo, en la figura 1 se presenta la secciéon cajon contempla-
da, correspondiente a un puente cajéon de hormigdn pretensado, emplazado en la citada loca-
lidad canadiense, y la pertinente discretizacién en diferencias, empleada en los estudios nu-
méricos.

| L85 m .
: 1
1 15 L
wEET e e s e [T 177 020m
59 65 67 73
I 1.80m
190 192 J1se 4
== o2om
224 1232
‘ ’ ] 210m  Tosom 225m K
r Ax=0.40 'Ax:0_25 ! &x =037 |
Ay =010 Ay=0.10 Ay = 0.10

Fig. 1. Seccion cajon unicelular sobre la que se llevan a cabo los diferentes estudios paramétricos. Discreti-
zacion en diferencias finitas.

Los resultados derivados del andlisis térmico de los puentes losa de hormigén, permite

centrar el estudio paramétrico general en la influencia de determinados parametros que se
citan a continuacion:

— Propiedades ffsicas, térmicas y estructurales:
e Factor de absorcion
e Bspesor de capa asfiltica.

114




TABLA 1

Valores de los pardmetros contemplados en el estudio de referencia,

relativos a puentes cajon de hormigon

Conductividad (W/m°C) 15

Calor especifico (J/kg"C) 960,0

Propiedades Densidad (kg/m®) 2.400,0
térmicas Absorcién solar hormigén 0,5

y Emisividad hormigén 0,88
estructurales Coef. dilatacién térmica (°C™1) 8x107¢
Médulo de elasticidad (Kp/cm?) 273.860,0

Capa asfdltica de rodadura —

Temperatura ambiente media ("C) -50

Condiciones Rango variacién temp. amb. (°C) 20,0
ambientales Velocidad viento (m/seg) 1,0
Factor de turbidez 1,8

Dia analizado 21 Marzo 81

Localizacion Latitud (°N) 51,03
y Altitud (m) 1.050,0
orientacién Azimut (°) ele E—0=0

— Condiciones ambientales y climatologicas:
¢ Rango diario de la temperatura ambiente
e Velocidad del viento
e Factor de turbidez
o Dia del afio.

— Localizacion y orientacion del puente:
o Latitud
e Azimut,

Debido a las propias caracteristicas geométricas de la seccién transversal en cajon, se
analizan también diversas relaciones de indole geométrico que pueden incidir a priori en
los resultados obtenidos de las distribuciones de temperaturas y de las acciones térmicas.
Las variables contempladas son las siguientes:

— Geometria del tablero:
s Relacion espesor ala-alma
Relacién longitud de voladizo-canto del alma
e Variacion de canto de la secciOn cajon
e Existencia de cartelas.

En lo referente a los tres primeros grandes grupos de pardmetros —propiedades fisi-
cas, térmicas y estructurales, condiciones ambientales y climatoldgicas y condiciones de
emplazamiento—, los resultados obtenidos (Mirambell (1)) muestran que todos los pari-
metros actuian en el mismo sentido en el que lo hacen en tableros de puentes losa de hor-
migdn, a excepciodn de lo obtenido para la velocidad del viento.

Debido a ello, los resultados que se presentan en este articulo son los referentes a dicho
pardmetro climatologico y a las variables de indole geométrico citadas anteriormente, remi-
tiendo al lector a la propia tesis doctoral (Mirambell (1)), para el conocimiento de la respues-
ta térmica de los tableros de puentes cajon en funciéon de los restantes pardmetros analiza-
dos.
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Dada la propia configuracion geométrica de la seccidén cajon, se cree oportuno el pre-
sentar las distribuciones térmicas segiin varios ejes verticales y observar asf la diferente res-
puesta térmica segin el eje que se contemple. Por otra parte, también se presentan gréficas
relativas a la evolucion de la temperatura en el interior de las células y a la diferencia de
temperaturas existente entre el exterior y el interior de la seccién cajon, lo cual serd de sumo
interés de cara a evaluar la magnitud de las tensiones térmicas transversales, contenidas en el
plano de la seccion.

2.1. Velocidad del viento

Este pardmetro influye en el fendmeno de la transmisién de calor a través de los valo-
res que adopta el coeficiente de transferencia de calor por conveccion para las diferentes su-
perficies expuestas. Los coeficientes propuestos por Kehlbeck (5) son los utilizados en el
estudio paramétrico (tabla 2).

TABLA 2

Coeficientes de transferencia de calor por conveccidn, en las diferentes superficies expuestas
de un tablero cajon (Kehlbeck (5))

Coeficiente de transferencia de calor por conveccion h. (W/m? °C)
Velocidad del Superficie Superficie Superficie exterior
viento (m/seg) superior inferior lateral
10 8,5 6,0 7,5
20 12,3 9,8 11,3
30 16,2 13,7 152
40 20,0 17,5 . 19,0
50 23,8 213 22,8
6,0 27,7 252 26,7
8,0 353 328 343
10,0 43,0 40,5 420
110 46,8 443 458

Las velocidades de viento contempladas son 1, 3,5, 7 y 9 m/seg. Dichas velocidades
son consideradas como velocidades medias a lo largo del dia analizado y reflejan, con sufi-
ciente aproximacion, la situacion en la que se encuentra inmerso el puente en lo que se re-
fiere a la incidencia de esta variable climatologica.

La figura 2 muestra las distribuciones térmicas segin el eje vertical de simetria del al-
ma y segun el eje vertical de simetria de la secciOn, correspondientes a los instantes en que,
para cada uno de los valores asignados a la velocidad del viento, se inducen las mdximas
curvaturas térmicas impuestas, o 1o que es lo mismo, los mdximos gradientes térmicos.
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Fig. 2. Distribuciones de temperaturas, seglin el eje vertical de simetria del alma y segin el eje de simetria
de la seccion, correspondientes al instante de maximo gradiente térmico, para diferentes velocidades de
viento.

En dicha figura puede apreciarse que la temperatura en la fibra superior del tablero
desciende a medida que aumenta la velocidad del viento, puesto que las pérdidas de calor
por conveccién son mds elevadas. Las distribuciones de temperaturas son sensiblemente
diferentes entre sf, debido a que la temperatura en las fibras intermedias disminuye al
aumentar la velocidad del viento. .

En la figura 3 se muestra la evolucién diaria del gradiente térmico vertical y de la tem-
peratura media del puente analizado, para las diferentes velocidades de viento. En ella pue-
de apreciarse la evolucién perioddica de ambas funciones y el desfase horario existente en-
tre los maximos gradientes térmicos y las médximas temperaturas medias.
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Fig. 3. Evoluciones diarias del gradiente térmico y de la temperatura media, para diferentes velocidades de
viento.

Asimismo, puede observarse que la oscilacion diaria del gradiente térmico es mayor
a medida que disminuye la velocidad del viento. En cuanto a la evolucion de la tempera-
tura media del puente puede apreciarse que, cuanto mayor es la velocidad del viento, dicha
temperatura media, para cualquier instante del dfa, se hace menor, aumentando su rango
diario. Este ultimo hecho, opuesto al observado en puentes losa, viene originado por la
inercia térmica que introduce la existencia de aire en la célula, el cual no se ve afectado por
el fenoémeno de conveccion calorifica. La figura 4 refleja la influencia del pardmetro anali-
zado, sobre los gradientes verticales maximos y los rangos diarios de la temperatura media
obtenidos para cada una de las velocidades de viento contempladas en el estudio paramé-
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Fig. 4. Influencia de la velocidad del viento sobre el gradiente térmico maximo y sobre el rango diario de la
temperatura media del puente.
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Las evoluciones diarias de la temperatura en el interior de la célula asf como las evolu-
ciones de la diferencia de temperaturas existente entre el interior de la célula y el ambiente
exterior para las distintas velocidades de viento se muestran en la figura 5.
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Fig. 5. Evoluciones diarias de |a temperatura en el interior de la célula y de la diferencia de temperaturas en-
tre el interior de la célula y el ambiente exterior, para diferentes velocidades de viento.

En la primera de dichas figuras queda reflejado el desfase temporal de la temperatura
en el interior de la célula, con respecto a la temperatura media del puente (aproximada-
mente 4 horas). En la segunda figura puede apreciarse que el rango de variaciéon diaria de
la diferencia de temperaturas entre el interior y el exterior permanece constante, indepen-
dientemente del valor adoptado por el pardmetro, y se mueve en torno a un valor aproxi-
mado de 22°C para el puente analizado. Puede observarse también que las mdximas dife-
rencias positivas (la temperatura del aire de la célula es mayor que la temperatura ambien-
te) tienen lugar a las 2 horas solares de la madrugada, disminuyendo ligeramente de valor
a medida que aumenta la velocidad del viento, mientras que las médximas diferencias nega-
tivas ocurren a las 14 horas solares aumentando, de forma leve, al aumentar la velocidad
del viento.
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En ambas situaciones, ya sea en fase de enfriamiento o de calentamiento del tablero,
las diferencias de temperaturas existentes no son despreciables y pueden inducir tensiones
transversales de cierta consideracion. Obsérvese que dichas diferencias alcanzan valores pro-
ximos a los 13°C y a los —9°C.

2.2. Relacion espesor ala superior - espesor alma

El estudio paramétrico de esta relacion de espesores se ha llevado a cabo analizando las
tres secciones transversales que se presentan en la figura 6.
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Fig. 6. Secciones transversales analizadas en el estudio paramétrico de la relacion espesor ala superior-espe-
sor alma.

Los resultados relativos a las evoluciones diarias del gradiente térmico, temperatura
media, temperatura en la célula y diferencia de temperaturas entre el interior y el exterior,
correspondientes a las diferentes secciones contempladas, se muestran en la figura 7. A la
vista de los resultados obtenidos puede concluirse que la relacién de espesores analizada
tiene poca incidencia en la respuesta térmica.
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Fig. 7. Evoluciones diarias del gradiente térmico, de la temperatura media, de la temperatura en la célula y
de la diferencia de temperaturas entre el interior y el ambiente exterior, para las diferentes secciones trans-
versales analizadas.

2.3. Relacion longitud de voladizo - canto de alma

El estudio paramétrico referente a esta relacion geométrica, tiene por objetivo funda-
mental el visualizar y cuantificar la influencia de la longitud de los voladizos sobre la radia-
cion solar incidente en los paramentos laterales exteriores de las almas y, por lo tanto, sobre
las acciones térmicas, especialmente, el gradiente térmico transversal. Para ello se han llevado
a cabo los andlisis térmicos correspondientes a las tres secciones cajén que se muestran en la
figura 8.

En la figura 9 puede observarse la influencia de la relacion longitud del voladizo - canto
del alma, sobre los gradientes térmicos verticales mdximos y sobre los rangos diarios de la
temperatura media de la seccion. En ambas gréficas se observa que cuanto mayor es la lon-
gitud del voladizo mayores son los mdximos gradientes verticales y los rangos diarios de la
temperatura media del puente.

La figura 10 muestra las evoluciones diarias del gradiente térmico transversal en fun-
ci6én de la relacion geométrica analizada, asi como los méximos alcanzados por dicho gra-
diente para cada una de las secciones transversales contempladas en el estudio.

En las grdficas presentadas en esta figura, queda reflejada de forma clara la influencia
de la longitud del voladizo sobre el gradiente térmico transversal. Asi, para el caso en el que
la longitud del voladizo es de 2,75 metros, éste arroja sombra sobre todo el paramento la-
teral exterior del alma, no existiendo en ningun instante del dfa radiacion solar incidente
sobre el alma. Para las otras secciones analizadas existe radiacién solar incidente sobre las
almas. Como puede observarse, la magnitud del gradiente transversal aumenta a medida que
disminuye la longitud de voladizo.
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Fig. 8. Secciones transversales analizadas en el estudio paramétrico de la relacion longitud de voladizo-canto
de alma.

Ast pues, como resumen de los resultados obtenidos en este estudio paramétrico, cabe
destacar el hecho de que cuanto menor es la longitud de los voladizos menor es la superficie
en sombra de las almas, aprecidndose claramente un aumento de los gradientes térmicos
transversales y, en concreto, de los médximos. Sin embargo, el disponer voladizos de peque-
fia longitud no siempre es desfavorable desde un punto de vista térmico ya que, en este caso,
se reducen los gradientes verticales y los rangos diarios y anuales de la temperatura media
del puente.
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Fig. 9. Influencia de la relacion longitud de voladizo-canto de alma, sobre el gradiente térmico méaximo y
sobre el rango diario de la temperatura media del puente.
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Fig. 10. Evoluciones diarias del gradiente transversal, para las diferentes secciones transversales analizadas.
Gradientes transversales maximos.

2.4. Existencia de cartelas

En lo que se refiere a los efectos térmicos ambientales, puede decirse que la respuesta
térmica y tensional de los puentes cajon seglin la direccién longitudinal, no se ve afectada de
forma significativa por la existencia de tales cartelas, siendo las variaciones de las acciones
térmicas practicamente nulas. No obstante, tales variaciones dependerdn siempre del volu-
men de los regruesamientos y cuando éste sea importante, ello deberd ser contemplado en la
obtencién de la respuesta térmica a nivel seccional.

Desde el punto de vista de la flexion transversal del tablero, la influencia de los acarte-
]Jamientos de alas y almas en su zona de union, sobre la respuesta tensional contenida en el
plano de la seccion es significativa. En efecto, las diferencias de temperatura existentes en-
tre el aire de la célula y el ambiente exterior, solicitan transversalmente la seccion cajon,
generdndose tensiones de traccion en las fibras exteriores de alas y almas si la temperatura
en el interior es mayor que en el exterior y tracciones en las fibras interiores si ocurre lo
contrario. Analicemos a continuacion el marco cajon doblemente simétrico que se presenta
en la figura 11.

. ..intradds parabdlico

« ,coeficiente de dilatacion térmica del hormigdn

E modulo de elasticidad del hormigén

Fig. 11.‘ Marco cajén genérico analizado, para la obtencidn de las tensiones térmicas transversales, inducidas
por la diferencia de temperaturas existente entre el interior y el ambiente exterior.
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Al ser el marco perfectamente simétrico, ninguno de los nudos gira, comportédndose
cada elemento barra que conforma la estructura como una viga biempotrada de inercia
vartable sometida a un gradiente de temperaturas AT = T; — T.. El momento de flexion

que solicita la estructura marco es:
[ h
arc tg l 2

_oATEL f h, "
" he 2 A

siendo f un coeficiente de forma que depende de la propia geometria de la pieza de inercia
variable. Para este caso —elemento barra de canto variable— se verifica siempre que:

h,
arc tg o 1
C

f. > 2 (2)

Ello quiere decir que alas y almas con cartelas en sus extremos, se ven solicitadas a
mayores momentos de flexién que en el caso en el que no se disefiaran aquéllas.

Es evidente que siempre es recomendable el disponer cartelas para facilitar el proce-
dimiento constructivo y el recorrido de las trayectorias de tensiones originadas por la
carga de trifico. No obstante, de cara a los efectos estructurales inducidos por la solici-
tacidén térmica transversal, es conveniente disefiar cartelas con una transiciébn muy gra-
dual y no plantear uniones de elementos de fuerte espesor con elementos de pequefio
espesor, para conseguir asi un reparto tensional mds equilibrado.

El marco que se ha analizado corresponde a un caso de variacién parabolica del
intradés de alas y almas y, aunque dicha variacion no suele ser utilizada en disefio, las condi-
ciones obtenidas son perfectamente extrapolables a toda tipologia de cartelas. Hay que
hacer constar también que, en cualquier caso, el reparto transversal siempre dependerd de
las rigideces relativas de alas y almas, las cuales influyen de forma directa en los momentos
transversales que solicitan los elementos barra que conforman el marco.

2.5. Variacion del canto de la seccidon en puentes de inercia variable

Es constatable desde un punto de vista te6rico, que para luces importantes el peso pro-
pio del tablero de un puente representa una fraccién considerable de la totalidad de la carga
a soportar por la estructura. Ello conduce, en general, al disefio de tableros de canto varia-
ble, mediante la disposicién de acartelamientos en zonas de apoyos o proyectando para el
intrad6s del tablero curvas continuas parabodlicas. Por otra parte, la seccidn cajon es una de
las tipologias transversales que mejor se adapta a la construccién de puentes de hormigédn
pretensado y, en particular, a los construidos por voladizos sucesivos. Ambas razones nos
llevan a realizar el estudio paramétrico relativo al canto de la seccidn en puentes cajon de

inercia variable.

Para ello se analizan tres secciones transversales de un puente hipotético, de hormigén
pretensado, con una luz de vano de 100 metros. Las condiciones ambientales y de exposi-
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cién a las que se ve sometido el puente son las mismas que las adoptadas en el estudio de
referencia (véase tabla 1), siendo la seccion en clave la de dicho estudio (véase figura 1). El
perfil y seccién longitudinal del puente, asi como las tres secciones transversales analizadas,
se presentan en la figura 12,
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Fig. 12. Perfil y seccion longitudinal del puente de inercia variable analizado en el estudio. Secciones trans-
versales analizadas.

La figura 13 muestra las distribuciones de temperaturas correspondientes a los instantes
en Jos que se induce el maximo gradiente térmico para cada una de las secciones transversa-
les analizadas. Tales distribuciones se presentan segiun diferentes ejes verticales, para poder
visualizar la distinta respuesta térmica segin el eje vertical que se contemple.

A la vista de los resultados presentados en esta figura, puede apreciarse que la tempera-
tura en el tercio central del eje vertical de simetria del alma permanece pricticamente cons-
tante, aumentando de valor tanto mas cuanto mayor es el canto de la seccion analizada.
Dicha respuesta térmica viene originada por el hecho de que cuanto mayor es ¢l canto, me-
nor es la superficie en sombra de las almas, apareciendo asi fuentes de calor en el contorno
lateral de la seccién que hacen que aumente la temperatura en sus proximidades. Este efecto
también puede apreciarse, aunque de forma mucho mds leve, al comparar las distribuciones
térmicas en las alas inferiores de las tres secciones analizadas.
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Fig. 13. Distribuciones de temperaturas, segun el eje vertical de simetria del alma y seg(n el eje de simetria
de la seccion, correspondientes al instante de maximo gradiente térmico, para las diferentes secciones trans-

versales contempladas en el estudio.

La figura 14 muestra los valores méximos alcanzados por los gradientes térmicos verti-
cales y los rangos diarios de la temperatura media. En ambas graficas puede apreciarse que,
en secciones proximas a los apoyos intermedios, tanto los gradientes maximos como los in-
crementos relativos diarios de temperatura media son menores, verificindose siempre que
la seccién critica frente a la accion térmica ambiental, es decir, aquélla que se ve sometida
a los maximos gradientes y a las maximas expansiones unitarias diarias, es la seccion de cla-

ve del puente (la de menor canto).
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Fig. 14. Influencia del canto sobre el gradiente térmico maximo y

media de la seccion.
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En lo relativo a los gradientes térmicos transversales se observa que éstos adquieren
mayor importancia en secciones proéximas a los apoyos intermedios. En dichas secciones
los cantos son muy elevados y, a pesar de que los voladizos arrojan sombra sobre los pa-
ramentos exteriores de las almas, éstas se encuentran expuestas a radiacion solar en gran
parte de su superficie, lo que hace que la diferencia de temperaturas entre las almas de la
seccion cajon induzca gradientes transversales de una magnitud considerable,

La figura 15 muestra la evolucion diaria de los gradientes transversales para cada una
de las secciones analizadas, asi como los mdximos gradientes inducidos. En dicha figura
puede apreciarse que cuanto mayor es el canto de la seccién, el gradiente térmico transver-
sal maximo aumenta de forma muy considerable, siendo el instante para el cual se generan
dichos méaximos el mismo para las tres secciones analizadas —las 15,50 horas solares— y
proximo al instante en el que se inducen los maximos gradientes térmicos verticales.
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Fig. 15. Evoluciones diarias del gradiente térmico transversal, para las diferentes secciones transversales ana-
lizadas. Gradientes transversales maximos.

El haber obtenido la respuesta térmica de tres secciones transversales de un vano cen-
tral de un puente cajén de inercia variable permite, por otra parte, analizar y cuantificar
la posible influencia del flujo de calor segtin la direccion longitudinal del puente.

La figura 16 muestra la evolucién diaria de la temperatura en diferentes nodos de las
secciones transversales analizadas. La temperatura reflejada en las gréficas es la que se ob-
tiene en dichos nodos mediante la adopcion de un plano de temperaturas equivalente a la
distribucion no lineal de temperaturas.

Puede apreciarse que la diferencia de temperaturas existente a lo largo de una misma
fibra longitudinal entre la seccién de clave y la secciéon de apoyo, distantes entre si 50 me-
tros, es poco significativa, siendo la maxima diferencia del orden de los 3,5°C. Tal dife-
rencia maxima tiene lugar en aquellas fibras pertenecientes al alma sobre la cual incide ra-
diacién solar. Para dichas fibras la temperatura es algo mds elevada en las secciones cerca-
nas a la zona de apoyos intermedios. De ah1 que las lineas de flujo llevarian el sentido de
apoyos hacia clave, con lo cual un resultado inmediato serfa la disminucién del gradiente tér-
mico transversal en las zonas de apoyo y, por consiguiente, una mayor uniformidad a lo
largo de la directriz, en lo que se refiere a la magnitud de esta accidon térmica. No obstante,
como se puede constatar en las gréficas presentadas en la figura 16, dicho flujo siempre serd
de poca entidad.
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Fig. 16. Evoluciones diarias de la temperatura, en diferentes nodos de las secciones transversales analizadas.

3. LA RESPUESTA TERMICA EN TABLEROS DE PUENTES CAJON
MULTICELULARES

El objetivo de este apartado es realizar un andlisis comparativo de la respuesta térmica,
a nivel seccién, de los puentes cajon unicelulares y multicelulares, frente a los efectos tér-
micos ambientales. Se cree oportuno sefialar previamente que no se entra en este apartado
en la discusién sobre la eleccion de la tipologia transversal en base a aspectos resistentes o
de ejecucion, sino que se atiende unicamente al comportamiento y respuesta térmica de
ambas tipologfas. El estudio comparativo se basa en el andlisis de dos secciones cajon, de
dos y tres almas, con un mismo ancho de tablero, de 14 metros, ancho para el cual parecen
adaptarse de forma idénea ambas tipolog{as (Mathivat (6)).

Las secciones cajon analizadas, con canto y ancho de tablero iguales, se muestran en la
figura 17. El criterio de eleccién del espesor de las almas se ha basado en el supuesto de
que las dos vigas cajon sean equivalentes desde el punto de vista de su resistencia a cortan-
te (deducidos los didmetros de las vainas de un pretensado genérico, alojadas en cada una de
las almas).
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Fig. 17. Secciones cajon, unicelular y bicelular, analizadas.

Las condiciones ambientales y de emplazamiento para llevar a cabo el andlisis compa-
rativo de la respuesta térmica de ambas tipologias transversales son las correspondientes al
estudio de referencia (puentes emplazados en Calgary, 51,03°N, azimuts nulos, rangos de
variacion de la temperatura ambiente de 20°C y analizados ambos el dfa 21 de Marzo) (el
resto de condiciones fisicas y estructurales puede verse en la tabla ).

La figura 18 muestra las evoluciones diarias del gradiente térmico y de la temperatura
media, para las diferentes secciones, unicelular y bicelular, analizadas. En ella puede ob-
servarse que ambas funciones evolucionan de forma periédica a lo largo del dfa, visualizdn-
dose el siempre existente desfase temporal entre los instantes para los cuales se generan los
minimos y maximos de dichas funciones (préximo a las 2 horas).

GRADT (°C)

" Secion unicelular
6k Seaxon bicelular

t{horcs
dia solar)

t(horas
dia solar)

b) Temperatura media de la seccion

Fig. 18. Evoluciones diarias del gradiente térmico y de la temperatura media, para las secciones cajon, unice-
lular y bicelular, analizadas.
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Por otra parte, puede apreciarse que los rangos diarios del gradiente y de la tempera-
tura media son ligeramente superiores en la seccidén unicelular, Ello no es debido al hecho
de que la seccidon presente una Unica célula sino a que la relacion ancho de tablero-ancho
de losa inferior es, en general, mayor en la secciéon unicelular que en la bicelular. Ello acen-
tha el efecto de la radiacién solar sobre el tablero v provoca, a su vez, un aumento de los
maximos gradientes térmicos.

A continuacién, en la tabla 3 se presentan los valores méximos alcanzados por las di-

ferentes solicitaciones térmicas en las secciones cajon unicelular y bicelular analizadas.

TABLA 3

Solicitaciones térmicas maximas, en las secciones cajon unicelular y bicelular analizadas

Solicitaciones Seccién cajon Seccién cajon
térmicas (°C) unijcelular bicelular
Maximo gradiente vertical 11,5 109

Maximo gradiente transversal

Incremento relativo diario de
temperatura media de la sec-
cién

Mixima diferencia de tempe-

raturas entre el aire de la célu-

(alas 15,50 horas)
0,0
Tm mdx — Tmmin =29
(alas 17,0 horas)
—(—64)(alas 7,0 horas) = 9,3

144
(alas 2,0 horas)

(alas 15,50 horas)

0,1
(a las 2,5 horas)

Tm mdx — Tm min =2 4
(alas 17,0 horas)
—(-5,8)(alas 7,0 horas) = 82

14 4 (célula 1)
142 (célula 2)

Jay el ambiente exterior

(alas 2,0 horas)

La observacion de dichos resultados permite concluir que las diferencias son poco
significativas y que si éstas existen son de cardcter cuantitativo y se deben tnicamente al
diferente valor que adopta la relacion ancho de tablero-ancho de losa inferior y no al hecho
de estar en presencia de una seccion cajon uni o bicelular. En general, y en base al valor
que adopta dicha relacion geométrica, los puentes cajon multicelulares se veran sometidos
a menores gradientes térmicos verticales que los unicelulares y son mds susceptibles de verse
solicitados con gradientes térmicos transversales. Por otra parte, el sentido en el que actian
todos los pardmetros y variables que influyen en el fenémeno de la transmision de calor es
el mismo para puentes cajon unicelulares y multicelulares.

4. PUENTES CAJON UNICELULARES. ACCIONES TERMICAS DE DISENO

La metodologia de obtencion de las acciones térmicas de disefio en puentes cajon es
idéntica a la utilizada en el caso de puentes losa, y se expone con todo detalle en Mirambell
y Aguado (7). La aplicacion de dicha metodologfa al caso de puentes cajon de hormigén
emplazados en la Penfnsula Ibérica, permitird obtener las diferentes acciones térmicas
—rango anual de la temperatura media del puente, gradientes térmicos verticales y transver-
sales y solicitaciones térmicas transversales— que hay que considerar en el disefio. Recorde-
mos que dichas acciones térmicas vienen definidas mediante su valor caracterfstico asociado
a un nivel de confianza en el entorno del 5 por 100, Esta forma de actuar presenta la venta-
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ja de mostrar una coherencia tedrica con lo propugnado por las normativas vigentes en
nuestro pais, en lo que se refiere a la definicién de las acciones que hay que considerar en
proyecto y a las posteriores conibinaciones de acciones.

Para la determinacién de las acciones térmicas de disefio se hace necesario conocer da-
tos relativos a diversos parametros climatoldgicos y ambientales en el lugar de emplazamien-
to del puente, los cuales se pueden encontrar en las diferentes publicaciones del Instituto
Nacional de Metereologia. El niumero de estaciones metereoldgicas principales contempla-
das en el estudio es de 58 y con ellas se cubre ampliamente la geografia peninsular y la
diversidad de climas existente en nuestro pais (Mirambell y Aguado (7)).

Un estudio exhaustivo de la tipologia transversal de tableros cajon, llevaria consigo el
analizar multiples secciones transversales, con lo cual la casuifstica existente serfa muy ex-
tensa y la interpretacion de resultados seria muy farragosa. Ello dificultaria la tarea de po-
der definir, de forma ma4ds o menos simplificada, pero con rigor cientifico, unas reglas de
disefio atiles para el proyectista de puentes de hormigén.

As1 pues, se procede a adoptar una seccidon de referencia, que se presenta en la figura
19, la cual se estima es representativa de los puentes cajon, realizdndose sobre ella diferentes
estudios relativos a puentes unicelulares emplazados en las estaciones meteorolodgicas princi-
pales de nuestro pafs.
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Fig. 19. Seccién transversal de referencia, adoptada para la determinacion del valor caracteristico de las ac-
ciones térmicas en tableros de puentes cajon emplazados en nuestro pafs.

Con posterioridad, los resultados obtenidos se corrigen en base a determinados factores
de correcciéon que contemplan la influencia de diversos pardmetros sobre la respuesta térmi-
ca de los puentes cajon unicelulares.

4.1. Rango anual de la temperatura media
4.1.1. Rango de referencia

El rango anual de la temperatura media del puente, viene definido por la diferencia
entre la temperatura media maxima y la temperatura media minima del puente, a lo largo
del afio, en el lugar de emplazamiento considerado y depende fundamentalmente del rango
anual de la temperatura ambiente existente en dicho lugar de emplazamiento.

Las temperaturas ambientes adoptadas en los diferentes emplazamientos, correspon-
dientes a cada una de las estaciones metereoldgicas analizadas, pueden encontrarse en Mi-
rambell (1).

Los resultados obtenidos para el rango anual de la temperatura media del puente ca-
jon analizado, se presentan de forma gréafica en la figura 20.
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Fig. 20. Mapa peninsular de isolineas del rango anual de referencia de la temperatura media en puentes
cajon (seccidn transversal de referencia en figura 19).

Si comparamos dichos resultados con los obtenidos para puentes losa maciza (Miram-
bell y Aguado (7)), se observa que los valores de los rangos anuales para ambas tipologias
se encuentran muy proximos, siendo ligeramente superiores para la tipologfa de tablero
cajon (se verifica aproximadamente que ATyyente cajon = 1,03 + 1,04 ATpyente 1osa maciza)-

En el caso de que se desearan conocer los rangos anuales de la temperatura media para
ambas tipologias transversales a través de la formula propugnada por la normativa espafiola
vigente (EP-80), se obtendria para el puente cajoén unicelular un rango anual de 30,3°C,
y para el puente losa maciza un rango de 29,5°C, lo que da una relacién entre ambos valores
de 1,03. Ello permite afirmar que la correccién introducida en la expresién de la normativa,
relativa al espesor ficticio de la pieza, se ajusta a lo obtenido mediante métodos mas sofis-
ticados. No obstante, también es claro que las variaciones anuales de la temperatura media
obtenidas mediante la aplicacion de dicha expresion, distan de las obtenidas en este estudio.
Tales diferencias son debidas a la no consideracién del rango anual de la temperatura am-
biente en el lugar de emplazamiento del puente.

En el mapa de isolineas de la figura 20 se aprecian, al igual que ocurr{a en la tipologia
de tablero losa, cuatro regiones claramente diferenciadas:

— Las vertientes cantdbrica y atldntica.
— La zona sur.

-- El levante.

— Lameseta.
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Los rangos mas elevados de la temperatura media del puente se presentan en la zona de
la meseta, siendo las ciudades de Ciudad Real y Albacete las que muestran el valor méximo
absoluto de 40,9°C. Los valores de las isolineas disminuyen a medida que nos acercamos al
litoral peninsular, encontrandose los minimos en la vertiente atldntica y cantédbrica —Finis-
terre, 19,2°C, La Corufia, 20,2°C, Santander, 19,8°C, Gijon, 20,9°C—.

4.1.2. ‘Factores de correccion

Del conjunto de variables no contempladas en el andlisis de forma intrinseca, sélo se
analizard la influencia del canto total del tablero, ya que los restantes pardmetros no influ-
yen de forma significativa sobre la respuesta térmica (Mirambell (1)). Para poder determinar
el valor de dicho factor corrector se estudian diversas secciones transversales de puentes
cajén unicelulares, con diferentes cantos de tablero. Los espesores de alas y el canto del
alma varfan en sus dimensiones de forma proporcional a como varfa el canto total del
tablero con respecto al canto de la seccion de referencia (véase figura 19). Los analisis
térmicos de dichas secciones transversales se han llevado a cabo en diferentes estaciones
meteorologicas del pafs, cubriendo de forma sobrada la geografia y climatologia de la
Peninsula Ibérica. Los resultados obtenidos permiten definir de forma gréfica el factor
de correccion ky, relativo al canto total del tablero cajon (figura 21). Para valores inter-
medios puede realizarse una simple interpolacion lineal.

K¢ . factor corrector relativo
150+ al canto del tablero
106
— 10 .
100p - —~——- e, 037 095 093
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! ' |
] | | |
| | | |
0.50+ t | | |
{ ! | |
} | i ! h, canto total del
I | I i tablero cajon(m)
1,67 222 278 333

Fig. 21. Factor de correccion ky, relativo al canto del tablero, para determinar el rango anual de disefio de
la temperatura media, en puentes cajon.,

4.1.3. Método de obtencion
El método que hay que seguir de cara a la obtencién del rango anual de la tempera-
tura media de un puente cajoén unicelular es el siguiente:

— Situacion del lugar de emplazamiento del puente.

— Obtencién, para dicho lugar, del rango anual de referencia de la temperatura media
del puente, en base a lo representado en el mapa peninsular de isolfneas de la figura
20.

— Obtencion del factor de correccion k;, relativo al canto del tablero, a partir de la
grafica de la figura 21.

— El rango anual de la temperatura media del puente que hay que considerar en disefio
es:

AT = k1 . ATreferencia (3
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4.2. Gradiente térmico vertical positivo

4.2 1. Gradiente de referencia

La determinacion del valor caracteristico de dicha accién térmica depende, fundamen-
talmente, de la radiacion solar global media mensual mdxima existente en el lugar de empla-
zamiento del puente. Los valores de la radiaciéon adoptados en este estudio pueden encon-
trarse en Mirambell (1).

Los resultados obtenidos para los gradientes térmicos se muestran, de forma grafica,
en la figura 22, en donde se representa un mapa peninsular de isolineas del gradiente térmi-
co para puentes cajon unicelulares con un canto de tablero de 2,22 metros.
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Fig. 22. Mapa peninsular de isolineas del gradiente térmico de referencia, en puentes cajon (seccién trans-
versal de referencia en figura 19).

En esta figura puede observarse que las zonas geogrificas en donde los gradientes tér-
micos de disefio son més elevados son la cuenca del rfo Guadalquivir —gradientes en torno a
los 12°C—, en la zona centro cercana a las provincias de Madrid, Toledo y Guadalajara —gra-
dientes en torno a los 10°C— y en determinadas estaciones metereoldgicas, como son las de
Orense y Ponferrada —gradientes de 10°C—.

Las zonas de minimos se sittian proximas al litoral, a excepcidn de la provincia de Huel-
va, presentdndose tales minimos en las estaciones metereologicas de Finisterre, 5,4°C, La
Coruiia, 5,6°C y Tarifa, 5,9°C.
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A la vista de lo observado en esta figura y si comparamos los resultados obtenidos con
los obtenidos para tableros de puentes losa (Mirambell y Aguado (7)), puede afirmarse que
no existen diferencias cualitativas substanciales entre la respuesta térmica de ambas tipolo-
gfas, en lo que se refiere a la obtencién de los gradientes térmicos de disefio.

Sin embargo, desde un punto de vista cuantitativo, se aprecian diferencias notables que
se traducen en una disminucién del valor del gradiente térmico de disefio de los puentes ca-
jon unicelulares con respecto al de los puentes losa maciza. Dicha reduccién puede situarse,
para todas las estaciones metereologicas contempladas y como término medio, proxima a
un 26 por 100 y es atribuible, fundamentalmente, a la influencia del canto total del table-
ro. Recordemos que la seccién de referencia de la tipologia transversal de puentes losa ma-
ciza presentaba un canto total de 0,60 metros, mientras que la seccién de referencia de la
tipologia transversal de puentes cajon unicelulares presenta un canto total de 2,22 metros.
Ello prueba, una vez maés, la influencia de dicho pardmetro geométrico sobre el valor del gra-
diente térmico que hay que considerar en el disefio de los puentes de hormigon.

4.2.2. Factores de correccion

En lo referente a los parametros geométricos de la seccidon cajon se tendrd en cuenta,
inicialmente, la influencia del canto total del tablero, vista la importancia de los resultados
presentados en el subapartado 2.5 de este articulo. Para ello, se han llevado a cabo diferen-
tes andlisis térmicos de tableros cajén unicelulares, de canto 1,67 metros, 2,78 metros y
3,33 metros, emplazados en diferentes estaciones metereoldgicas, las cuales cubren la varia-
da climatologia existente en nuestro pais. En base a los resultados obtenidos (Mirambell
(1)) es posible definir un factor corrector k, que tenga en cuenta la influencia del canto del
tablero y cuyo valor puede obtenerse a partir de la grafica presentada en la figura 23.

/ Ky , factor corrector relativo
al canto del tablero

150 +

100

0.50

h,canto total del
tablero cajén{m)

Fig. 23. Factor de correccion k,, relativo al canto del tablero, para determinar el gradiente térmico de dise-
fio en puentes cajon.

Otro pardmetro geométrico que hay que considerar en la determinacién del gradiente
térmico de disefio en puentes cajon unicelulares es la relacion ancho de tablero-ancho de
losa inferior. Efectivamente, cuanto mayor es la longitud de los voladizos, manteniendo
constante el canto del alma o el ancho de la losa inferior del tablero, mayor es el gradien-
te térmico vertical. Ello es debido a la influencia que tiene un aumento de la temperatura
en los voladizos, como consecuencia de la radiacion solar incidente. Para poder definir el
factor corrector relativo a este pardmetro se ha procedido a obtener la respuesta térmica de
puentes cajon unicelulares, con diferente longitud de voladizo —1,15 metros, 2,50 metros,
3,85 metros y 5,20 metros—.
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A tenor de los resultados obtenidos (Mirambell (1)) y habiendo sido comprobado que
los valores que adopta el factor de correccion k; correspondiente a esta relaciéon geométrica
son independientes del canto total del tablero, es posible definir dicho factor a través de una
Unica grafica la cual se presenta en la figura 24.
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Fig. 24. Factor de correccién kg3, relativo a la relacién ancho losa superior del tablero-ancho losa inferior,
para determinar el gradiente térmico de disefio en puentes cajon.

Del resto de pardmetros contemplados en el fenémeno de la transmision de calor en
puentes de hormigdn, unicamente el espesor de capa asfiltica de rodadura muestra una
influencia apreciable sobre el valor del gradiente térmico inducido en puentes cajén unice-
lulares.

En efecto, al igual que ocurrfa en las tipologfas de losa maciza o aligerada, se llega a la
conclusién de que cuanto menor sea el espesor de asfalto mayor es el valor del gradiente
térmico. Por otra parte, un andlisis de los resultados derivados de los estudios paramétricos
de la seccién cajon, permite apreciar la existencia de un cierto espesor por encima del cual
los gradientes térmicos inducidos son inferiores al gradiente inducido en el caso en que no se
dispusiera capa asféltica de rodadura (Mirambell (1)).

Para la obtencién del factor corrector relativo a este pardmetro se han llevado a cabo
diversos andlisis térmicos de puentes cajon unicelulares, con diferente canto de tablero y
diferente espesor de capa asfiltica, emplazando aquéllos en distintas estaciones metereo-
l6gicas, representativas de la variada climatologia existente en nuestro pafs.

En base a los resultados obtenidos es posible definir un factor corrector kg4, relativo
al espesor de capa asfiltica de cara a la determinacion del gradiente térmico inducido en
puentes cajén unicelulares; dicho factor varfa de forma paramétrica con el canto total del
tablero, debido a la interdependencia que existe entre ambos (figura 25).

,——h(canfo total) = 400m.

h{canto total) = 3.33m,
/—h(cunfo total) = 2.22m
h(canto total} = 1.67m.

Ky, factor corrector relativo al
espesor de capa asfalfica

espesor asfalto
{cm)

v“ L
50 75 100 125
eeq(h=167)=7.5 cm. A eq(h=333m)=100cm.
Le,qh 2.22m)=83 cm.

Fig. 25. Factor de correccion kg, relativo al espesor de capa asfaltica de rodadura, para determinar el gra-
diente térmico de disefio en puentes cajon.
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4.2.3. Método de obtencion

El método que hay que seguir para la obtencion del gradiente térmico de disefio en
puentes cajon unicelulares es el siguiente:

— Situacién del lugar de emplazamiento del puente.

— Obtencidn, para dicho lugar, del gradiente térmico de referencia, en base a lo repre-
sentado en el mapa peninsular de isolineas de gradiente, mostrado en la figura 22,

— Obtencion del factor de correccién k,, relativo al canto del tablero, a partir de la
grifica mostrada en la figura 23.

— Obtencidon del factor de correccion kj, relativo a la relacién ancho losa superior
tablero-ancho losa inferior, a partir de la grafica mostrada en la figura 24,

— Obtencion del factor de correccidén kg, relativo al espesor de capa asféltica de ro-
dadura, si ésta existe, a partir de las grificas mostradas en la figura 25,

— El gradiente térmico que hay que considerar en disefio es:

referencia (4)

4.3. Otras acciones térmicas
4.3.1. Gradiente térmico vertical negativo

Los mayores gradientes térmicos negativos (0 inversos) aparecen en meses de invierno
y tienen lugar en horas préximas a las 6 horas solares, bajo unas condiciones de baja inten-
sidad de radiacidn solar, un rango diario de temperatura ambiente elevado y una alta veloci-
dad de viento.

A lo largo del desarrollo de los estudios paramétricos de 1a seccion cajéon y de los estu-
dios relativos a la definicién del gradiente térmico y del rango anual de la temperatura me-
dia, no se han observado gradientes negativos cuyo valor absoluto fuera superior a los 1,5°C.
No obstante, para poder definir con mayor rigor el gradiente vertical negativo de disefio en
puentes cajén unicelulares, se ha procedido al estudio de la respuesta térmica de un puente
cajon unicelular, adoptando como seccién transversal la de referencia (véase figura 1) y
emplazando éste en una estacién metereologica que proporcione unas condiciones de tem-
peratura y radiacion similares a las mencionadas en el pdrrafo anterior. Dicha estacion puede
ser la de Vitoria para la cual, en el mes de Diciembre, se registra un minimo niimero medio
mensual de horas de sol, una mfnima radiacién solar global media mensual y un rango de
temperatura ambiente elevado. Los resultados de este estudio muestran que el mdximo gra-
diente vertical negativo acaece a las 6,16 horas solares y su valor es de —2,2°C,

Por consiguiente, y conociendo que esta accion térmica puede correlacionarse con di-
versos pardmetros, aunque dichas correlaciones no son facilmente visibles, parece idoneo
adoptar un gradiente vertical negativo de disefio de —2°C. Cabe comentar, por tltimo,
que, si se dispone capa asfiltica de rodadura, no es necesaria la consideracion en disefio de
esta accion térmica.

GRADnegativo = - 2>OOC

GRADqegativo = 0°C (si existe capa asféltica) )
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4.3.2. Gradiente térmico transversal

El considerar esta acci6n -térmica en disefio, s6lo tiene sentido si existe la certeza de
que vaya a incidir radiacion solar directa sobre los paramentos laterales de la seccion cajon.,
Ello genera fuentes de calor en dichos paramentos que hacen que la respuesta térmica, se-
glin un eje horizontal, no sea simétrica y que, por lo tanto, la integral de los momentos de
las temperaturas de cada uno de los filamentos en los que se ha discretizado la seccion trans-
versal, induzca una curvatura térmica impuesta horizontal no nula,

Asimismo, un andlisis de los resultados derivados de los estudios paramétricos (Miram-
bell (1)) permite concluir que cuanto mds préximos nos situemos en el tiempo al solsticio
de invierno, mayores son los gradientes térmicos transversales inducidos, debido a que la
inclinacién de los rayos solares con respecto a un plano tangente a la superficie terrestre es
menor.

Es evidente que este hecho también se presenta en puentes losa maciza pero, debido a
la propia tipologia de estos puentes, la influencia de la radiacién solar incidente sobre los
paramentos laterales en el valor del gradiente transversal es minima. Ello no es asf en puen-
tes cajon, en donde la masa de hormigdn segiin un eje horizontal se concentra alrededor de
las dos almas, viéndose una de ellas sometida a mayor temperatura que la otra y generdn-
dose asf gradientes térmicos transversales de cierta relevancia.

Los resultados relativos a la respuesta térmica de un puente cajon unicelular con sec-
cion transversal la de referencia (véase figura 1), emplazado en una latitud elevada de la Pe-
ninsula Ibérica y con unas condiciones ambientales y climatolégicas apropiadas para obte-
ner el méaximo gradiente térmico transversal, muestran que éste acaece en el mes de Di-
ciembre y su valor es de 2,5°C (Mirambell (1)).

Como ya se ha comentado con anterioridad, el gradiente transversal depende de la in-
clinacién de los rayos solares, es decir, de la altitud solar. Sabiendo que esta coordenada
angular varfa entre 0° y 90°, dependiendo del dfa del afio, de la hora del dfa y de la latitud,
puede adoptarse para dicha coordenada un valor medio de § = 45°, Bajo esta condicion de
altitud solar, parece idéneo el adoptar la hip6tesis de que, cuando el paramento lateral
se encuentre en sombra en un 50 por 100 de su longitud como minimo, se desprecie la
influencia de la radiacién solar incidente en el paramento lateral de la seccion cajon, y vi-
ceversa.

Asi, y en base a estos comentarios y a los resultados obtenidos a lo largo de los estu-
dios paramétricos realizados, pueden establecerse los siguientes valores de disefio para el
gradiente térmico transversal:

GRAD\ransversal = 2,9 + 3°C (longyoladizo < 0,5 cantogima)

6
GRADzansversat = 0°C (longyoladizo > 0,5 cantogyma) ©
Conviene sefialar que, en puentes cajon de inercia variable, la primera de las dos condi-
ciones geométricas presentadas en la expresion (6) se verifica con suma facilidad en seccio-
nes proéximas a los apoyos intermedios, generdndose gradientes transversales que pueden
incluso superar los 3°C. No obstante, hay que tener presenta que, para estos casos, la cur-
vatura térmica impuesta horizontal no es constante a lo largo de la directriz sino que es
maxima en zonas cercanas a los apoyos intermedios y minima, e incluso nula en algunos
casos, en secciones proximas a la seccién de clave del vano, Por ello, parece 16gico adoptar
en estos casos un gradiente constante a lo largo de la directriz, igual al que se propone en
la expresién (6).
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Asimismo, es importante destacar la influencia del azimut sobre el valor del gradiente
térmico transversal. En el caso de que el azimut del puente se encuentre comprendido entre
—22,5° y + 22,5°, es decir, el puente presente una direcciéon Este-Oeste o préxima a ésta,
es claro que unicamente incidird radiacién solar directa en uno de los dos paramentos la-
terales del puente. En este caso tiene sentido el definir un gradiente transversal y adoptar
como valor de disefio el propuesto en (6). Sin embargo, para otras orientaciones del puen-
te, puede incidir radiacién solar sobre ambos paramentos laterales. Aunque dicha inciden-
cia no ocurre simultdneamente, puede onservarse la existencia de un cierto equilibrio tér-
mico segin el eje horizontal y es por ello por lo que, para tales orientaciones del puente,
se puede prescindir de los efectos originados por el gradiente térmico transversal.

4.3.3. Solicitacién térmica transversal

~ Los efectos originados por la solicitacién térmica transversal se ven recogidos de forma
global si lo que se define como accidon térmica es la diferencia de temperaturas existente
entre el interior de la célula y el ambiente exterior.

El seguimiento hora a hora de dicha diferencia de temperaturas, permite visualizar los
instantes criticos para los cuales la solicitacion térmica transversal es mds desfavorable. A
to largo del desarrollo de los estudios paramétricos, se observa que las maximas diferencias
positivas entre la temperatura de la célula y la del ambiente exterior acaecen en instantes
proximos al de mfnima temperatura ambiente, mientras que las méiximas diferencias ne-
gativas tienen lugar en instantes proximos al de médxima temperatura ambiente que, en es-
te caso, se situa en el tiempo, préximo al instante de mdximo gradiente térmico (Miram-
bell (1)).

Por consiguiente, es interesante destacar que el andlisis tensional transversal no se pue-
de limitar al estudio de la diferencia de temperaturas entre célula y ambiente exterior en
instantes cercanos al de méximo gradiente térmico sino que también debe ser contempla-
do el instante para el cual el gradiente vertical es minimo (Mirambell (1), Prakash Rao (8)).

Realizando un repaso a los resultados derivados de los estudios paramétricos, presen-
tados en la tesis doctoral de E. Mirambell (1), relativos a cada una de las variables analiza-
das, se llega a la conclusién de que las diferencias de temperatura entre el interior de la cé-
lula y el ambiente exterior, dependen fundamentalmente del dfa del afio, del rango diario-
de la temperatura ambiente y de la velocidad de viento en el lugar de emplazamiento del
puente, observandose que tales diferencias, positivas y negativas, son médximas en meses de
verano de méaxima intensidad de radiaciéon solar (Junio y Julio).

Diversos andlisis de puentes emplazados en estaciones metereolégicas de nuestro pafs
en donde se han registrado alta radiacion solar, baja velocidad de viento y un elevado rango
diario de temperatura ambiente, condiciones éstas que propician las mayores diferencias
térmicas entre el interior y el exterior del puente cajon, han dado como resultados una
méxima diferencia positiva de 14,2°C y una mdxima diferencia negativa de —6,1°C.

En base a todo lo expuesto con anterioridad, se recomienda considerar en disefio, de
cara a la obtencion de las tensiones térmicas transversales en puentes cajon, las siguientes di-
ferencias de temperatura entre el interior de la célula y el ambiente exterior:

Te¢uia — Tambiente = 14,0°C (enfriamiento del tablero)

(7

Teétuta — Tambiente = — 6,0°C (calentamiento del tablero)
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Dichos valores deben ser especialmente considerados en aquellos lugares de emplaza-
miento en donde se hayan registrado aumentos o descensos repentinos de la temperatura
ambiente exterior.

5. PUENTES CAJON MULTICELULARES. ACCIONES TERMICAS DE DISENO

La observacion de los resultados derivados de los estudios paramétricos relativos a esta
tipologfa transversal, permite afirmar que los rangos diarios y anuales de la temperatura me-
dia de los puentes cajon multicelulares son ligeramente inferiores a los correspondientes a
puentes cajon unicelulares con igual ancho de tablero e igual canto. No obstante, dichas di-
ferencias son muy poco significativas de cara al disefio.

Con respecto a los gradientes térmicos verticales, a igualdad de anchos de losa superior
del tablero y del canto total, dicha acciéon térmica es ligeramente inferior en puentes cajon
multicelulares. Las diferencias obtenidas, de cardcter cuantitativo, se encuentran intima-
mente relacionadas con la relacién geométrica ancho de losa superior del tablero-ancho de
losa inferior. En general, tal relacién es menor en puentes cajén multicelulares y es por ello
por lo que éstos se ven sometidos a menores gradientes térmicos verticales. No obstante, no
es necesario introducir ningin coeficiente corrector relativo a la tipologia de tablero cajéon
multicelular, puesto que dicha relacién geométrica ya se contempla en ¢l factor de correc-
cién ky (véase figura 24) definido a la hora de determinar el gradiente térmico de disefio en
puentes cajon unicelulares.

En cuanto al resto de acciones térmicas que hay que considerar en disefio, no aparecen
diferencias apreciables en funcién del nimero de células, si bien puede sefialarse que, en ge-
neral, los puentes cajon multicelulares son mds susceptibles de verse solicitados con gradien-
tes térmicos transversales que los puentes cajoén unicelulares. No obstante, los valores de di-
sefio propuestos para esta tltima tipologfa (expresion (6)) cubren sobradamente el rango
de gradientes transversales al que pueden verse sometidos los puentes cajén multicelulares.

En resumen, los valores de disefio, mapas de isolineas y expresiones de disefio citadas
en el apartado anterior de este articulo, y aplicables en un principio a puentes cajén unice-
lulares, son perfectamente extrapolables a los puentes cajon multicelulares, sin necesidad de
introducir ningiin nuevo coeficiente corrector.

6. INFLUENCIA DE LA INERCIA VARIABLE SOBRE LAS ACCIONES TERMICAS
DE DISENO

Para visualizar la influencia de la inercia variable sobre los valores adoptados por las
acciones térmicas de disefio —rango anual de la temperatura media del puente y gradiente
térmico— se analiza la respuesta térmica del puente cajon unicelular de inercia variable
que se presenta en la figura 12 de este articulo. Dicho andlisis se centra en la respuesta tér-
mica, a nivel seccional, de tres secciones transversales —seccién de apoyo, seccién interme-
dia proxima a cuartos de la luz y seccidén de clave—.

El puente genérico se emplaza en diversas estaciones metereolégicas del pafs y los re-
sultados relativos al gradiente térmico y al rango anual de la temperatura media, para las tres
secciones transversales, se presentan en la tabla 4.
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TABLA 4

Gradientes térmicos madximos y rangos anuales de temperatura media, en diferentes secciones
transversales de un puente genérico de inercia variable (véase figura 12), emplazado en
distintas estaciones metereoldgicas del pafs

Acciones térmicas: Gradientes verticales (°C) y variaciones anuales de
la temperatura media (°C)
Seccion clave Seccion intermedia Secci6n apoyo
Estacién me-

tereoldgica GRAD AT GRAD AT GRAD AT
Lugo 10,1 27,5 9.2 26,2 7.6 24 8
Finisterre 6,3 194 57 184 47 17,5
Santander 94 20,1 83 190 6,8 18,0
Ledn 9.8 357 93 34,1 79 32,7
Burgos 10,0 32,7 9,2 31,3 78 29,9
Salamanca 9,6 374 9,1 35,7 7.8 342
Barajas 109 40,2 10,1 384 8,6 36,9
Ciudad Real 9,5 412 9.1 395 79 379
Albacete 10,1 41,1 9,6 394 82 37,7
Badajoz 108 37,0 10,1 354 8,7 337
Pamplona 11,6 32,7 10,6 312 89 298
Zaragoza 8,9 346 84 332 7.2 31,8
Montseny 9.8 26,5 88 25,2 73 240
Tortosa 10,1 31,5 9,2 30,0 7,7 28,6
San Javier 9,0 30,5 83 292 70 27,9
Cordoba 134 394 123 375 10,3 35,7
Granada 10,8 409 10,1 39,1 8,7 37,5
Huelva 142 33,7 12,8 318 10,7 299
Tarifa 6,6 21,2 6,1 20,2 52 19,3
Teruel 94 40,2 89 384 7,7 37,0

Los resultados referentes a la variacion anual de la temperatura media en las tres sec-
ciones transversales contempladas, muestran que las diferencias méximas, las cuales apare-
cen, logicamente, entre la seccién de apoyo y la seccion de clave, son pequefias. Por otra
parte, se ha podido comprobar en este andlisis que las temperaturas medias maximas alcan-
zadas en dichas secciones transversales son muy similares, no observdndose diferencias su-
periores a los 3,3°C. Para las temperaturas medias minimas, dichas diferencias son incluso
mis reducidas, no alcanzindose, para ninguna de las estaciones metereologicas analizadas,
una diferencia superior a los 0,8°C.

Asf pues, en lo que se refiere a la determinacién del rango anual de la temperatura
media del puente y a la obtenciéon de los esfuerzos de continuidad debido a la posible
hiperestaticidad de la estructura, dicha accion térmica serd preciso evaluarla, Unicamente,
en la seccion de clave del vano. El rango anual de dicha seccion serd considerado como ran-
go anual de la temperatura media del puente, quedando dicho valor del lado de la seguridad,
puesto que la seccion de clave de un puente de inercia variable es aquella seccion para la cual
la temperatura media maxima es més alta y la temperatura media mfnima es mds baja.

En cuanto al gradiente térmico, los resultados muestran que la influencia de la inercia
variable es significativa. Para algunos de los puentes emplazados en diversas estaciones mete-
reologicas, se aprecian diferencias del 27 por 100 entre los gradientes térmicos inducidos en
la seccién de clave y en las secciones de apoyos intermedios.
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Mathivat (6) obtiene, para diferentes puentes cajéon de inercia constante e inercia varia-
ble, la tensién mdxima de traccidn en la fibra inferior de la seccion de clave del puente, gene-
rada por la actuacién de un gradiente térmico. En base a los resultados obtenidos, llega a la
conclusion de que un puente de inercia variable es aproximadamente una vez y media mas
sensible a dicha accién térmica que un puente de inercia constante. Esta conclusion es vélida
si se supone que el gradiente térmico es constante a lo largo del tablero, hecho éste que,
como se ha demostrado con anterioridad, no se verifica en la realidad.

Planteando el problema en su forma més general, puede obtenerse un gradiente equiva-
lIente, constante a 1o largo de la directriz del puente de inercia variable, que induce el mismo
momento de empotramiento perfecto que induciria la ley de gradientes a la que se ve some-
tida la estructura del puente. Dicho gradiente equivalente viene definido mediante la siguien-
te expresién:

€2 Grad (x) dx

f
Gradequiv =2 Q}; (x) (8)
fO/ dx
h (x)

La integral del denominador, para una variacion parabolica del canto, tiene la siguiente
solucién analitica:

[ h,
arc tg \/—— —1
Y h¢

[
h

C

ffZ/z dx _
0 h(x) 2h

)

siendo £ la luz del vano y h, y h¢ los cantos de la seccion de apoyo y de la seccién de clave,
respectivamente.

En la tabla 5 se presentan los valores de la expresion (9), correspondientes a diferentes
puentes cajon, de inercia variable, con variacion parabdlica del canto, construidos en Francia

y en BEspafia.

A la vista de los resultados presentados en esta tabla, puede adoptarse un valor medio
de dicha integral igual a 18,0. En cualquier caso, la integral de la expresion (9) puede afron-
tarse, de forma sencilla, desde un punto de vista numérico o analftico.

En cuanto a la integral que aparece en el numerador de la expresion (8), ésta no es inte-
grable anal{ticamente, a no ser que, para cada caso, se obtuviera una ley analitica de la distri-
bucion de gradientes a lo largo de la directriz. Ello es realmente complejo y, por lo tanto, la
forma de abordar el problema es hacerlo desde un punto de vista numérico, obteniendo va-
lores del gradiente en una serie de puntos discretos a lo largo de la directriz del puente y
llevando a cabo posteriormente una integraciéon numérica —trapecio, Simpson...—.

Sin embargo, en disefio, el problema puede simplificarse. La figura 26 muestra los per-
files cualitativos de las leyes de gradientes y cantos, y la del cociente entre ambos, para un
puente genérico de inercia variable.
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TABLA S

Valores de la integral fgj 2 dx/h(x), para diferentes puentes cajon, de inercia variable,
construidos en Francia y Espafia

el Ebro

Puente Dimensiones hy/he J; Y2 dx_
0 h(x)
Viaducto de la Fuente 45 25 1,8 21,2
del Azufre w
r 130 M
Puente de los Vados % 2,0 18,2
; 74
52 2.5
Puente de Woippy R 2,1 158
, 102 r
55 .26 i
Puente de Asco sobre ” | 2,1 14,2
|

Puente de Joinville % 24 18,1
Puente de Molins % ‘ 24 18,4

N 125 - |
Puente en Castejon 45 1.8 25 203
sobre el Ebro 3
SR (¢
Puente de Orleans % : 2,6 16,1
—* 113 ,J'l |
Viaducto de Frieira 325 12 2,7 190
sobre el Mifio *
— 85
Viaducto del Barranco 325 1.20 2,7 20,5
de Priego L
g 10,
7.5 ,
Viaducto de Magnan W 2,7 15,1
120
Viaducto de Catoira W 30 19,5
sobre el Ulla » 144 )
q 7t
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A\
Grad (x) K h{x)

a) ley de gradientes b) ley de cantos

Grad{x)/h(x)
aproximacidn AQA
lineal
I: - .[Uz Grad (x) dx
0 h {x)
0 112

¢} ley de gradientes / cantos

Fig. 26. Perfiles cualitativos de las leyes del gradiente térmico, del canto y del cociente entre ambos, para
tramos simétricos de puentes de inercia variable.

La ley Grad (x)/h (x) tiene el mismo perfil cualitativo, independientemente de la for-
ma en como varfa la tipologia del puente de inercia variable a lo largo de su directriz. Apro-
ximando el drea rayada de la figura 26.c por el drea del trapecio, se obtiene que

Grad, n Grad,

h h
fQ/z Grad (x) dx = c a
0 h (x) 2 2

(10)

Légicamente, dicha aproximacion queda del lado de la inseguridad, aunque no de for-
ma excesiva debido a que la funcién Grad (x)/h (x) suele ser muy tendida para la gran mayo-
ria de los puentes de hormigdn de inercia variable.

Ast pues, y teniendo en cuenta la aproximacion llevada a cabo para la integral del deno-
minador de la expresion (8), el gradiente equivalente de diseflo podrd determinarse, en un
primer paso, a través de la siguiente expresion:

Grad, Grad,

+
he hy

L
GRAD = __ ( ) 8 (1

Ahora bien, si se.desea aproximar, con mayor precisiéon, dicho gradiente equivalente,
éste puede determinarse a través de la media de sus dos valores extremos, a saber, el gradien-
te en clave y el gradiente definido en la expresion (11)

Grad, N Grad, ) Q]
he h,

1
GRAD = [G d. +— 2
rade + - (12)

1
2
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Dicha expresion de disefio permite obtener un gradiente equivalente, constante a lo .
largo de la directriz del puente, que queda, en la gran mayoria de los casos, del lado de 1a se-
guridad. En la tabla 6 puede apreciarse que dicho gradiente equivalente, obtenido mediante
la expresion (12), se encuentra proximo al gradiente térmico existente en la seccion trans-
versal situada a cuartos de la luz del vano. El valor obtenido para el gradiente de disefio,
siempre es superior al gradiente térmico que se obtendria como media aritmética de los gra-
dientes existentes en las secciones de clave y apoyos.

TABLA 6

Gradientes térmicos de disefio, en puentes cajén de inercia variable (véase figura 12),
emplazados en diferentes estaciones metereoldgicas

Gradientes térmicos en puentes de inercia variable (°C)

Estacién Gradiente seccién Gradiente seccion Gradiente seccion Gradiente
metereoldgica clave al/4 apoyos de disefio
Lugo 10,1 92 76 9.3
Finisterre 6,3 5,7 47 5.8
Santander 94 83 6,8 8,6
Leén 9.8 93 79 9,1
Burgos 10,0 9,2 7.8 93
Salamanca 96 9,1 78 8,9
Barajas 10,9 10,1 8,6 10,1
Ciudad Real 9,5 9,1 79 8,9
Albacete 10,1 9,6 82 9,7
Badajoz 10,8 10,1 8,7 10,0
Pamplona 116 10,6 8.9 10,7
Zaragoza 89 84 7.2 83
Montseny 9.8 838 73 9,0
Tortosa 10,1 9.2 7,1 9,3
San Javier - 9,0 8,3 7.0 8,3
Cérdoba 134 12,3 10,3 124
Granada 10,8 10,1 8.7 10,0
Huelva 142 128 10,7 13,1
Tarifa 6,6 6,1 52 6,1
Teruel 94 89 7,7 8,8
7. EJEMPLOS

A continuacién se exponen diferentes ejemplos en los que se muestra la metodologia
que se debe seguir para la determinacion de las acciones térmicas de disefio, en diversos
puentes cajon de hormigdn ya construidos y emplazados en la Penfnsula Ibérica.

7.1. Viaductos de acceso al puente de Rande

Estos viaductos presentan una tipologia transversal de tablero cajon unicelular, de can-
to constante e igual a 2,32 metros (ATEP. Realizaciones espafiolas (9)).
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Rango anual de la temperatura media del puente:

Mapa de isolineas (figura 20) . . . .o oo vr it i AT.r = 22,1°C
Factor corrector, relativo al canto (figura21) .......... ... ... .... ky =0,99
Rango anual de temperatura media de disefio (expresiéon (3)) ....... AT=121,9°C

Gradiente térmico:

Mapa de isolineas (figura22) . ...t GRAD,.s = 7,9°C
Factor corrector, relativo al canto (figura23) . .................... k, = 0,98
Factor corrector, relativo a la relacién ancho losa superior - ancho losa

inferior (figura 24) . .. .ot e e k; = 1,05
Factor corrector, relativo al espesor de asfalto (figura 25):

—SIN aS a0 e k4 = 1,00
—eSPESOT = 7,0 CIMS & .\ ittt e e e ks = 1,11
Gradiente térmico de disefio (expresion (4)):

—8in asfalto . ... GRAD = 8,1°C
—eSPESOT = 7,0 CIMS . . .\ttt i et e e e GRAD = 9,0°C

Gradiente térmico inverso:

Gradiente térmico inverso de disefio (expresion (5)):
—sinasfalto .. ... . ... .. GRADy = — 2°
—espesor= 7,0 CIMS . . .. .. e GRADy¢g =

Gradiente térmico transversal:

Gradiente térmico transversal de disefio (expresion (6)) . ....... GRADpansy = 0°C

Solicitaciones térmicas transversales:

Solicitaciones térmicas transversales de disefio (expresion (7)) .. Teei—Tamp = 14°C
Teer—Tamb = — 6°C
7.2. Puente Ingeniero Carlos Fernandez Casado

Este es un puente atirantado, cajon tricelular, de canto constante igual a 2,40 metros
(Manterola y Ferndndez Troyano (10)).

Rango anual de la temperatura media del puente:

Mapa de isolineas (figura 20) . .. .. ... it ATr = 28,0°C
Factor corrector relativo al canto (figura21) . ..................... ky = 0,99
Rango anual de la temperatura media de disefio (expresion (3)) ...... AT = 27,7°C

Gradiente térmico:

Mapa de isolfneas (figura 22) . ......co oo, . GRAD,r = 8,6°C
Factor corrector relativo al canto (figura23) . .......... ... k, = 0,96
Factor corrector relativo a la relacién ancho losa superior - ancho losa

inferior (figura 24) .. ... . . k; = 0,94
Factor corrector relativo al espesor de asfalto (figura 25):

—sinasfalto ........ .. ... ks = 1,00
—eSPeSOT= 7,0 CMS .. ..ot ks = 1,12
Gradiente térmico de disefio (expresion (4)):

—sinasfalto ........ .. . .. .. GRAD = 7,8°C
—eSPESOT = 7,0 CIMS . .\ vttt e e GRAD = 8,7°C
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Gradiente térmico inverso:

Gradiente térmico inverso de disefio (expresion (5)):
—sin asfalto . ........ PP GRADye = — 2°C
—espesOr = 7,0 CIMS . ...\ttt ettt GRADye, = 0°C

Gradiente térmico transversal:

Gradiente térmico transversal de disefio (expresién (6)) ... .. ... GRAD;4s = 0°C

Solicitaciones térmicas transversales:

Solicitaciones térmicas transversales de disefio (expresion (7)) ... Teeg—Tamp = 14°C
Teet—Tamp = -6°C
7.3. Puente de Molins de Rey

Es un puente cajon unicelular, de inercia variable, de 125 metros de luz de vano y can-
to variable de 2,50 metros en clave a 6,0 metros en apoyos (ATEP. Realizaciones espafiolas

9)).

Rango anual de la temperatura media del puente:

Mapa de isolineas (figura20) . ... ... ..ot AT, s = 26,4°C
Factor corrector relativo al canto (figura21) ......... ... ... . .... k, = 0,985
Rango anual de temperatura media de disefio (expresién (3)) ....... AT = 26,0°C

Gradiente térmico:

Mapa de isolfneas (figura 22) ..., GRAD; = 8,4°C
Seccion clave:

Factor corrector relativo al canto (figura23) ...................... k, = 0,94
Factor corrector relativo a la relacion ancho losa superior - ancho

losa inferior (figura 24) . ... .. e k; = 0,99
Factor corrector relativo al espesor de asfalto (figura 25):

—sin asfalto ... ks = 1,00
—eSPESOT = 7,0 CINIS o\ ottt e e e kg = 1,13
Gradiente en clave (expresion (4)):

—sin asfalto ... .. ... GRAD¢ye = 7,8°C
—eSpesSOr=T,0CIMIS . ...\ttt e GRAD_jye = 8,8°C
Seccién apoyos:

Factor corrector relativo al canto (figura23) ...................... k, = 0,75
Factor corrector relativo a la relacién ancho losa superior - ancho

losa inferior (figura 24) . .. .. i e k; = 0,99
Factor corrector relativo al espesor de asfalto (figura 25):

—sinasfalto .. .... ... ... ks = 1,00
—e8pesor= 7,0 CMS ... ... ittt e ks = 1,29
Gradiente en apoyos (expresion (4)):

—sinasfalto ......... .. ... . . .. .. GRADypoy0s = 6,2°C
—espesor=T,0CMS ... ...t GRADgpoyos = 8,0°C
Gradiente térmico de disefio (expresion (12)):

—sin asfalto .. ... ... e GRAD = 7,5°C
—eSPeSOTr = T,0CIMS .. o\ttt vttt et GRAD = 8,6°C
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Gradiente térmico inverso:

Gradiente térmico inverso de disefio (expresion (5)):
—sinasfalto ....... ... ... .. GRADyeq = — 2°C
—espesor = 7,0 CIMS ... ...t GRADye = 0°C

Gradiente térmico transversal:
Gradiente térmico transversal de disefio (expresion (6)) ... ... .. GRADyans = 0°C

Solicitaciones térmicas transversales:

Solicitaciones térmicas transversales de disefio (expresion (7)) ... Teep—Tamp = 14°C
TOE:]—Tamb = — 6°C

8. ANALISIS COMPARATIVO PRESENTE ESTUDIO-NORMATIVA

En la tabla 7 se recogen, de forma resumida, las diferencias més significativas entre lo
derivado del presente estudio y lo preconizado por la normativa nacional vigente, en lo que
se refiere a la cuantificacién de las acciones térmicas de disefio en puentes cajon de hormi-
goén.

Conviene sefialar, en primer lugar, que la normativa nacional vigente trata la problema-
tica de los efectos térmicos ambientales en puentes de hormigén, con excesiva simplicidad,
no contemplando diversos factores ambientales, geométricos y estructurales, que influyen
de forma significativa en los valores de las acciones térmicas que se deben considerar en el
disefio de los puentes cajon de hormigén.

Los pardmetros contemplados de forma intrinseca en el presente estudio son:

— Ellugar de emplazamiento del puente.

— El rango dijario y anual de la temperatura ambiente en dicho lugar de emplazamiento.
— La velocidad del viento.

— La radiacidn solar.

Los pardmetros no contemplados de forma directa en el andlisis, pero que son conside-
rados en el estudio a través de los correspondientes factores de correccion, atienden a:

— La tipologia transversal del tablero, fundamentalmente el canto y la relacion geomé-
trica ancho de la losa superior del tablero - ancho de la losa inferior.

— El espesor de la capa asfaltica de rodadura.

De nuevo, al igual que ocurre en la tipologia transversal de puentes losa (Mirambell
y Aguado (7)), puede observarse que la correccion relativa al espesor ficticio de la pieza,
en la expresidon que preconiza la normativa nacional vigente de cara a la obtencion del in-
cremento y decremento uniforme de la temperatura media del puente, refleja de forma
fidedigna la influencia de la tipologia y canto del tablero. No obstante, las variaciones oca-
sionadas por la propia diversidad de la climatologfa existente en nuestro pafs son mucho mds
acuasadas.

En lo referente a la definicién del gradiente térmico de disefio en puentes cajon, se
observa que éste, definido mediante su valor caracterfstico, dificilmente alcanza el valor de
10°C preconizado por la normativa, ocurriendo ello Ginicamente para aquellos puentes cajon
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TABLA 7

Valores de las acciones térmicas de disefio, en puentes cajon, segin la normativa nacional vigente y segiin

el presente estudio

Acciones térmicas de disefio en puentes cajon de hormigon (°C)

AT = £(20-0,75/¢)

Rango anual Normativa La Unica variable considerada es el espesor ficticio. No se parte de
dela ninguna informacién climatoldgica. La temperatura de 20°C pare-
temperatura ce atender a un valor medio anual peninsular.
media del
puente AT =k; . AT,
Presente Se considera el canto del tablero y las condiciones ambientales y
estudio climatoldgicas existentes en el lugar de emplazamiento del puente.
GRAD =100
Normativa Queda a juicio del proyectista. No considera ninguna variable.
Gradiente Presente GRAD =k, .k; . ks . GRAD ¢
térmico estudio Se considera la tipologia transversal del tablero, —canto y relacion
ancho losa superior-ancho losa inferior—, el espesor de capa asfal-
tica de rodadura y la climatologia existente en el lugar de emplaza-
miento del puente.
Normativa | = = = — —
Gradiente Presente GRADneg =-20
térmico estudio Si se dispone capa asféltica de rodadura, no es necesaria su conside-
inverso racion en disefio.
Normativa - — - = —
Gradiente Presente GRAD ey =2.5+3,0
térmico estudio (Si longitud, g0 < 0,5 cantoy..)
transversal Sila longitud del voladizo es mayor que la mitad del canto del alma,
no es necesaria su consideracién en disefio.
Para azimuts <-22,5° y azimuts >>22,5%, no es necesaria su consi-
deracion en diseflo,
Normativa | - = — = —
Solicitacion Presente T tuta-Tambiente = 14,0 (enfriamiento tablero)
térmica estudio T eétuta-Tambiente = —00 (calentamiento tablero)
transversal Debe ser especialmente considerada en emplazamientos con descen-
sos repentinos de la-temperatura ambiente.
Normativa { = - = — =
Influencia
de la Presente Unicamente significativa en el valor del gradiente térmico.
inercia estudio 1 1 Grad, Grad,
variable GRADgyyy, = = | Gradg + — (- + ) . luz
2 72

h

C a
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.emplazados en la cuenca del rio Guadalquivir y en determinadas localidades, de forma
puntual.

Asimismo, es de destacar la importancia que adquieren otras acciones térmicas, como
son las solicitaciones transversales por temperatura y el gradiente transversal, las cuales, en
algunos casos, han sido la raz6n desencadenante de diversas patologias observadas en puen-
tes cajon de hormigén. A tales acciones térmicas la normativa no hace ninguna alusion.

9. CONCLUSIONES

Del andlisis de los resultados derivados del presente estudio, pueden extraerse las si-
guientes conclusiones relativas a la respuesta térmica de los tableros cajon y a las acciones
térmicas que hay que considerar en disefio:

— La obtencion de unas distribuciones de temperaturas en tableros de puentes cajon
de hormigén, acordes con la realidad fisica del problema, pasa necesariamente por la
consideracion de dominios bidimensionales v flujos calorificos bidireccionales y por
la consideracion de la evolucion de la temperatura en el interior de las células.

— Los pardmetros geométricos que muestran una mayor influencia sobre la respuesta
térmica del tablero y sobre las acciones térmicas que hay que considerar en disefio
son el canto del tablero y la relaciéon ancho de losa superior-ancho de losa inferior.

— Es de destacar la importancia que adquiere la solicitacién térmica transversal origi-
nada por la diferencia de temperaturas existente entre el ambiente exterior y el in-
terior de las células. Asimismo, en algunos casos, cobra especial importancia el gra-
diente transversal. Cuanto mayor es la relaciéon canto del alma-longitud del voladi-
zo, mayor es el valor de dicha accién térmica. Ello ocurre, fundamentalmente, en
secciones cercanas a apoyos intermedios, en puentes de inercia variable.

— En puentes cajon de inercia constante, el flujo longitudinal de calor es practicamen-
te nulo. En puentes cajén, de inercia variable, el flujo longitudinal de calor es prac-
ticamente despreciable, estimandose que en vanos de una longitud proxima a los
100 metros, la diferencia de temperaturas existente a lo largo de una misma fibra,
entre la seccion de apoyos y la seccion de clave, no supera los 4°C.

— En puentes cajon de inercia variable, la seccién que se ve sometida al méximo gra-
diente vertical y a la méxima solicitacion térmica transversal es la seccion de clave,
mientras que la seccién de apoyo es la que se ve sometida, en un principio, a los
méximos gradientes térmicos transversales.

— La respuesta térmica de los puentes multicelulares es practicamente idéntica a la de
los puentes unicelulares, observandose que el sentido en el que actiian todos los
parametros analizados es el mismo para ambas tipologias.

— La diversidad de climas existente en nuestro parfs, se traduce en unas variaciones
anuales de la temperatura media del puente cajén mds acusadas que las que provie-
nen de la influencia de la tipologia y del canto del tablero.

— La presencia de una capa asféltica de rodadura, confiere una menor susceptibilidad
del puente a verse sometido a gradientes térmicos inversos.

— Para puentes cajon se ha observado que, salvo en determinadas zonas geogréficas,
dificilmente se alcanza el gradiente de disefio de 10°C preconizado por la normativa
vigente. Este hecho, diametralmente opuesto al mostrado en el estudio del compor-
tamiento de los puentes losa frente a la accion térmica ambiental, evidencia de for-
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ma meridiana la influencia del canto del tablero sobre el valor del gradiente térmico
inducido.

— La influencia de la inercia variable sobre los valores de disefio del rango anual de la
temperatura media del puente, del gradiente térmico inverso, del gradiente transver-
sal y de la solicitacién transversal por temperatura, es poco significativa.

— La influencia de la inercia variable sobre el valor del gradiente térmico, si es signifi-
cativa, aprecidndose diferencias del orden del 25 por 100, entre los gradientes térmi-
cos inducidos en la seccién de clave y en la secciéon de apoyos intermedios. En dise-
fio, puede adoptarse un gradiente térmico equivalente, el cual viene definido en la
expresion (12) del presente articulo. El valor de dicho gradiente se encuentra pro-
ximo al existente en una seccién transversal, a cuartos de la luz, y es sensiblemente
superior a la media aritmética de los gradientes de clave y de apoyos.
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RESUME

Dans cet exposé, nous analizons, sous forme paramétrique, I'influence de quelques
facteurs de différentes caractéristiques sur la réponse thermique des ponts caisson unicellu-
laires et multicellulaires en béton. L’application d’une méthodologie générale pour obtenir
les actions thermiques pour le calcul dans le cas des ponts caisson situés dans le territoire
péninsulaire nous permettra connaitre 1’évolution annuelle de la temperature moyenne du
pont, les gradients thermiques et aussi d’autres actions thermiques. Les résultats dérivés de
cette étude seront .analizés et comparés aux résultats obtenus de I'application des normes
nationales en cours. Ainsi donc, nous étudions de fagon spéciale les possibles actions trans-
versales de la température et I'influence de l'inertie variable sur la réponse thermique des
ponts caisson en béton.

SUMMARY

In the present paper, the influence of different parameters on the thermal response
of concrete box girder bridges is analyzed. The application of a general methodology in
order to determine the thermal actions to be considered in design of concrete bridges
allows to know the effective temperature range of the deck, thermal gradients and thermal
transverse loads in concrete box girder bridges located on the Iberian Peninsula. The results
derived from this study are compared with those obtained by means of several expressions
existing in national codes. Likewise, the influence of variable deck superstructure depth
on the thermal response of concrete box girder bridges is analyzed.

Il Conferencia Internacional sobre ‘‘Aplicaciones de los
ordenadores en la tecnologia del hormigon™

Organizada por el Instituto del Hormigén de Singapore y el Instituto Tecnoldgico Na-
nyang, se celebrard en Singapore, durante los dias 28 y 29 de marzo del proximo afio 1988,
la I Conferencia Internacional sobre “Aplicaciones de los Ordenadores en la Tecnologia
del Hormigdn”.

El objetivo fundamental de esta Conferencia es ofrecer un foro internacional para dis-
cutir los tiltimos avances logrados en la aplicacion de los ordenadores a la tecnologia del hor-
migdn y dar a conocer como se han utilizado en las distintas fases del proyecto y construc-
cibn de las estructuras. Se trata también de reunir a los técnicos que desarrollan sus activida-
des en los diferentes campos de utilizacién del cemento y el hormigdn (por ejemplo, arqui-
tectura, ingenieria estructural, investigacién, control de calidad, etc.) con los especialistas
en tecnologia de ordenadores. Se espera que los participantes en esta Conferencia puedan asi
obtener una amplia perspectiva de todas las posibilidades que ofrece la aplicacion de los
ordenadores en las actividades relacionadas con el hormigdn, estimulando asi su utilizacidn,
con el fin de incrementar la productividad y mejorar la calidad y fiabildad de las construc-
ciones.

Los interesados en recibir mayor informacién sobre esta Conferencia, deberan dirigirse

THE CONCRETE CENTRE
193 A Goldhill Centre
Thomson Road

Singapore 1130
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Reunion de la Comision N° 2 de la FIP
““Aceros y Sistemas de Pretensado”’

R. Marti

Los pasados dias 22 y 23 de septiembre tuvo lugar en Gouda (Holanda) una nueva reu-
nién de la Comision n© 2 de la FIP, “Prestressing Steels and systems”.

Los principales acuerdos tomados fueron los siguientes:

a) “Durability - case histories’’: El Grupo de Trabajo solicita a los proyectistas sistemas
y autoridades, envien el mayor nimero posible de ejemplos, con el fin de poder re-
dactar un informe sobre ello. Todos los ejemplos enviados serdn tratados con el més
absoluto caracter confidencial.

b) “Stress corrosion test’’: Este documento estd ya listo para su publicacidn, lo que se
hard a primeros de afio; y existe la intencidn de incluir este ensayo en varios Codigos
europeos v, lo que es mds importante, en el nuevo Codigo CEB/FIP, en la parte con-
cerniente a los aceros de pretensado.

¢) Lectura y aprobacion de la propuesta de Cddigo CEB/FIP para aceros de pretensado
y sistemas.

d) “Comportamiento bajo traccion desviada”: Se distribuyeron resultados de los ensa-
yos realizados en diferentes laboratorios, llegindose a la conclusién de que pequefias
variaciones en el dngulo del mandril de ensayo o en el dngulo del cable, pueden oca-
sionar importantes dispersiones en los resultados obtenidos.

e) “Nuevos materiales para el pretensado, distintos del acero”: El Grupo de Trabajo
encargado de este tema, comentd los requisitos que se exigirdn a los nuevos materia-
les y presento el indice del documento que elaborard.

f) “Pretensado exterior”: Se presento el borrador del documento que va a publicarse,
en febrero del proximo afio, sobre el estado actual de conocimientos de este tema.

Finalmente, se decidié crear dos nuevas Commisiones: Una que revise el actual docu-
mento sobre aceros e incorpore un nuevo capitulo sobre vainas, y otra que tratarad de las re-
comendaciones para la aceptacion de anclajes para puentes atirantados.
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Reunion del Consejo de la F.I.P.

Durante los dias 1 v 2 de septiembre y coincidiendo con el Simposio de la IABSE sobre

“Estructuras de hormigdn para el futuro”, se celebrd en Parisy Versalles (Francia) la segun-
da reunion correspondiente al presente afio 1987, del Consejo de la FIP. En representacién
de los diversos Grupos Nacionales integrados en la Federacion, participaron en esta reunion
treinta y un delegados. La A.T.E.P. estuvo representada por el Sr. Pifieiro.

De entre los temas tratados, correspondientes al amplio Orden del Dia previsto, desta-

caremos en este breve comentario, por su interés, los siguientes:
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— En el curso de la discusion relativa al estado actual de las finanzas de la F.1.P., se co-

mentaron las dificultades surgidas como consecuencia del cambio de la Secretaria
de la FIP, que antes llevaba la Cement and Concrete Association, a la Institution of
Civil Engineers. Debido a ello, las cuotas de algunos de los Grupos nacionales aiin no
han llegado a la Institution of Civil Engineers, lo que ha creado ciertas dificultades.
Se expusieron las medidas adoptadas para solucionar el problema y se espera que pa-
ra el proximo afio sea posible recuperar la normalidad. Debe sefialarse que el Grupo
nacional espafiol no ha tropezado con ningin inconveniente en relacidén con este
asunto, y su situacién esta perfectamente normalizada.

M. Miehlbradt, que es el encargado de las relaciones FIP-CEB, informo de la reunion
celebrada recientemente en Treviso (Italia) por el CEB y del estado actual de las re-
laciones entre ambas Organizaciones. Hizo constar que se estd haciendo todo lo po-
sible para intensificar la colaboracidn FIP-CEB y que, de acuerdo con este criterio,
existe la posibilidad de que en el proximo Congreso de la FIP, en Hamburgo, en
1990, se dedique un dia a informar y comentar como se viene desarrollando esta co-
laboracidén y coOmo se piensa actuar en el futuro.

M. Shimoni, Delegado de Israel, presentd y comentd el programa final del Simposio
de la FIP que, en Jerusalem, se celebrard del 4 al 9 de sepptiembre de 1988. De este
programa, préximamente se hard una amplia difusidon entre todos los Grupos nacio-
nales. Coincidiendo con este Simposio, tanto el Consejo de la FIP como la casi totali-
dad de sus Comisiones Técnicas, celebrardan en Jerusalem su segunda reunidn anual
de 1988. El Consejo se reunird el sibado dia 3.

Los Presidentes de las Comisiones de la FIP informaron sobre la marcha de la labor
que tienen encomendada y sobre coOmo se van reorganizando dichas Comisiones con
el fin de prescindir de aquellos Miembros que llevan tiempo sin asistir a las reuniones
ni colaborar en los trabajos que se realizan y a los que, sin embargo, se les siguen en-
viando las Actas correspondientes y todos los textos de las publicaciones que se edi-
tan. Esto representa un gasto excesivo que, realmente, no tiene ninguna justificacion.
Por todo ello, se decidié que los Presidentes envien a la Secretaria de la FIP una rela-
cion actualizada de cudles de los Miembros de sus respectivas Comisiones son los
efectivamente activos. Con éstos serd con los Gnicos con quienes se mantendran las
mismas relaciones que hasta el presente.

Cabe destacar también que segin informo M. Walther, Presidente de la Comisién 3
“Practica de cilculo”, recientemente constituida, y que consta ya de 12 Miembros,
se han iniciado los trabajos para preparar un Manual de la FIP sobre “Calculo de los
puentes construidos por voladizos sucesivos’. Por otra parte, el Presidente de la Co-
mision 6 “Estructuras maritimas de hormigdn™, di6é cuenta de que el Grupo de tra-
bajo que se venia ocupando de las estructuras flotantes, en el futuro lo hard también
de los barcos de hormigdn.

Se acordd que la proxima reunion del Consejo se celebrard, en Hamburgo, en los pri-
meros dias de la semana del 7 al 13 de marzo de 1988.




Reunion de la Comision N© 8 de la F.I.P.
“Depositos de hormigon’’

R. Marti

El pasado 29 de septiembre tuvo lugar, en Edimburgo, una nueva reunion de la Com1—
siobn n® 8 de la FIP “Concrete Storage Vessel Systems””.

Los aspectos mas importantes tratados en la misma fueron los siguientes:

Potenciacion de un nuevo Grupo de Trabajo que se dedique al estudio de los depositos
para aceite.

La Comisién, en este momento, tiene en activo cuatro Grupos de Trabajo, cuyos come-
tidos son los siguientes:

1)“Performance and design Criteria”. Este Grupo de Trabajo estd preparando una guia
para el disefio de depdsitos para materiales tdxicos y explosivos, con especial énfasis
en “RLG tanks”. El trabajo estd previsto que se finalice en 1990.

2) “Water storage”. Este Grupo tiene actualmente cinco trabajos en estudio. Todos
ellos seran entregados el proximo afio y sus titulos son:

—State of the art: Concrete Water Storage Vessels.

—Guide to Good Practice: Design, Detailing and Construction of Concrete Water
Storage Vessels.

—Recommendations: Inspection, maintenance and repair of Concrete Storage Ves-
sels.

—Review of National Codes and Standards.

—Performance and testing.

3)“Silo Design’’. Este Grupo ha realizado un primer trabajo consistente en el estudio
de dos tipos de silos, segin diferentes Codigos. Los resultados del mismo se publica-
ron en diciembre de 1986. En base a este estudio y a la gran disparidad de resulta-
dos obtenidos, se procedid al inicio de un documento sobre el disefio de silos de
hormigdn. Hasta el momento, ha sido ya elaborada la parte relativa a las cargas que
hay que considerar y, actualmente, se estan estudiando aspectos de cdlculo tales co-
mo asentamiento, influencia de la temperatura, etc.

4) “Structural protective systems for large scale plants”. Los accidentes recientemente
ocurridos, propiciaron la creacidon de este Grupo de Trabajo, cuyo objetivo es demos-
trar que el hormigdn pretensado es un material que debe tenerse en cuenta en el dise-
fio de las plantas industriales. El Grupo no ha empezado aln su trabajo y esta en fa-
se de creacién. Se invita a los Ingenieros con experiencia en el disefio de estructuras,
especialmente en lo relativo al efecto de cargas dindmicas, a que colaboren en este
nuevo Grupo de Trabajo.
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Sobre el dimensionamiento y la
comprobacion, a la luz de la fluencia, de
piezas comprimidas esbeltas de hormigon

armado y pretensado. Métodos
simplificados y normativa espaiiola actual

Juan Murcia
Dr. Ingeniero de Caminos.
Instituto de Ciencia de Materiales de Barcelona. CSIC

INTRODUCCION

La fluencia del hormigdn es un factor de gran importancia en el comportamiento de las
estructuras de hormigdn con piezas comprimidas esbeltas. Sin embargo, en la préctica, se
emplean con asiduidad procedimientos que introducen esta propiedad de forma muy simpli-
ficada.

Por otro lado, en nuestro pais esta situacion viene ademds condicionada por una nor-
mativa que, en su articulado relativo a pandeo, no considera explicitamente dicho factor (7)
o lo hace de una manera un tanto simplista (4), sin tener en cuenta.la acusada interaccién no
lineal que el mismo produce cuando, como aqui, se requiere un planteamiento en segundo
orden.

En este artfculo, ligado en buena parte a otro (11) que figura en este mismo nimero de
“Hormigdn y Acero” y de modo mds remoto a un tercero (10) publicado en el numero ante-
rior, se propone un sistema mds ajustado de considerar la fluencia en dichos métodos; pero
también se apunta una forma muy simple y practica de utilizacién, para cdlculos o tanteos
rapidos, del conocido como de la deformada senoidal. En lo que se refiere al articulado de
pandeo de la normativa espafiola, se realizan una serie de comentarios relativos al problema
general del aislamiento de una pieza dentro de un entramado y al planteamiento de base pa-
ra los soportes aislados de hormigén armado, concluyendo, entre otras, en la conveniencia
de una investigacion aplicada, perfectamente abordable hoy, que sirva para la mejora global,
y no so6lo respecto de la fluencia, de tal articulado. Se comenta también el marcado desequi-
librio existente en el tratamiento de estos aspectos entre la norma de hormigdn pretensado
(4) y la de hormigdn armado (7), sugiriendo la revisiéon de ello en la primera para hacerla
mds acorde con la segunda.
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De cualquier modo, se previene sobre la necesidad de proceder a priori siempre con
cautela, y en lo posible con rigor, en todo aquello (investigaciones de base incluidas, por su-
puesto) que se dirija hacia la practica, mas alld de predimensionamientos o comprobaciones
no definitivas, de estas estructuras donde la conjuncién, acusadamente no lineal, de una se-
rie de efectos puede llevar a grandes errores en uno u otro sentido.

CONSIDERACIONES SOBRE LOS METODOS SIMPLIFICADOS DE ANALISIS DE
PIEZAS COMPRIMIDAS ESBELTAS DE HORMIGON

El relacién con el dimensionamiento y la comprobacion de elementos comprimidos es-
beltos de hormigon, existen una serie de métodos simplificados de andlisis, cuyo punto de
partida comun consiste en suponer que la forma que toma la deformada, o alguna otra varia-
ble geométrica directamente relacionada con ella, es conocida a priori.

Asi, el método de la columna modelo (2), para piezas simples empotradas y libres (o, lo
‘que es igual, con excentricidades extremas iguales), que parte de que la deformada y(x) es
una senoide o cosenoide pura, segin donde se tome el origen; o bien el llamado de la defor-
mada senoidal (5), que en realidad parte de la hipotesis de que la ley de excentricidades, y
no la y(x), es una senoide o cosenoide pura (por lo que mds bien deberfa llamarse de la ex-
centricidad senoidal).

Una vez hecha tal hipotesis, es posible conocer, mediante calculos estrictamente geo-
métricos, la relacién existente, para la seccion critica de la pieza, entre la excentricidad e
(del esfuerzo o fuerza axial N) y la curvatura v; como el comportamiento de las secciones se
suele expresar en forma de diagrama momento-curvatura (M — 7) o, lo que es inmediato al
conocer N, excentricidad-curvatura (e — 7y), si se hace esto para la misma seccion critica re-
sulta posible, al superponer y confrontar las curvas que representan ambas relaciones, cono-
cer su estado de equilibrio en funcién de la forma en que aquellas interaccionan (corte, tan-
gencia o no contacto).

A la vista de lo expuesto es quiza interesante realizar un repaso de la forma en que, pro-
cediendo asf, se cumplen las distintas condiciones del andlisis (3):

— Las condiciones de compatibilidad, puramente geométricas, se introducen precisa-
mente al suponer la deformada, o la variable de ella dependiente, como una funcion
continua conocida y que se ajusta a las condiciones de borde, constituyendo la base
para la definicion de un diagrama o curva, correspondiente a la seccién critica, cono-
cida como directriz geométrica (8) pero que también podria ser llamada ‘“‘actua-
cion”’.

— Las condiciones del material (o materiales) entran en el andlisis a través de la rela-
ci6n, diagrama o curva que representa el comportamiento mecdnico-geométrico de la
seccidon critica; suele ser denominada directriz mecdnica (8), aunque, segun lo que
acaba de indicarse, el calificativo no sea quiza el adecuado en sentido estricto (3),
por lo que también, y como es habitual, puede llamarse simplemente “respuesta”.

— Las condiciones de equilibrio se consiguen, para la seccion critica evidentemente,
cuando las dos curvas anteriores se tocan o cortan.

Asf, en estos métodos, que genéricamente podrian ser llamados “actuacidn-respuesta”,
intervienen efectivamente los tres tipos de condiciones, pero de una manera limitada, ya que
su vinculacién sblo se establece en un punto de la estructura, la seccidn critica, no ocurrien-
do necesariamente asi para los demds. Es un procedimiento de gran interés para comproba-
cién y dimensionamiento (5), muy practico por simplificar el andlisis, especialmente cuan-
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do éste es mas complejo, como en el caso de material no lineal (9) y otros; pero, precisamen-
te estos casos suponen una extrapolacién, mds alla de las situaciones en que la condicion
geométrica de partida es cierta: hay que recordar que su fundamento se encuentra en que
el andlisis instantdneo en segundo orden de la pieza simple con material lineal ofrece como
resultado, entre otros, que la ley de excentricidades e(x), tomando como origen su valor de
maximo, es una cosenoide pura (11).

Por tanto, y como se vera més adelante, tal procedimiento resulta correcto para mate-
rial lineal (cuya respuesta en los ejes e —7 es una recta de pendiente K/N que pasa por el
origen). Al no existir un ajuste global de las condiciones del anilisis, el problema puede
aparecer cuando, como es habitual segiin se acaba de indicar, se extrapola ya a otras situa-
ciones distintas (no linealidad del material, andlisis diferido, etc.), donde esa propiedad
geométrica no es necesariamente cierta.

De ello que, en lo que aqui nos ocupa, la cuestion estribe en saber hasta qué punto si-
gue siendo vélida su utilizacidn para el andlisis en el tiempo, cuando se considera la fluencia
del hormigbn. Debe recordarse al respecto que lo normal es proceder de la misma forma, si
bien modificando la respuesta al tomar un diagrama o - € del hormigdn derivado del original
al multiplicar las deformaciones de éste por el factor 1 + ¢, siendo ¢ el coeficiente de fluen-
cia (2, 5).

Tratando de responder a aquella cuestion, lo primero que puede decirse es que, en prin-
cipio, el andlisis diferido de la pieza no conduce ya en general a excentricidades con ley cose-
noidal pura (11). No obstante, existen aproximaciones para considerar la fluencia que, preci-
samente por mantener una formulacién idéntica a la instantdnea (inicial en el andlisis diferi-
do), conservan aquella propiedad (11) aunque la rigidez varie con el tiempo; pero entonces,
para lograr un cierto ajuste, dicha rigidez habria de ser la instantdnea dividida por el factor
1 + o (con < 1 )en lugar de 1 + ¢, ya que esto supone una aproximacion peor (10, 11).

Por todo ello, en general, si se desea seguir utilizando este procedimiento para anélisis
diferido y efectuar la extrapolacidon a otras situaciones (no linealidad, etc.), parece 16gico
pensar que, como se haria al utilizar otros (11), el factor modificador del diagrama ¢ - € po-
dria seguir siendo 1 + a.p; dicho factor o, si se prefiere, el coeficiente «, se obtiene de la re-
solucion de una expresion trascendente, a la que se llega en la ya citada referencia 11, dentro
de este mismo numero de “Hormigdn y Acero”, y que es

N(1+a.yp) N
. 1 —cos / ——— L sen — X
r(l+¢)—E K K

JTFay. _

r(l+a.9)—E.[1—(1 —a).¢] | _ cos N o ‘Sen __(lff‘_‘ﬁ)g
K K

lo que en la prictica conduce a la realizacion de un sencillo proceso iterativo (al que se hacia
ya mencion en la referencia 10) tanto mas rapido cuanto, como es 16gico, mejor sea el valor
inicial de tanteo; a estos efectos, debe recordarse también (10) que, en situaciones como la
ahora en estudio, el valor de o se mueve normalmente entre 0,6 y 1.

No obstante, en muchos casos, para valores pequefios del término

N(+a.9)
K

con relacion a 7 (v, en cualquier caso, de manera que se cumpla que

N.2% . (1+a-¢)/ K<<6,
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lo que normalmente se da en la practica con facilidad para el hormigén), puede evitarse la
resoluciOn iterativa: se calcula directamente el factor 1+« - ¢, aunque de forma aproxima-
da, con una férmula derivada de la expresién anterior, mediante desarrollo en serie de senos
y cosenos, que es

l+a.9=A—y/A* -B

en la que
A= 6 BB
z? 2(E—r1)
_6ECy¢-H)
22 (E—1)

siendo z = \/Tg LEyr, respectivaménte, el modulo de deformacién y la funcion de rela-

jacion del hormigdén (10, 11) y

E—-r 1
Hefo o (+0)]. ——s

Como situacién singular, no obstante, existe un conjunto de casos, cuando puede des-
preciarse ya el envejecimiento del hormigdn e interesan valores de tipo final o cercanos (10,
11), en que a =~ 1; por otro lado, en esas mismas condiciones, el valor de ¢ es (7) bastante
constante y del orden de 0,4 por lo que puede tomarse siempre un factor de valor 1,4 apro-
ximadamente, esto es, un modulo global equivalente (10) E* ~ 0,7.E.

Con todo lo visto hasta aqui, entonces, quedaria definida la adecuacién del procedi-
miento en cuestidon al andlisis diferido por lo que se refiere a la respuesta de la seccion criti-
ca.

En lo que atafie a la antes llamada actuacion para la seccidon critica, es claro que na-
da cambia respecto al conocido procedimiento y sigue siendo valida la relacidon general ex-
centricidad-curvatura, obtenida por calculos puramente geométricos (5), sin que sea preciso
hacer intervenir para nada otras variables, ya no estrictamente geométricas (como, por ejem-
plo, la fuerza axial N o la rigidez K), que entran en las expresiones de la deformada y de la
excentricidad cuando se conjugan en el andlisis los tres tipos de condiciones a lo largo de to-
da la pieza (11).

€2

La expresion general es (5)
c . 62 el 2
vy = 5 - (arcos — — arcos . =)
Q e e

si se llama sin més e y v, respectivamente, a la excentricidad y la curvatura de la secciéon de
méximo o critica. Supondremos, como viene siendo habitual (5, 7, 8), que e, es la excentri-
cidad extrema de la pieza con mayor valor absoluto.
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Interesa concentrarse en los casos en que la excentricidad maxima (siempre en valor abs
soluto) se encuentra ya en el interior de la pieza, dado que, si no es asf, la mdxima serd siem-
pre e,. En tal situacidn, que corresponde a la regidon e > e,, es quizd mejor utilizar, de una
vez por todas,

€4
_)2

e e,
Y= (arcos —++ arcos
g € €

para asi tomar siempre como positivos los dos términos entre paréntesis y evitar posibles
confusiones: como ocurre que z= cosx= cos(—x), la funcién arcosz admite, dentro del
rango que aqui nos interesa, los valores opuestos + x, por lo que debe especificarse el signo
de su valor.

Si se define el pardmetro § como f=-¢,/e, (conloque —1 << 1), se tiene

e e, e, 2
Y= (arcos —+ arcos . —)
2 e e

En la linea preconizada por algunos autores (8), estudiemos ahora la familia de curvas
correspondiente a la expresién anterior, la cual viene representada maés adelante para la zona
en estudio,

De entrada, se puede comprobar la existencia de varias propiedades, expuestas por lo
demds en otro lugar (5):

— Para 8 = 1 la curva tiene, en su arranque (y = 0, e = e,), una pendiente de valor £ /8
y presenta toda ella curvatura hacia abajo, con lo que se encuentra por entero debajo
de su asintota.

— Para f = — 1 se obtiene una recta, e = L2 .y/n?, que pasa por el origen, la que corres-
ponde también al caso particulare; = e, = 0.

— Todas las curvas son asintéticas y la pendiente de las asintotas es siempre la misma,
Q2 /w2 ; evidentemente, en los casos del punto anterior, curva (recta) y asintota coin-
ciden.

Segin se avanzoO con anterioridad, para un andlisis instantdneo con material lineal este
procedimiento proporciona resultados correctos: todas estas curvas, al ser confrontadas con
la respuesta, recta por el origen de pendiente K/N, se cortan con ella y mantienen una situa-
cién de equilibrio estable decreciendo la pendiente de esta Gltima, hasta que K/N= €% /r?,
Ast, resulta que la carga N critica es la misma que la obtenida de forma analftica (11), esto
es, la de Euler; para los casos, ya citados, en que la curva es una recta que pasa por el ori-
gen, se aprecia para dicha carga la existencia de una indeterminacioén, esto es, infinitas po-
sibilidades de equilibrio o soluciones, puesto que aquella se superpone exactamente a la
respuesta, lo que también coincide con los resultados analiticos (11).

Analicemos algo mads esta familia de curvas, cuya representaciéon esquemdtica (y no
exacta, lo que es importante resaltar) se muestra en la figura adjunta. La correspondiente a
B =1, como se dijo ya, presenta curvatura negativa (mirando hacia abajo) y su asfntota va
por encima de ella; pero ocurre también que en su punto de arranque, donde la pendiente
es positiva como se vio més arriba, la curvatura es precisamente nula, Por debajo de dicho
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valor de B, la pendiente en arranque es nula, excepto para = —1, y la curvatura es ya posi-
tiva desde dicho punto, pero més arriba, y para valores cada vez mayores de e conforme des-
ciende B, se anula (punto de inflexién) y cambia de signo, manteniéndose negativa hasta
su valor asintdtico; no obstante, la asintota permanece por encima de la curva hasta que
B= 0,327~ 1/3, en que asintota y curva se cortan, precisamente en el punto de arranque.
Para valores de § progresivamente inferiores a partir del anterior, ese punto de corte se pro-
duce para valores de e cada vez mds altos hasta que, finalmente, curva y asintota se confun-
den cuando = —1 (y también e; = ¢, = 0). Asi, los valores extremos de 8 representan,
por distintos motivos, situaciones totalmente singulares.

Del analisis que precede se deduce la posibilidad de simplificar las curvas, con vistas a la
practica y quedandose del lado de la seguridad (cuando se confrontan con las respuestas),
mediante su aproximacion por segmentos de recta, de la manera que a continuacidn se expo-
ne.

En principio, un criterio general para ello puede ser la sustitucién de cada curva por dos
segmentos de recta cercanos a ella:

1. El que corresponde a la recta que une el punto de arranque con el de inflexion.

2.La asintota, e = (82/7%) . v + 2 . (1 + B). e, /m, a partir de su punto de corte con la
recta anterior,

Para f = 1, como es logico y se podria comprobar mds adelante en la expresion general
relativa a este criterio, el primer segmento corresponde a su tangente en el arranque, hasta
que corta a la asintota.

Pero sucede que, para valores de § por encima de 0,327 (no, claro esta, para 1), el pri-
mer segmento corta dos veces a la curva antes de acabar en la asintota, por lo que existe una
zona en que va por debajo de la primera. En ese intervalo de 8 conviene, entonces, emplear
como primer segmento el que corresponde a la recta tangente a la curva desde el arranque, la
que también coincide, al igual que con el criterio anterior, con la tangente en el mismo para
B = 1;para B = 0,327 esa tangente es la propia asintota, por lo que, con este nuevo criterio,
la aproximacion es esta recta y no una linea quebrada.
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En conclusion, tendremos las siguientes aproximaciones (en esquema, en la figura ad-
junta) a las curvas:

* B =1:
Q2 Q2 4
1. =— .7+ 2. =2 .41,
¢ 8 TTE © n? v m °2
*¥1>5>0,327 ~ 1/3:
2 (arcos B)?
1. e:"]—)*.’)’+eg-(1"”“ D )

donde

D =1,486 [(arcosﬁ)2 +2. 1+ (r—1-0)+2(0+8).\/(r—1—8) — (arcos 6)2]

. g — 0,327 ]
V (m —1 —B)* — (arcos B)*

[(1 —p)

La expresion anterior es una aproximacidon adecuada para valores no muy lejanos de
g = 0,327 (siendo exacta para éste), corregida a posteriori de forma que se ajuste de manera
progresiva a f= 1. También podria usarse una simplificacién de D, como interpolacion
lineal entre los valores 8 (8= 1) v #% (8= 0,327).

2
L . +2.(1+B).

2 = —— .
e 5 - €,
*8 =0,327 ~1/3:
QZ
ly?2. ly2.e=—.vy+0345. ¢
m
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*0,327 ~ 1/3>8>—1:

1 e:’zz ei“‘e*z

€, )
vy — e (arcos B)? | + e,
€y - €, 2
e; (arcos 2 + arcos B —z)v — e, - (arcos B)?

Ci €

donde e; es la ordenada del punto de inflexion (¢” = 0 o, lo que es mds sencillo aqui,
v = 0) que cumple la condicién

5}

1 B 2
—~ — +
( [C ] [ —52}1/2>
"'COS e_2 + arcos g — = & &
o e & 1 g

+
&7 e ()

2

de la cual se obtiene mediante una sencilla iteracion

2 2 (1
< +m( +6).

m m

€2

Es interesante destacar el papel que puede jugar el punto del codo o quiebro en este ul-
timo intervalo de 8, ya que en ciertos casos puede determinar, por lo que afecta a la llamada
actuacion, situaciones de inestabilidad semejantes a las que, por parte de la respuesta, confi-
guran ciertos puntos similares (8).

Evidentemente, y dadas las circunstancias comentadas al principio para los casos en que
se rebasa ya el andlisis instantdneo con material lineal, la anterior simplificacion deberia limi-
tarse en general a predimensionamientos y comprobaciones no definitivas.

COMENTARIOS SOBRE EL TRATAMIENTO DE LAS PIEZAS COMPRIMIDAS
ESBELTAS DE HORMIGON EN LA ACTUAL NORMATIVA ESPANOLA

En lo que sigue vamos a efectuar unas reflexiones sobre diversos puntos relativos al di-
mensionamiento y a la comprobacién de piezas simples comprimidas de hormigdn, cifiéndo-
nos a la normativa espafiola (4, 7) e incidiendo en principio sobre los aspectos més relaciona-
dos con la fluencia.

Se ha de adelantar, por descontado, las importantes mejoras introducidas en los Gltimos
tiempos para el hormigén armado, por lo que supone el paso de la EH-73 a la EH-80 (mads
tarde EH-82), en el articulado referente a pandeo (6).

De modo previo, se ha de hacer notar la subsistencia de un problema general importan-
te, al menos en el nivel que, dentro de la prictica, representa la normativa y que por ello
también afecta a la espafiola (7): no parece bien resuelto todavia el, por decirlo de algin mo-
do, aislamiento de una pieza simple dentro de una estructura de hormigén de tipo reticular o
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entramado, para ser tratada de forma independiente; ello es de gran interés en la préctica,
pero siempre que se tenga en cuenta de algin modo el hecho de que la pieza no estd nunca
aislada.

Asi, y refiriéndonos ya al planteamiento concreto de la EH-82 (7), los dbacos de Jack-
son y Moreland, que se utilizan en ella como base del citado aislamiento, responden a un cri-
terio eminentemente geométrico, distancia entre puntos consecutivos de momento nulo en
el entramado, con las siguientes particularidades:

— de entrada, tal criterio se deriva de un andlisis en primer orden que no tiene en cuen-
ta la modificacidbn que sufre la deformada, en segundo orden, al progresar las fuerzas
axiales de las piezas, lo que afecta entre otras cosas a las referidas distancias entre
puntos de momento nulo.

- por otra parte, dicho andlisis se establece sobre un material eldstico lineal, 1o que no
se corresponde bien con la realidad del hormigdn estructural, especialmente del ar-
mado;

las cuales, entre otras de menor importancia, representan objecciones de fondo. De he-
cho, con la primera se viene a cuestionar el concepto de longitud de pandeo, que no
puede suponerse fija.

Pero, ademds y ligado en parte a lo anterior, ocurre que dichos dbacos sirven para aislar
una pieza ideal, sin tener presente que en el interior de 1a misma, en la mayoria de los casos,
existe una interaccion real con el resto de la estructura, que continuamente restringe el com-
portamiento de la pieza.

En relacion también con el mismo problema, es claro que, se afsle como se haga, queda
la duda de hasta qué punto puede detectarse una situacién de inestabilidad global de la es-
tructura al proceder asf; es evidente que si se puede detectar la inestabilidad local, asi como
la global que sea debida a la conjuncion de varias locales (por ejemplo, las de todos los so-
portes de una misma planta), pero no va mas alla.

Pasando ya, dentro de la misma norma, a comentar la pieza simple, esto es, el trata-
miento del articulado de pandeo para soportes aislados (7), lo primero que quiza llama la
atencion, al menos bajo el enfoque que aqui subyace, es que un fendmeno como la fluencia
del hormigdn, tan acusadamente interactivo con los efectos de segundo orden (11), no figure
explicitamente por ninguna parte.

Se sabe, no obstante, que la formula base de dimensionamiento y comprobacion de es-
tos soportes cubre ya normalmente los efectos de la fluencia (6, 7). Ahora bien, tratandose
de unos efectos posiblemente importantes que ademads, en lineas generales, son desfavora-
bles, ;no valdria la pena tratar de pasar ya a un tratamiento, por muy conservador que fue-
ra, en que la fluencia figurase de manera explicita?

Al razonamiento anterior se une otra consideracion: la mencionada férmula base para
soportes aislados, con independencia de que no incluya la fluencia de forma explicita, es el
resultado de una serie de estudios experimentales y tedricos (1) que se remontan ya prictica-
mente a hace 25 afios. En el transcurso de ese tiempo se ha progresado mucho en la materia,
existiendo en la actualidad informacion acumulada disponible, de un lado, y medios de ana-
lisis muy ajustados, de otro, para abordar el problema sin excesiva complicacién ni dar un
salto en el vacio.

Si esto se llevase a cabo, seria preciso, entre otras, tener presente una cosa muy impor-
tante: la exactitud que proporcionan las simplificaciones que se hicieran a priori en el andli-
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sis que sirviese de base para ello. Existe una gran no linealidad progresiva entre los efectos de
la fluencia y los que se derivan del equilibrio en segundo orden, incluso con material lineal
(11), por lo que esta situacion se ve aiin mas exagerada a causa de la no linealidad del hormi-
gon (incluyendo en ella, en su caso, la fisuracidon) y del acero; por todo ello, los errores que
se pueden ir acumulando al ir introduciendo simplificaciones en el andlisis, sobre todo para
cargas fuertes (y en ese rango estardn normalmente las que produzcan los estados limites tl-
timos ligados a esto), pueden ser muy considerables; y, de cualquier modo, dificiles de aco-
tar. En caso de simplificar por el lado de la seguridad, de ser ello posible siempre, es muy pro-
bable la obtencién de resultados excesivamente conservadores, siendo inadmisibles, como es
l6gico, en el caso contrario; como no siempre podrd conocerse esa tendencia de cara a la
seguridad, quedard entonces la incertidumbre sobre la cuantfa, posiblemente importante, y
el sentido de los errores introducidos.

Se impone as{ un andlisis de base muy ajustado, con un tratamiento riguroso de los dis-
tintos factores implicados (la mayoria de ellos ya mencionados mds arriba), para efectuar a
posteriori las posibles simplificaciones necesarias de cara a la préctica, cuyos errores si pue-
den entonces ser acotados mas facilmente. Tal andlisis es hoy, para la pieza simple de hormi-
gbébn armado (o pretensado) con excentricidades extremas cualesquiera, perfectamente facti-
ble y, por supuesto, habria de ser sancionado por experimentacion, tanto la ya disponible en
las diversas fuentes de informacién como quiza alguna de tipo “ad hoc” complementaria; en
definitiva, se plantearia en principio en un nivel similar al de la vigente EH-82 pero estudian-
do a fondo la influencia, ademds de la esbeltez y los valores de las de excentricidades extre-
mas, de otros parametros (cuantia e incluso distribucion de armaduras, calidad de los mate-
riales, etc.). Todo ello constituirfa asi{ una investigacion aplicada, muy dirigida hacia unos
objetivos concretos, con un seguro y considerable interés econémico en sus resultados, y
fundamentada sobre unas bases practicamente resueltas.

Subsiste asi todavia el problema del aislamiento de la pieza, de gran importancia prac-
tica (como es evidente y fue ya indicado); afortunadamente, existe investigacion en curso so-
bre esto en nuestro pais y probablemente proseguird al menos a medio plazo. Los objetivos
y el interés son también aqui muy claros pero, a diferencia de la investigacion mencionada
en el parrafo anterior, existen quizd en ésta ciertos aspectos bdsicos que deben ser resueltos
dentro de ella, sobre todo teniendo en cuenta que parece obligado respetar las mismas consi-
deraciones genéricas anteriores, en lo que atafie a las posibles simplificaciones aprioristicas
del andlisis de base.

Por lo que se refiere a la EP-80 (4), relativa al hormigon pretensado, parece deseable
por coherencia que el articulado relativo a pandeo tuviera una forma mds acorde conceptual-
mente con el de la EH-82, si bien adaptiandose como es logico a sus tipologfas mas frecuen-
tes.

En este sentido, se podria quizd comenzar precisamente por indicar de qué forma influ-
ye el propio pretensado en el comportamiento en segundo orden de una pieza (esto es, como
efecto activo, en la medida de la libertad de movimiento de los tendones respecto del hormi-
gon y, como efecto pasivo o en la respuesta, al igual que cualquier compresion e incorporan-
do a la vez una armadura adherente, en su caso, a las secciones); o, como minimo, las conse-
cuencias practicas de ello. Algo tal vez elemental pero que quizd no estuviera de mas incluir
en esta norma, al menos por ahora, como sucede con otras cuestiones conceptuales sencillas
y bien conocidas.

Por lo demds, y dada la relativa juventud de la EP-80, al ser el articulado en cuestion de
contenido escueto y de planteamiento simple (simplista incluso, en lo que toca a los aspec-
tos diferidos, atin si se aplicase al ambito del equilibrio en primer orden), es verosimil que
con todo hubiera de procederse a la total revisién del mismo.
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CONCLUSION

Este articulo se ha enfocado principalmente hacia la problemética practica relacionada
con la consideracion de la fluencia en las estructuras de hormigdn con piezas esbeltas com-
primidas. Pero esta propiedad, factor importante en tales estructuras, es dificil de aislar de
otros aspectos también importantes en la practica, por lo que el alcance del articulo va mas
alla del primero.

- Asi, si de entrada se ha indicado una forma, més ajustada que la habitual, para introdu-
cir la fluencia en los métodos simplificados de tipo actuacion-respuesta, utilizados normal-
mente para dimensionamiento y comprobacién, también se ha propuesto una simplificacion
practica para la utilizacion, en célculos o tanteos rdpidos, del conocido como de la deforma-
da senoidal, al sustituir la curva que representa la actuacion por dos segmentos de recta.

En lo que se refiere a la normativa, se han realizado una serie de reflexiones relativas al
problema general del aislamiento de una pieza dentro del entramado en las estructuras reti-
culares, que, al menos a este nivel, no parece bien resuelto; asi, para la EH-82 en particular,
se ha efectuado una critica razonada sobre lo que supone la utilizacidén de los dbacos de
Jackson y Moreland. Se estima necesaria una reconsideracion de este problema, y en general
del concepto de longitud de pandeo, sobre bases rigurosas, alentando a las investigaciones en
profundidad sobre esta importante problemdtica, que afortunadamente se han emprendido
no hace mucho en nuestro pafs.

Dentro de esta misma norma, se considera totalmente superada, para el estado actual
del conocimiento y de las técnicas de andlisis en la materia, la férmula bdsica para los sopor-
tes aislados de hormigén armado (y no sdlo porque no incluya explicitamente la fluencia),
concluyendo en la conveniencia de una investigacion aplicada, hoy perfectamente abordable
sobre bases resueltas, que sirva para la mejora global del articulado correspondiente, inclu-
yendo por descontado al hormigdn pretensado.

Se constata la existencia de un marcado desnivel de la norma de hormigoén pretensado
EP-80, con relacion a la de hormigén armado, en el articulado de pandeo y se anima a su to-
tal reconsideracion.

De cualquier modo, se previene sobre la necesidad de proceder siempre con cautela, y
en lo posible con rigor, evitando simplificaciones a priori de alcance no bien acotado, en to-
do aquello que se dirija hacia la practica (fuera de tanteos o calculos no definitivos, en gene-
ral) de estas estructuras, donde la conjuncion, fuertemente no lineal, de una serie de efectos
puede conducir a grandes errores en uno u otro sentido; en esto no se excluyen, por supues-
to, las investigaciones de base (como, por ejemplo, las acabadas de citar).

Las reflexiones anteriores, y otras posibles en torno a la conveniencia de nuevas o mas
profundas investigaciones sobre estos problemas, cobran posiblemente una particular actuali-
dad a la vista de la inminente puesta en marcha del primer Plan Nacional de Investigacion
Cientifica y Desarrollo Tecnologico, pudiendo en su caso inscribirse dentro de los Programas
Sectoriales relacionados con la construccién en hormigdn, especialmente en el campo de la
edificacién.
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RESUMEN

La fluencia es un factor muy importante en las estructuras de hormigén con elementos
comprimidos esbeltos, aunque es frecuente que, para su dimensionamiento y comprobacion,
se empleen al respecto, tanto en métodos como en normativas, simplificaciones excesivas.

En este articulo se propone una forma més ajustada de considerar la fluencia en dichos
métodos, asi como una simplificacién, para cédlculos rapidos, del dimensionamiento y com-
probacion de piezas simples. Se analiza el problema general, aun subsistente, del aislamiento
de una pieza en un entramado, de cara al articulado de pandeo de la norma EH-82 (hormi-
gén armado) y, dentro del mismo, se destaca la perfectibilidad, no sélo por la fluencia, de la
férmula base para soportes aislados, cosa hoy factible sin dificultad; por ello, se sugiere em-
prender y proseguir, en estas cuestiones, investigaciones aplicadas hacia la normativa. Por
fin, se constata el gran desnivel que hay en esto entre la EH-82 y la EP-80 (hormigdn preten-
sado) v la conveniencia de subsanarlo.

En definitiva, se previene sobre las simplificaciones a priori y 1a necesidad de proceder
siempre con cautela, y en lo posible con rigor, en todo lo que se oriente a la prictica de estas
estructuras, investigaciones de base incluidas, donde la conjuncidn fuertemente no lineal de
varios efectos hace que pueda llegarse a grandes errores en uno u otro sentido.

RESUME

Le fluage est un facteur important aux structures en béton avec des éléments compri-
més €élancés, bien que normalement on emploie, 4 la pratique du dimensionément et de la
vérification, et méme a la normative, des méthodes trés simplifiées pour en tenir compte.

Dans cet article, une voie plus précise pour introduir le fluage dans ces méthodes, ainsi
qu’une simplification du dimensionément et la verification des elements isolés pour des
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calculs rapides, sont proposés; On étudie aussi le probléme general de I'usolément d’une
piéce dans une ossature, envisagé a la norme espagnole de béton armé EH-82, et on souligne

la possibilité d’améliorer sans dificulté sa formule de base pour les poteaux simples;en conse-

quent, on encourage a entreprendre et continuer des recherches apliquées vers la normative

dans ces problémes. On commente aussi le deséquilibre éxistent dans ces matieres entre la

EH-82 et celle de béton précontraint EP-80.

Enfin, on prévient sur les simplifications a priori et la necessité de procéder toujours
avec précaution, et si possible aver rigueur, a tout ce qu’on adresse vers la pratique de ces
structures, méme les recherches de base, dans lesquelles la conjunction fortement non
linéaire d’une série d’effets origine la possibilité d’arriver a des érreurs considérables.

SUMMARY

Creep is a very important factor in concrete structures having compressed slender mem-
bers, although very simplified approaches are often used for designing and checking in nor-
mal methods and codes of practice.

In this paper, an appropriate way to consider creep in these methodsand also a simplifi-
cation of simple supports design and check, for rapid calculations, are presented. The gene-
ral problem of properly isolating a member from a frame, subsisting into the Spanish rein-
forced concrete code (EH-82), is revised and, for the same part of this code, comments on
the basical formula for simple supports, that appears to be deeply improved nowadays
without any difficulty, are made. So, applied research faced to this code topics is suggested
to be undertaken or gone on. Finally, the big level difference, dealing with this matter,
between both the EH-82 code and the Spanish prestressed concrete one (EP-80) is underli-
ned.

In conclusion, caution is always needed, and rigourous approaches if possible recom-
mended, when making a priori simplifications in everything, basical reseach included, lea-
ding to these structures practice, where the highly nonlinear conjunction of a different
effects set makes possible big errors in practical results.
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NUEVA PUBLICACION DEL C.S.I.C.

Es inminente la aparicion del libro “FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS
DE ESTRUCTURAS DE HORMIGON ARMADO Y PRETENSADO",
cuyo autor es el Prof. Juan Murcia

Se trata de un libro de caricter bésico y orientacién formativa, que recoge una vision
de sintesis de una lfnea de investigaciéon y de docencia (de postgrado, fundamentalmente)
sobre andlisis de estructuras de hormigbén armado y pretensado, basada en un planteamien-
too enfoque tedrico desarrollado por el autor desde su tesis doctoral (1972).

Comienza su primera parte por una revisién de las bases conceptuales del andlisis es-
tructural en general, para estructuras lineales o de barras, donde entre otros, se enmarcan as-
pectos tales como las acciones geométricas, particularmente las de tipo deformacién, y el
pretensado, que se desarrollan después. Asiy en relacion con ellos, por un lado se estudia la
posibilidad de tratar con deformaciones elementales, lo que lleva a la generalizacién del con-
cepto de linea de influencia para todas las acciones y efectos; y, por otro, se estudian las
propiedades del pretensado, y sus consecuencias, en el andlisis estructural (incluyendo el
de segundo orden), de una manera general aunque orientada ya a las técnicas normales en
hormigén pretensado.

En la segunda parte se entra ya de lleno en el desarrollo de los aspectos fundamenta-
les del andlisis de las estructuras de hormigén armado y pretensado, procediéndose de una
manera progresiva: caracteristicas de los materiales, particularmente de la fluencia del hor-
migén dentro de la teorfa de la viscoelasticidad lineal; andlisis, tanto instantdneo como di-
ferido, de las secciones; andlisis de la estructura (diferido lineal, instantdneo no lineal y di-
ferido no lineal) en primer orden; andlisis de la estructura (instantidneo y diferido, ambos
con material lineal y no lineal) en segundo orden.

Se eluden, en general, descripciones o desarrollos que se encuentran normalmente en
la literatura sobre la materia. Como importante complemento para concretar lo abstracto,
se incluyen bastantes ejemplos, también valiosos por sf mismos en muchos casos, bien por
las pautas para abordar ciertas situaciones en la practica o por los propios resultados, unas y
otros de interés, que ofrecen.

El libro se dirige principalmente a los profesionales del proyecto y la construccion en
hormigén (preocupados quizd por recapitular parte de sus conocimientos bdasicos), a investi-
gadores y profesores (a quienes pueda interesar algiin aspecto de su planteamiento y desa-
rrollos) y a estudiantes universitarios (de los tltimos cursos y de postgrado, dentro del drea
Estructuras-Construccion, en las carreras superiores y técnicas de Arquitectura e Ingenierfa).

Titulo: FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE HORMIGON
ARMADO Y PRETENSADO.

Autor: Juan Murcia Vela. Profesor de Investigacion del CSIC (I. de Ciencia de Materia-
les de Barcelona) y Catedrético de Hormigén de la UPC (E.T.S. de Ingenieros de Cami-
nos de Barcelona) en excedencia.

Editor: Consejo Superior de Investigaciones Cient{ficas (CSIC).

Distribucién vy venta: Servicio de Publicaciones del CSIC y sus distribuidores habitua-
les. Librerfas Medinaceli (Madrid) y Egipciaques (Barcelona), Centre d’Informacié
i Documentacié Académica (Palma de Mallorca) y librerfas en general.

Piginas: 300, Precio de venta: 4.500 pesetas.
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28001 Madrid.

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES (INTEMAC).— Monte
Esquinza, 30. 28010 Madrid.

INTERNACIONAL DE INGENIERIA Y ESTUDIOS TECNICOS (INTECSA). Biblioteca.—
Orense, 70. 28020 Madrid.

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, S.A.-- Principe de Vergara, 103. 28006
Madrid.

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS Y MATERIALES.— Alfonso Xlli, 3. 28014
Madrid.

MECANOGUMBA, S.A.— Apartado 23. 08100 Mollet del Valiés (Barcelona).

NUEVA MONTANA QUIJANO, S.A.— Fabrica de Forjas de Buelna. 39400 Los Corrales de
Buelna (Cantabria).

OBRAS Y CONSTRUCCIONES INDUSTRIALES, S.A. (OCISA).— Princesa, 3 - 7°. 28008
Madrid.

PACADAR, S.A.— Hermosilla, 57. 28001 Madrid.

PRENSOLAND, S.A.— Calle Industria, s/n. 08529 Sant Marti de Centelles (Barcelona).

PRETENSADOS DEL LOURO, S.A.— Poligono Industrial Atios. 36400 Porrifio (Pontevedra).

SENER, TECNICA INDUSTRIAL Y NAVAL, S.A.— Avda. del Triunfo, 56. 48930 Las Arenas
(Vizcaya).

SIKA, S.A.— Carretera Madrid-Iran, Km. 14,600. Poligono Industrial. 28100 Alcobendas (Ma-
drid).

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA BBR (S.A.E. BBR).— Avda. General Perdn, 36. 28020 Ma-
drid.

SOCIEDAD ESPANOLA DE ESTUDIOS PARA LA COMUNICACION FIJA A TRAVES DEL
ESTRECHO DE GIBRALTAR, S.A. (SECEGSA).— Estébanez Calderon, 3 - 1° A. 28020
Madrid.

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A. (TECPRESA).— Velazquez, 105. 28006 Madrid.

TREFILERIAS DEL NORTE, S.A.— Carretera de Zorroza a Castrejana, 150. Apartado 590.
48080 Bilbao.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, S.A. (TYCSA).— Monturiol, 5. 08210 Barberd del Vallés
(Barcelona).

La Asociacidon Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar plblicamente, su agra-

decimiento a las Entidades citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su especial aportacion
econdémica, para el desenvolvimiento de los fines que tiene encomendados.
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