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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacidn existe una categoria, la de “Miembro Protector”’, a la que pueden
acogerse, previo pago de la cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros que voluntaria-
mente lo soliciten. Hasta la fecha de cierre dei presente niimero de la Revista, figuran inscritos en esta
categoria de “Miembros Protectores” los que a continuacion se indican, citados por orden alfabético:

ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A. (ATECSA).— P° de la Habana,
14. 28036 Madrid. ‘

AGROMAN EMPRESA CONSTRUCTORA, S.A.— Raimundo Fernandez Villaverde, 43. 28003
Madrid. -

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMENT"'.— Veldzquez,
23. 28001 Madrid.

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).— Orense, 10. 28020 Madrid.

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.— Plaza Gala Placidia, 1. 08006 Barcelona.

AZMA, S.A.— P° de la Habana, 16. 28036 Madrid.

BIGUETES, S.L.— Partida Altabix, s/n. 03000 Elche {Alicante).

CAMARA, S.A.— Apartado 180. 36080 Pontevedra.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, S.A.— Grijalba, 9. 28006 Madrid.

CEMENTOS MOLINS, S.A.— C.N. 340, Km. 329,300. 08620 Sant Vicenc dels Horts (Barcelona).

CENTRO DE ESTUDIOS Y EXPERIMENTACION DE OBRAS PUBLICAS (CEDEX). Gabinete
de Informacion y documentacion.— Alfonso Xil, 3. 28014 Madrid.

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A., C.T.T., S.A.— Aribau, 185, 08021 Barcelona,

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.— Miguel Angel, 16. 28010
Madrid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS DE MA-
DRID.— Almagro, 42, 28010 Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— Santa Eugenia, 19.
17005 Gerona.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca.— Barquillo, 12. 28004
Madrid.

COL. LEG! OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.— Placa Nova, 5. 08002 Barcelona.

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, S.A.— Federico Salmén, 13. 28016 Madrid.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V., S.A.— Ayala, 42. 28001 Madrid.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, S.A.— Avda. de América, 24. 28028 Madrid.

EMESA-TREFILERIA, S.A.— Apartado 451. 15080 La Coruia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXIN}). Departamento Obras Especiales.—
Padilla, 46. 28006 Madrid.

ENAGA, S.A.— Hermanos Fernéandez Calvajal, 31. 28023 Pozuelo de Alarcon (Madrid).

ENTRECANALES Y TAVORA, S.A. Biblioteca.— Juan de Mena, 8. 28014 Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS.—
Ciudad Universitaria. 28040 Madrid,

ESTEYCO, S.A.— Menéndez Pidal, 17. 28036 Madrid.

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).— Arapiles, 14. 28015
Madrid.

EUROCONSULT, S.A.— Apartado 992, 28700 San Sebastian de los Reyes (Madrid).

FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, S.A. (FOCSA).— Avda. General Peron, 36.
28020 Madrid.

FREYSSINET, S.A.— General Peron, 24, 28020 Madrid.

GRACE, S.A.— Apartado 523. 08080 Barcelona.

HIDROELECTRICA DE CATALUNA, S.A.— Almogdvares, 11-17. 08018 Barcelona.

HISPANO-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, S.A.— Capitan Haya, 51, 28020 Madrid.

HORMIGONES GERONA, S.A.— Lorenzana, 45. 17002 Gerona.

HORMIGONES PROYECTADOS, S.A.-- Avda. Principe de Asturias, 63. 08012 Barcelona.

(Continda en el int. de contraportada)
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NOTA IMPORTANTE
A nuestros colaboradores

Se nos ha solicitado que, con el fin de que puedan ser incluidas las oportunas referen-
cias bibliograficas en los “Abstracts” que se editan en diferentes paises, todos los articulos
que se publiquen en Hormigén y Acero vayan acompafiados de un resumen, lo mds breve
posible, (no mds de cien palabras) en espafiol, francés e inglés. El titulo del articulo también
debe figurar en los indicados tres idiomas.

Por consiguiente, rogamos encarecidamente a nuestros amables colaboradores tomen
buena nota de estas nuevas normas, para su cumplimentaciéon en el momento de preparar los
trabajos que nos envien para su publicacion en nuestra Revista.

EL COMITE DE REDACCION
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RELACICN DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASCCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO “MIEMBROS COLECTIVOS",
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de Ensayos.— Tarragona.
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EUROESTUDIOS, S.A.—Madrid.
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FERROVIAL, S.A.— Madrid.
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INSTITUTO JUAN DE HERRERA.— Madrid.

INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).—Ma-
drid.

J. CASTRO MATELCQC, S.A.—Sigueiro (La Corufia).

JUNTA DE CASTILLA Y LEON.—Consejeria de Obras Publicas y Ordenacién Territorial.
Servicio Tecnologia e Informacién.—Valladolid.

JUNTA DE CASTILLA Y LEON.—Servicio de Obras Piblicas.—Auvila.

JUNTA DEL PUERTO DE VILLAGARCIA DE AROSA.—Villagarcia de Arosa {(Pontevedra).

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.—Santa Cruz de Tenerite.

LABORATORIO GEOCISA. Biblioteca.—Coslada (Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.—Madrid.

LIBRERIA RUBINOS.—Madrid.

LUIS BATALLA, S.A. (LUBASA).—Castellon de la Plana.

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO.—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO.—DIRECCION GENERAL PARA LA
VIVIENDA Y ARQUITECTURA, SUBDIRECCION GENERAL DE NORMATIVA BASI-
CAY TECNOLOGICA.—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
ESTUDIOS ECONOMICOS Y TECNOLOGIA.—Madrid.

POSTENSA, S.A.—Bilbao.

FREBETONG CANARIAS, S.A.—Santa Cruz de Tenerife.

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. {(PRAINSA).—Zaragoza.

PREFABRICADOS DEL CEMENTO, S.A. (PRECESA).—Leon.

PREFABRICADOS DE HORMIGON, S.A. (CUPRE-SAPRE).—Valladolid.

PREFABRICADOS POUSA, S.A.—Santa Perpetua de Moguda (Barcelona).

PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, S.A. (HORTE).—Valladolid.

RUBIERA, S.A.—L.eon.

SERINCO, S.A.— Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES.—Barcelona.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.—Madrid.

SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca.—Barce-
lona,

SPANDECK CATALANA, S.A.—Barcelona.

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).—Tarrasa {Barcelona).

TECNOS, GARANTIA DE CALIDAD, S.A.—Madrid.

TEJERIAS “LA COVADONGA”.—Muriedas de Camargo (Cantabria).

TELEFONICA.—Departamento Inmobiliario.—Madrid.

TERRATEST, S.A.—Madrid.

TIGNUS, S.A.—Valencia.

TUBERIAS Y PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).—Madrid.

UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.—Valencia.

VIGUETAS MUBEMI.—Torrente (Valencia).




EXTRANJERO

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.—Sao Paulo (Brasil).
CONSULAR. CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.—Buenos Aires (Argentina).

CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, S.A.—Buenos Aires (Argentina).

LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.—Luanda (RepuUblica Popular de
Angola).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccién de Bibliotecas.—Santiago
de Chile (Chile).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU. Biblioteca Central.—Lima (Peru).

SARET P.P.B. Cadre Tecnique.—Le Pontet (France).

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.—Londres (Inglaterra).

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES.—Biblioteca Integrada de Economia, Ciencias e Ingenieria.
Dpto. de Seleccion y Adquisiciones. Mérida (Venezuela).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO. Biblioteca.—Quito {(Ecuador).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO. Biblioteca Central.—Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA.—Facultad de Ingenieria.Biblioteca. Caracas
(Venezuela). '

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO. Biblioteca.—Mayagliez (Puerto Rico).

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA.—Biblioteca Central. Valparaiso
(Chile).

MIEMBRO CORRESPONDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).—La Paz (Bolivia).

* * *

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERO”

Todos los articulos originales que se publican en “Hormigbdn y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion.del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
maximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd siempre aceptado para su publicacion
en nuestra Revista, pero con tal caracter.

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladaré al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de la A.T.E.P., Apartado
19.002. 28080 Madrid, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de dis-
tribucidon de la Revista.

El autor del articulo cerrara la discusion contestando todos y cada uno de los comenta-
rios recibidos.
Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestacicnes de los

autores de los correspondientes articulos, se publicaran conjuntamente en una Seccion espe-
cial que aparecerd en las Gltimas paginas de la Revista.
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IN MEMORIAM

Con profundo pesar hemos recibido la noticia del fallecimiento, a finales del pasado
mes de marzo, de nuestro entrafiable amigo e inestimable y valiosisimo colaborador durante
muchos afios, el insigne Profesor Doctor Arquitecto D. Buenaventura Bassegoda Musté.

Los intimos lazos de amistad que le unian a D. Eduardo Torroja, lamentamente ya
también fallecido, le impulsaron a colaborar en las actividades de nuestra Asociacion, desde
que en 1949 D. Eduardo decidié crearla para difundir y promocionar la que, en aquellas fe-
chas, era nueva técnica constructiva.

Durante muchos afios formd parte de la Junta de Gobierno de la ATEP, pronuncid
Conferencias, publicd articulos y, en fin, colabord amplia y activamente en la labor que la
ATEP tenfa encomendada.

Sus profundos conocimientos de cuantos elementos intervienen en la construccion y de
las peculiaridades y problemas que plantea, tanto el proyecto como la direccion y ejecucion
de todo tipo de obras, conferian un extraordinario valor a todas sus intervenciones. Pero
ademds, el singular conocimiento que de nuestro idioma poseia y del que sabia extraer voca-
blos y matices tan exactos como, en general, poco difundidos y conocidos, afladian al valor
cientifico y técnico de sus intervenciones una calidad artistica y humana que las transforma-
ban en auténticas obras literarias de inolvidable recuerdo.

Innumerables han sido sus éxitos profesionales que le llevaron a reunir una larga serie
de titulos, ocupar distintos cargos, ser nombrado miembro de Academias y Asociaciones,
tanto nacionales como extranjeras, y recibir numerosisimas distinciones dentro del campo
de 1a ciencia, la técnica y el arte. De todo ello, en los articulos que en su memoria han sido
publicados en diferentes Revistas, con motivo de su fallecimiento, se ha dado cumplida in-
formacion.

No queremos repetirnos y, en consecuencia, a ellos nos remitimos y, por nuestra parte,
solo afadiremos que en reconocimiento a los innumerables méritos contraidos en nuestra
Asociacién y a su inapreciable y valiosisima colaboracion, fue nombrado Miembro de Honor

de la misma y galardonado con una de las primeras ‘“Medallas de la ATEP”, creadas para pre’

miar a aquellos Asociados que se destacaron por su singular aportacion al avance de la técni-
ca del pretensado, en cualquiera de sus aspectos, y al desarrollo de las actividades encomen-
dadas a la ATEP en sus Estatutos.

iDescanse en paz nuestro siempre recordado D. Buenaventura Bassegoda Musté!.

LA JUNTA DE GOBIERNO DE LA AT.EP.




CONSTRUCCION-87
Feria Nacional de Edificacion, Obras Pablicas y
Equipamientos Urbanos

Del 4 al 7 de noviembre del presente afio 1987 tendrd lugar la “II Edicidén de la Feria
Nacional de Edificacion, Obras Pablicas y Equipamientos Urbanos”, CONSTRUCCION’ 87,
organizada por la Institucion Feria de Muestras Iberoamericana de Sevilla, con la colabora-
cidn de la Consejeria de Obras Pablicas y Transportes de la Junta de Andalucia.

Continuando en la linea emprendida en la I Edicidén, al poner de manifiesto la impor-
tancia del sector y hacer coincidir la oferta y la demanda en un Certamen Nacional, se pre-
tende abrir una esperanzadora perspectiva para los proximos afios que seran de importante
desarrollo para Andalucia, mdxime teniendo en cuenta que, tanto la Conmemoracién del V
Centenario del Descubrimiento de América, como la celebracion de la Exposicion Universal
de Sevilla, EXPO’ 92, deberan significar hitos fundamentales en la transformacién y moder-
nizacidén de dicha Comunidad Autdénoma.

Los interesados en participar en este Certamen deberdn ponerse en contacto con:

Institucion Feria de Muestras Iberoamericana de Sevilla.
Poligono Aeropuerto (Sevilla-Este).

Apartado 4.016

41007 SEVILLA

XL11? Exposicion Internacional de Edificacion y
Construccion “INTERBUILD"

Durante los dias 22 al 28 de noviembre del actual afio 1987, se va a celebrar en el Na-
tional Exhibition Centre, de Birmingham (Reino Unido), la XLII? Edicién de “INTER-
BUILD”.

“INTERBUILD” esta considerado como el mayor y mds prestigioso Saldén Internacio-
nal para la industria de la edificacidn y construccidén que se celebra en el Reino Unido. En la
anterior edicion, en 1985, se reunieron 1.200 expositores y hubo mds de 134.000 visitantes,
procedentes de 80 paises diferentes.

Los interesados en participar en esta magna Exposicidon o en recibir informacién mas
detallada sobre la misma, deberdn dirigirse a:

CASSANDRA MARCHESSINI
Interbuild 87

11 Manchester Square

Londres WIM 5AB

Teléfono: (44 1) 486 1951/487 5831
Télex: 24591 Montex G

Fax: 486 8773
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457-0-115

Calculo con variacién lineal de
caracteristicas elasto-geométricas

José M? Arrieta Torrealba
Dr. Ing. de Caminos
Profesor de Calculo de Estructuras de la E.T.S.l. Caminos C.y P.

Florencio J. del Pozo Vindel
Dr. Ing. de Caminos
Catedratico de Resistencia de Materiales de la E.T.S.l. Caminos C.y P.

1. INTRODUCCION

Es frecuente, en el proyecto de estructuras, tener la necesidad de resolver estructuras
reticuladas con elementos de seccidn variable. Si se dispone unicamente de un método para
piezas de seccidn constante, cada una de las piezas de seccidn variable se modeliza mediante
varios elementos de seccidn constante. En esta situacion, es muy normal que el nimero de
elementos en que es necesario dividir la pieza de seccidn variable para representar adecua-
damente su comportamiento, sea muy superior al que elegiriamos por otras causas, aumen-
tando de esta forma el tamafio del sistema de ecuaciones que hay que resolver.

En el presente articulo se expone un método matricial de cédlculo de estructuras reticu-
ladas planas con barras de seccidn variable. La variacidn de las caracteristicas elastomeca-
nicas a lo largo de la barra es de tipo lineal, permitiendo adaptarse a la variacion real de las
caracteristicas de la barra, de una manera mucho mds aproximada que con una constancia
de las mismas.

2. DESCRIPCION DE LA BARRA

Sea la barra de seccion variable 1-2 de la figura 1, cuyas rigideces a flexidén y extension,
en los extremos dorsal y frontal, son, respectivamente, (El);, (El),, (EA), v (EA),, ¥
donde:

E: Médulo de elasticidad de Young.
A: Area de la seccidn transversal.
I : Momento de inercia de 1a seccidn transversal.
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] A 2
(E1), T (E1),
(EA)1 \ =4 (EA)Z
x |
+
Fig. 1 L

El valor de dichas rigideces en una seccién genérica A, situada a una distancia x del ex-
tremo dorsal de la barra, teniendo en cuenta su variacion lineal, es el siguiente:

EA= (EA); -(1+a-p)
El=(ED), - (1 +i-w [1]
siendo:
a= [(EA), — (EA), ]/ (EA),

i=[(ED, — (ED),]/ (ED),
p=x/L [2]

3. COMPORTAMIENTO DE LA BARRA A FLEXION

Sea la barra de seccidon variable 1-2 de la figura 2, sometida a una carga genérica q y a
unas acciones, en sus extremos, originadas por su vinculacion al resto de la estructura.

N

— X Fig. 2
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Las ecuaciones que rigen el comportamiento a flexidon de dicha barra, segin la Teoria
General de las Estructuras son:

M, ZM? +K; [0ty 0, — (1 +v2) (v, —vy) /L]

M2=M3+K2'[®z+71'®1‘(1+71)‘(V2—V1)/L] [3]
donde K, y K, son los coeficientes de rigidez dorsal y frontal de la barra.y, y v, los coe-
ficientes de transmisidén dorsal y frontal, respectivamente, y M‘f y Mj los momentos de em-
potramiento perfecto originados por la carga q. Dichos coeficientes se definen, a través del
comportamiento de la pieza empotrada-apoyada (figura 3), como el inverso del giro en el

apoyo y el momento en el empotramiento, al aplicar un momento unitario en el extremo
apoyado.

L ) (=)

Fig. 3

Si descomponemos cada uno de los estados de la figura 3, en funciéon de los estados de
la viga simplemente apoyada sometida a momentos unitarios en sus extremos (figura 4), y
aplicamos las condiciones de la superposicion resulta:

K, =@}/@®] o -ol. o))

K, =0} /@ . 0] -6 o))
1I I

v =-0,/6,;

Y2 = — 0}/ 0 [4]
61 O_II
1( 17Ky \ 1( { ol < o1 \1
/§ é XZ r_\"> % X1 djj % X XZ
(I ()
o) oY
i
X1(/Z| \] => m\é&%xxl 0o A\ \xl
A TAPEA A e“%A
(1) (my ¢
Fig. 4
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Para clacular dichos coeficientes de rigidez y transmision, resolveremos los estados [ y II
aplicando los teoremas de Mohr a cada uno de ellos. La expresidon de los giros en los extre-
mos serd:

@{:-UL-ghd.@_wade
I I L oyl
e = + ;' M;/EI. dx
0
I L g, l0
off = — /L. /" My (L —x)/ El - dx

ol = ol + ;& M['/ EI - dx [5]
0

donde M{c y M? son las leyes de momentos flectores de los estados [ y 11, respectivamente.

Los resultados de estos giros, como en general de todos los elementos de la matriz de rigi-
dez y vector de cargas, quedaran en funcidn de unas integrales con cuatro parametros
J (o, n, pg, i) que a continuacion definimos:

T(a,n, pg )= w /(1 +a-p-du [6]
Ho

Dichas integrales tienen una solucidn analitica exacta y su expresion general es la si-
guiente:

Sia<>0:
J(a,m, o, )= { (D" L[ (I +a-pu)/(I+a pu)l+
+ S:i’l CDfnl [ +a-p)s = +a )]/
[Is! - (n—s)! - (n—s)] }/o"*!
Sia= 0:

J(0,n, po, i) = () — gt )/ (n+ 1) (7 ]

A fin de simplificar la formulacién, utilizaremos los siguientes simbolos intermedios para
algunas de estas integrales:

I, =J(,n,0,1)
Ap =7 (an,0,1) 8]

Los giros correspondientes a los estados I y II antes mencionados, teniendo en cuenta la
nomenclatura establecida, resultan:

911 = (Io ‘2‘11 +Iz)'L/(EI)1
@) = 0 = (-1, +1,)-L/(ED,
el =1, . L/ (ED, [9]

il
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Sustituyendo dichos giros en las expresiones de los coeficientes de rigidez y transmision
[4] se obtiene:

K,=1,/,-1, =1} - (ED, / L

Ky=(g —2-1, +1;) /(I - I, =) - (ED), /L

v =0 1)/,

vo =, —1)) /Ty =2-1; +1,) [10]

Mediante los coeficientes que acabamos de obtener vy las ecuaciones de estado [3], queda
caracterizado el comportamiento a flexidn de una barra de seccion variable.

4. COMPORTAMIENTO DE UNA BARRA A EXTENSION

Sea la pieza 1-2 de la figura 5 sometida a una carga axil ¢ y a unas acciones en extremo,
N; v N;,. La ecuacién que rige su comportamiento viene dada por:

N; =N} —Ky -(u; —uy)
N, = NJ + Ky - (u; —uy) [11]

" —
S

O y g - —Y o }_
Ny .| 2 2 Np X
Fig. 5

donde Ky es la rigidez a esfuerzo axil de la pieza y N9 y NJ son los esfuerzos de empotra-
miento perfecto originados por la carga q.

La rigidez a esfuerzo axil de la pieza tiene la siguiente expresion:
L
Ky =1/1" dx/EA [12]
Sustituyendo la rigidez EA por su valor segin [1] y realizando transformaciones se

obtiene:

Ky = /A - (EA), /L [13]
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5. MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA

Sea la barra 1-2 de la figura 6 en un sistema de ejes locales X-Y. Como es habitual en
célculo matricial, englobamos los movimientos de los nudos extremos en el vector de mo-

vimientos d,¢:

d,g= [u; v, B uy v, O, ]T

T
(,4/,;(03 -
N

M( ' @
- 1
N,
\

, Vo
1 ug

[,
Fig. 6 1 uy 2

que también puede expresarse:

donde:
dy = [u; v, 0,1
dy = [uy v, 0, 1t
Las acciones en extremo de barra las agruparemos de forma similar:
Peg =[Ny Q M; N, Q, My [*
o bien:
pog =101 Py 1"

siendo:
pi = [Nl Ql MI]T
Py = [Nz Q; Mz ]T

[14]

[16]

(191

La ecuacion de estado de la barra es aquélla que nos relaciona los movimientos de sus nu-

dos extremos con las acciones actuantes en ellos. Dicha ecuacidn tiene la forma:

Pog = Keg- aeQ

donde K¢ es la matriz de rigidez de barra en ejes locales.
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Si desglosamos el vector de movimientos y el de acciones en la parte correspondiente a
cada nudo, obtenemos dos ecuaciones matriciales de estado:

Py = Kn ’ 671 +Ki»- 5_112
52=K21'a1 +522'C72 [21]

donde K4, K,, K, v K,, son las cuatro cajas de la matriz de rigidez, de forma que:

K K
K. = L1 B2 [22]
Ky Ky

A partir de las ecuaciones [3] y [11] obtenemos los términos de cada una de las cajas de
la matriz de rigidez:

'K, 0 0 |
K..=10 K, K,
| 0 K; Kj |
'K, 0 0 |
K,»»=10 K, K
0 Ks K|
K, 0 0 |
Ky;=10 -K, K
0 -K; K [23]
donde:
K, = 1/A, - (EA), /L
K, = Io/14 - (ED); /L?
K; = 1,/I; - (ED),/L?
Ky =1,/ - (EDy/L
Ks = (I; — Ip) - (EDy /L2
Kg= (1, —2-1, +15)/1 - (ED, /L
K, =, —L)/1;-(ED,/L [24]
siendo:
Ig=1,-1, - [25]

El cambio de sistema de ejes locales a globales de la matriz de rigidez, asi como el montaje
de dicha matriz y del vector de cargas, se realizan siguiendo las técnicas propias del cdlculo
matricial.

6. COMPROBACIONES NUMERICAS

Es evidente que mediante la utilizacién de barras con caracteristicas variables linealmente,
se aproxima el comportamiento de una barra de seccion variable genérica con mayor exacti-
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tud que a través de barras de seccidon constante. A fin de comparar la aproximacién propor-
cionada por la subdivisidon de la estructura en barras de seccidén constante, con la obtenida
mediante la utilizacién del tipo de barra propuesto, hemos realizado diversos célculos.

En cuanto al trabajo a extensidon, ambos procedimientos proporcionan el mismo resul-
tado; para llegar a dicha conclusién basta analizar las expresiones relacionadas con el es-
fuerzo axil. Sin embargo, en el trabajo a flexidén de la pieza, existen diferencias; para ana-
lizarlas hemos utilizado una viga empotrada-apoyada (figura 7) con caracteristicas variables
linealmente, sometida a un momento unitario en su extremo apoyado. Se han calculado el
giro ® y el momento en el empotramiento M para diversas relaciones de rigideces a flexion
entre sus extremos y diversas discretizaciones de la viga en barras de seccidn constante. A
partir de los resultados de dichos cilculos y por comparaciéon con los correspondientes al
método propuesto, que resuelve este caso de forma exacta, hemos determinado los adimen-
sionales ®, y ®); que definen las diferencias entre el cdlculo exacto y cada uno de los cél-
culos aproximados. Las expresiones de dichos coeficientes son las siguientes:

q’o = l(®aprox _®ex) / Gexl

Py = |Mgprox — Mey) / Moyl [26]
(EI),
(E1),
1
&
] . %z M
A T
7
Fig. 7

siendo:

(C] : Valor del giro ® segiin un cdlculo realizado mediante subdivision de la viga en N

barras de seccidn constante.

aprox

Mgprox : Valor del momento M segiin un célculo realizado mediante subdivision de la viga
en N barras de seccién constante.

C)

M., :Valorexacto del momento M.

ex . Valor exacto del giro ©.

En la figura 8 se representan graficamente las variaciones de las coeficientes @4 y ®y,
en funcién del coeficiente de variacion de la rigidez a flexion, i, y del nimero de partes N
en que se subdivide de la viga.
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06T

0.571

0.871 Fig. 8

Mediante el andlisis de la figura se observa que, para valores positivos del coeficiente i,
las mayores diferencias se obtienen en el giro ®; mientras que para valores negativos de
dicho coeficiente, las discrepancias del momento M son de mayor cuantia. Asimismo, se
deduce que, para los rangos de variaciones de rigidez analizados, resulta necesario subdivi-
dir la viga hasta en seis barras, para conseguir errores inferiores al 10 por 100.
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CEMCO-88. Xl Curso de Estudios Mayores de la Construccion
Normativa, Calculo, Experimentacion y Patologia en Edificacién

El Instituto Eduardo Torroja del Consejo Superior de Investigaciones Cientificas, anun-
cia la celebracion del XI CURSO DE ESTUDIOS MAYORES DE LA CONSTRUCCION,
CEMCO-88.

Normativa, Célculo, Experimentacion y Patologia son aspectos fundamentales que de-
ben considerarse para cumplir los requisitos de seguridad, funcionalidad y durabilidad en
toda construccién. El conocimiento de tales aspectos es una valiosa fuente de ensefianza a
la que CEMCO-88 dedicaré cinco meses de estudio.

El Curso va destinado a los postgraduados en Ingenieria Civil o en Arquitectura, espe-
cialmente a los procedentes de paises Iberoamericanos.

Todas las actividades que se desarrollen en CEMCO-88 serdn comunes para arquitectos
e ingenieros.

La matricula estard limitada a treinta participantes.

Lugar y duracién del Curso

El Curso se desarrollard en el Instituto Eduardo Torroja de la Construccidén y del Ce-
mento, Serrano Galvache, s/n, 28033 Madrid; Teléfono 202.04.40.

Comenzari el lunes 1 de febrero y terminard el jueves 16 de junio de 1988.

Patrocinadores de CEMCO-88

— Consejo Superior de Investigaciones Cient{ficas.
— Secretarfa de Estado de Universidades e Investigacion.
— Instituto de Cooperaciéon Iberoamericana.

Colaboradores

— Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado.

— Centro de Estudios y Experimentacion de Obras Pablicas.
— Colegio Oficial de Arquitectos.

— Colegio Oficial de Aparejadores y Arquitectos Técnicos.
— Ayuntamiento de Madrid.

— Fundacién Escuela de 1a Edificacidn.

— ANEFHOP.

— Grupo Espafiol del Hormigdn.

— Instituto de Tecnologia de la Construccién de Catalufia.
— TECNIBERIA.

— Fundacion MAPFRE.

Director del Curso

D. José Pedro Gutiérrez Jiménez.




Cuota de inscripcion

La cuota de inscripcion es de 200.000 ptas. y dard derecho a participar en todas las ac-
tividades del Curso y a recibir la documentacidn correspondiente.

Certificado y Diploma

A todos los participantes en CEMCO-88 que asistan a mas del 80 por 100 de las clases
tedricas y practicas se les entregard un CERTIFICADO de asistencia. Los que ademds de sa-
tisfacer la condicién anterior superen las pruebas individuales voluntarias correspondientes,
obtendran un DIPLOMA acreditativo de los conocimientos adquiridos.

Horario

Las actividades del Curso se desarrollardn fundamentalmente de 9,00 a 16,00 con in-

terrupciones para tomar café (11,00 a 11,30) y almorzar (14,00 a 15,00) y, basicamente.
de lunes a viernes.

Al inicio de cada semana se entregara a los participantes un programa-horario que, sal-
vo excepciones, podréa considerarse como definitivo.

Clases teoricas

Las clases tedricas se desarrollardn durante 45 minutos, con un corto debate o cambio
de impresiones. Su distribucion es la siguiente:

Area de materiales . ... . ... 28 horas
Areade estructuras . . . .o oo e 31 horas
Area de unidades funcionalesdeobra............... 16 horas
Area de habitabilidad y energia .. ................. 21 horas
Areadepatologia ........ ... . L. 25 horas

Total ... ... . 121 horas

Al final de cada Area habrd un coloquio y una prueba individual y voluntaria de apro-
vechamiento.

Trabajos practicos

Se realizardn ejercicios tedricos y/o experimentales, individuales o en grupos de cinco
participantes sobre uno de los temas del Programa de Trabajos practicos. Al objeto de facili-
tar la formacion de los grupos de trabajo, cada aspirante elegird, de acuerdo con su interés y
formacion, dos temas.

A los trabajos practicos de cada tema se dedicardn 20 horas.

Seminarios

A fin de tratar en profundidad ciertos temas y con la intencién de facilitar los contac-
tos entre participantes de CEMCO y profesionales espafioles con afinidad de intereses, los
Seminarios tendran caricter abierto, para lo que se posibilitard en todos ellos la matricula-
cidén de profesionales espafioles.
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Como norma general, de los trece Seminarios programados, los aspirantes a CEM-
CO-88 han de elegir, de acuerdo con su interés y formacién, un minimo de 7 y un mé-
ximo de 9.

Para el desarrollo de los 13 Seminarios se destinaran 150 horas.
Visitas

Se han programado seis visitas a obras, realizaciones y entidades relacionadas con
temas de construccidn y que por su caracter singular o aportaciones técnicas son dignas
de estudio. Dichas visitas tendran lugar, normalmente, en la mafiana de los viernes, am-
plidndose a la tarde cuando la distancia o la importancia lo requiera.

Viajes

Como actividades del Curso se han programado dos viajes de caricter técnico-cultural.
Los gastos de desplazamiento, hoteles y, parcialmente, la pensidén alimenticia estin cubier-
tos por la cuota de inscripcién. En principio, serd posible el desplazamiento de familiares,
estudiandose en su momento el coste suplementario.

Conferencias

Como actividad complementaria del Curso se ha programado un ciclo de Conferencias
Magistrales, en el que se contard con la participacién de especialistas de categoria interna-
cional. Caso de ser necesario se dispondrd de un servicio de traduccidén simultdnea al cas-
tellano.

Otras actividades y servicios

Siguiendo la préactica de otros CEMCOs, cada participante pronunciard una Confe-
rencia técnica, de media hora de duracidon, sobre su actividad profesional, especialidad
o panordmica de la edificaciébn en su pais, por lo que puede ser oportuno la preparacion
previa del texto o diapositivas destinadas a tal fin. Los aspirantes deberin enviar, con la
documentacién de preinscripcidén, un resumen de su eventual conferencia, mecanografiado
a doble espacio y con una extensidon maxima de una pdagina en papel tanafio DIN A4 (210 x
X 297 mm).

Cada participante preparard un minimo de 10 fichas bibliogrificas sobre el tema de
trabajo prictico que haya elegido, consultando las publicaciones correspondientes (libros
"y revistas) en la Sala de lectura de la Biblioteca del 1.LE.T.c.c. En el programa-horario se-
manal se indicari el tiempo asignado a esta actividad.

Los participantes preparardn, asimismo, en turno rotativo, resimenes de las clases
tedricas, para su oportuna publicacién y distribucién a todos los participantes.

El “Club Deportivo Costillares”, formado por todas las personas del I.E.T.c.c., aco-
gerd a los participantes que lo deseen, ofreciéndoles sus instalaciones (piscina, campos de
deportes, salas de juego, etc.), y la posibilidad de participar en sus actividades.

Se celebrard un concurso de proyectos para la realizacién de una obra conmemorativa
del CEMCO-88 entre todos los participantes en el mismo. La obra ganadora se inaugurard
en el Acto de Clausura del Curso.

23




Los participantes estardn cubiertos por un seguro de accidentes durante las actividades

programadas en el Curso. Los respectivos seguros de enfermedad correrdn a cargo de los in-
teresados.

PROGRAMA DEL CEMCO-88

Clases teoricas

P

WP e T

N DN

A2.

A3

A4,

10.
1.
12.

13.
14.
15.

C.1.

16.
17.
18.
19.

C.2.

20.
21.
22.

C3.

23.
24.

25.

24

— Area de materiales.
Componentes del hormigdn.

. Cemento

Caracter{sticas y tipos de cementos.

Fabricacion del cemento.

Hidratacién del cemento.

Fraguados anémalos. Aterronamiento. Causas desencadenantes y soluciones para preve-
nirlos.

Propiedades mecdnicas de la pasta de cemento endurecida.

Recomendaciones de empleo e incompatibilidades.

Normativa. Control de calidad.

Aridos.
Aspectos fisico-mecdnicos y fisico-quimicos.

Agua.
Aguas de amasado y de curado.

Aditivos.

Definicidn, clasificacidn y normativa.

Composiciéon, mecanismos de accién y aplicaciones 1.
Composicidn, mecanismos de accidon y aplicaciones 2.

Yesos, cales y morteros.

Yesos y cales.

Morteros tradicionales y morteros especiales 1.
Morteros tradicionales y morteros especiales 2.

Hormigones.

El hormigdn en estado fresco.

Dosificacion del hormigdn: objetivos y métodos.

Propiedades del hormigbn en estado fresco y factores que las afectan.
Curado del hormigén.

Hormigones preamasados.

El hormigén endurecido.
Estructura del hormigdn.
Resistencia del hormigdn y factores que la afectan.
Estabilidad dimensional.

Avances en la tecnologia del hormigdn.

Hormigones con fibras.

Hormigones ligeros y pesados. Hormigones de alta resistencia y hormigones de alta tra-
bajabilidad.

Hormigones secos y hormigones expansivos. El futuro del hormigdn.




26.
27.
28.
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15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.

28.
29.
30.
31.

Otros materiales de construccion,
Materiales bituminosos.
Plasticos.

Cerdamica y vidrio.

Coloquio del Area I.

— Area de Estructuras.

Cilculo de estructuras de hormigon.

Introduccidn a las estructuras 1.

Introduccibn a las estructuras 2.

Seguridad de las estructuras.

Métodos semiprobabilistas de los estados limites.
Acciones e hipotesis de carga.

Caracteristicas de los materiales con vista al proyecto.
Calculo de esfuerzos.

Estados limites Gltimos. Flexidn-compresion.
Esfuerzo cortante.

Punzonamiento. Torsién.

Pandeo.

Estados 1imites de utilizacién. Fisuracion. Deformaciones.
Estructuras sismorresistentes 1.

Estructuras sismorresistentes 2.

Control de calidad de estructuras de hormigdn.
Planteamiento general.

Control de calidad del proyecto.

Control de calidad del hormigdn. Bases tedricas.
Control de calidad del hormigdn. Aplicacion practica.

Contrdl de calidad del hormigdn. Acciones a tomar en caso de no cumplimiento.

Control de calidad del acero, cemento y componentes del hormigon.
Control de calidad de la ejecucioén.

Ensayos no destructivos 1.

Ensayos no destructivos 2.

Anilisis experimental de estructuras de hormigon.
Ensayos normalizados.

Pruebas de carga en edificacion.

Pruebas de carga en obra civil. Puentes.

Andlisis experimental de pavimentos de hormigdn.

Normativa sobre estructuras de homigdn.
Codigo Modelo CEB/FIP.

Instruccién Espafiola E.H.

Eurocddigo Estructuras de Hormigdn.
Otras Normas: ACI, DIN.

Coloquio del Area II.
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— Area de unidades funcionales de obra.

Cerramientos exteriores pesados.

Muro de doble hoja. Bloque de hormigdn.

Muro de doble hoja. Ladrillo.

Prefabricados. Hormigones con fibras de vidrio.
Prefabricados. Hormigones con aridos ligeros aislantes.

Muros multicapas. Proteccidon del muro e incorporacion del aislamiento.

Cerramientos exteriores ligeros.
Paneles metalicos.
Muros-cortina.

Avances tecnologicos.
Cerramientos de cristal con nuevos anclajes estructurales.
Nuevas carpinterias. Procesos de produccién, disefio y montaje.

La cubierta.

La cubierta plana. Concepto y disefio.

La cubierta plana. Calientes y ventiladas.

Nuevas soluciones. La cubierta invertida.

Nuevas soluciones. La cubierta de pendiente nula.
Cubiertas ajardinadas y transitables.

Cubiertas en climas extremos.

Sistemas de iluminacion cenital en cubiertas.

Coloquio del Area III.
— Area de habitabilidad y energia.

Higrotermia.
El clima externo. Efecto biofisico de los factores ambientales.

Fendmenos de la transmision de calor en edificacion. Propiedades termofisicas de

los materiales.

Tipologfa y caracteristicas de los materiales aislantes. Disposiciones constructivas.

Norma bdsica sobre condiciones térmicas en los edificios.
Procedimientos de cilculo en régimen transitorio.
Humedades, infiltraciones y condensaciones en edificios.
Puentes térmicos. Tipologia y correcciones.

Actstica.

Conceptos generales.

Reverberacidon y absorcidon. Materiales.
Normativa y problematica de las instalaciones.

Instalaciones.

Exigencias funcionales.

Sistemas de distribucion y de calefaccion.
Fendémenos de corrosion.

Iluminaci6n.
Conceptos generales.
Sistemas de iluminacion.




16.
17.
18.
19.

20.
21.
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11.
12.
13.
14.

15.
l6.
17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.

Vivienda pasiva.

Principios generales de disefio bioclimético.
Calentamiento pasivo.

Tipologia de sistemas pasivos.
Enfriamiento pasivo.

Vivienda activa.
Aplicaciones térmicas y fotovoltaicas.
Bomba de calor. Sistemas y experimentaciones.

Coloquio del Area IV.

— Area de patologia.

Patologia del hormigén.

Fen6menos patologicos debidos al cemento.

Dafios causados por los aridos.

Aguas agresivas y de mar.

Alteraciones causadas por la dosificacion y fabricacidén incorrectas.
Defectos debidos al transporte, colocacidén y compactacion.

Patologia del proyecto y ejecucion de estructuras de hormigdn.
Patologia del proyecto. Errores de concepcidn.

Errores en la determinacion de acciones.

Errores en el calculo de esfuerzos.

Errores en disposiciones constructivas.

Errores en planos y otros documentos de proyecto.

Patologia de ejecucidon. Errores de ferralla.

Errores varios en ejecucion de estructuras de edificacion.
Patologia de estructuras de edificios convencionales.

Patologia de estructuras de edificios no convencionales.

Patologia de obras en servicio.

Inspeccidon periddica y sintomas patologicos.

La fisuracién y sus causas.

Reconocimiento del terreno y patologia de suelos.

Fallos intrinsecos de cimentaciones.

Efectos de las construcciones sobre cimentaciones proximas.
Recalce de cimentaciones.

Patologia bajo la accién del fuego.

Reparacion de estructuras de hormigdn.
Concepcion y disefio de referzos estructurales.
Ejemplos de refuerzos de estructuras de edificios.
Refuerzos mediante resinas.

Refuerzos mediante otros métodos.

Coloquio del drea V.
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Trabajos practicos

Se suprimirdn aquellos trabajos pricticos que no hubiesen sido elegidos al menos por

cuatro participantes.

TP.1. Célculo de estructuras con ordenador.

TP.2. Patologia de estructuras en construccidn o en servicio.

TP.3. Rehabilitacién de edificios.

TP.4. Calculo de pérdidas térmicas en viviendas.

TP.5. Disefio asistido con ordenador (C.A.D.).

TP.6. Métodos de ensayos no destructivos.

TP.7. Ensayos de aislamiento acistico.

TP.8. Lenguajes de programacion.

TP.9. Adherencia de armaduras.

Seminarios

S.1. Durabilidad y mecanismos de degradacién en materiales de construccion.

S.2. Corrosidon y proteccidon de materiales metalicos utilizados en construccion.

S.3. Disefio asistido con computador en arquitectura e ingenier{a.

S.4. Cementos con adiciones activas y cementos especiales: Caracteristicas, problematica
y normativa.

S.5. Cilculo de estructuras de hormigdn con ordenadores personales compatibles.

S.6. Rehabilitacidén en edificacion.

S.7. Andlisis experimental de estructuras de hormigén.

S.8. Garantia de calidad en construccion.

S.9. Tecnologias para viviendas de interés social en Latinoamérica.

S.10. Proyecto y construccion de estructuras de hormigdn pretensado.

S.11. Metodologia, cdlculo y patologia de los sistemas activos en la energia solar.

S.12. Diagnosis, proteccién y reparacidon de obras de hormigon.

S.13. Seguridad e higiene en la Construccion.

Visitas

El programa de visitas se concretard a la vista de las actividades profesionales de los

participantes en CEMCO-88, entre las que se indican a continuacidn:

— Conjunto histérico artistico.

— Fibrica de cemento y laboratorio de ensayos.

— Plan de saneamiento integral de Madrid.

— Laboratorios del Centro de Estudios y Experimentacion de Obras Publicas.
— Nudo de comunicaciones.

— Viviendas en construccion.

— Conjunto residencial.

— Edificio de altura para oficinas.

— Centro de disefio CAD-CAM.

— Instituto Tecnoldgico de Seguridad MAPFRE.
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Analisis de piezas curvas pretensadas (I)

Manuel Martinez Lafuente
Profesor Titular de Estructuras |
de la E.T.S.A. Madrid

INTRODUCCION

En la exposicién que sigue se recoge la metodologia general del analisis de las vigas
de “planta curva” y se obtienen las relaciones fundamentales que resuelven la determina-
cidén de los estados de solicitacion y de deformacidn de estas piezas frente a las acciones
genéricas de disefio, que se particularizan para el caso en que dichas acciones se identifiquen
con las que proporciona el pretensado. A través de las relaciones que se exponen, queda
patente la influencia de la “curvatura” en el comportamiento estructural, que constituye
una generalizacién del sobradamente conocido en las piezas de directriz recta. En un pro-
ximo articulo se particularizard el estudio genérico antedicho, para las vigas circulares de
seccidn constante.

CONVENIOS GENERALES
Caracteristicas geométricas de las vigas de planta curva

Si se considera una curva plana, tal como la AB representada en la Figura n® 1, y se
supone que dicha curva es el lugar geométrico de los baricentros de secciones planas que
poseen un eje principal de simetria perpendicular al plano que contiene a aquélla, se obtie-
ne una geometria que, bajo el punto de vista del andlisis estructural, recibe la denomina-
ciébn de “viga de planta curva”, siempre que se verifiquen, ademds, las condiciones que
mads adelante se detallan. La curva XB, a la que en lo sucesivo se denominard “directriz”’,
tendrd como caracteristicas propias, ademds de las que definen su geometria en el plano
que la contiene, las que permitan identificar la figura plana resultante de su interseccion
por los planos normales a la misma. En un punto genérico, dicha figura serd denominada
como “‘seccién transversal”, o, simplemente ‘“seccidon” (véase Figura n° 2).

A

DIRECTRIZ

Fig. 1. Viga genérica de planta curva
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ESE DE SIMETRIA

C.DEF.

C.DEG.

Fig. 2. Seccion transversal |- |

Las condiciones adicionales que debe satisfacer la pieza descrita con anterioridad para
que pueda ser considerada a todos los efectos como ““viga de planta curva’ son las siguien-
tes:

a) La directriz debe ser continua.

b) Las dimensiones de la seccidn transversal de la pieza deben ser pequefias compara-
das con el radio de curvatura y la longitud de la directriz.

¢) La variaciéon de la seccidén transversal de la pieza a lo largo de la directriz debe ser
suave, para poder identificar su superficie exterior como “‘suficientemente lisa”.

Admitiendo estas premisas y suponiendo que el plano que contiene a la directriz de la
viga sea el OXY (véase Figura n° 3), las caracteristicas geométricas de la misma que resultan
de interés para el andlisis estructural son las siguientes:

a) Las coordenadas cartesianas “x” e “y”.
b) La abscisa curvilinea “s”.

¢) El angulo de contingencia “o”.

d) El radio de curvatura “p”.

¢) El drea de la seccidn “Q7.

f) Los momentos de inercia de la seccidn respecto del eje contenido en el plano 0XY,
orientado en cada seccidén hacia del centro de curvatura de la pieza, I, y con rela-
cidén al eje vertical, I,, que contienen al centro de gravedad de la seccion transver-
sal.

g) El modulo de torsidon, K, de la seccion (*).

h) La distancia vertical entre el centro de gravedad y el centro de esfuerzos cortantes,
d., en una seccidén genédrica.

Si se supone que las coordenadas cartesianas de la pieza curva admiten una expresion
paramétrica generalizada, los valores del dngulo de contingencia y del radio de curvatura
en una seccién cualquiera P vienen dados por:

(*)  Se denomina médulo de torsidon a la relacidn entre la rigidez torsional de la seccion y el mddulo de rigidez trans-
versal.
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Fig. 3. Coordenadas generales y elementos caracteristicos de la geometria
de la viga de planta curva

o = arc tg_i

o (1)
(X2 +}-,2)3/2 i

donde el punto designa a la derivada con relacion al pardmetro de referencia que define
la gecometria de la pieza.

A su vez, el elemento diferencial de longitud de la directriz curva viene definido por:
ds=p  -da=cosa-dx +sena-dy 2)

En lo que sigue, se admitird que, tanto las coordenadas cartesianas de la directriz
como las caracteristicas geométricas de la seccidn transversal de la pieza, pueden expre-
sarse explicitamente en funciéon de un mismo pardmetro. Habitualmente, dicho pardme-
tro se identificard con la propia abscisa curvilinea de la pieza curva, o con el dngulo de
contingencia (caso, por ejemplo, de la viga circular).

Hip 6tesis basicas sobre el comportamiento estructural

Como punto de partida del desarrollo que se expone a continuacién, se asumen las
siguientes hipdtesis basicas de comportamiento estructural:

a) Las cargas y momentos que actian, bien sobre ¢l conjunto de la estructura, bien
sobre cualquier parte segregada de la misma, estdn en equilibrio estdtico.

b) El material que constituye la viga es homogéneo e isdtropo, obedeciendo a un
comportamiento eldstico de tipo hookeano, que queda identificado por el valor
de su mddulo de Young, E, v por el de su mddulo de elasticidad transversal, G.

¢) La deformacioén estructural de la viga se acomoda a las leyes bdsicas de la teoria
simplificada de la Resistencia de Materiales, que se concretan en este caso en:

c.1) Aceptar la validez de la hipdtesis de Navier-Bernouilli (deformacion plana
de las secciones solicitadas a flexion) y de la de Kirkchoff (conservacién
de 1a ortogonalidad de las normales a la directriz).
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c.2) Admitir la hip6tesis de Saint-Venant (proporcionalidad entre el giro ele-
mental y el momento de torsion) frente a las solicitaciones torsoras.

c.3) Despreciar las deformaciones debidas al esfuerzo cortante frente a las motiva-
das por el esfuerzo axil, los momentos flectores y el momento torsor.

¢.4.) Suponer que los desplazamientos de la pieza son pequefios y despreciables fren-
te a las dimensiones iniciales de la viga, pudiendo, por tanto, prescindirse en el
andlisis de los efectos de “segundo orden™.

Bajo estos supuestos, la pieza curva vendrd, en general, solicitada por esfuerzos axiles,
cortantes, flectores y torsores, de manera que, en cada seccion de la misma, la resultante de
las cargas y momentos que actian a uno y otro lado de esta Ultima queda determinada por
una fuerza tangente a la directriz, contenida en el plano 0XY (“‘esfuerzo axil”), una fuerza
normal a la directriz, contenida en el plano 0XY (“‘cortante radial”), una fuerza perpendicu-
lar al plano que contiene a la directriz (“cortante vertical”), un momento sobre el eje conte-
nido en el plano 0XY, dirigido segiin la normal a la viga en cada seccién (“momento ra-
dial”), un momento. alrededor del eje perpendicular al plano que contiene a la directriz
(“momento vertical”) y un momento alrededor del eje paralelo a la tangente a la directriz,
que pasa por el centro de esfuerzos cortantes de la pieza (“‘momento torsor”).

Estas solicitaciones pueden verse reducidas a solo tres, cuando las cargas que actdan so-
bre la pieza son verticales y los momentos son de eje coplanario con el plano 0XY; en estos
casos se anulan el esfuerzo axil, el cortante radial y el momento vertical. Andlogamente,
si las cargas exteriores estdn contenidas en el plano 0XY y los momentos actuantes son de
eje vertical, se anulan el esfuerzo cortante vertical y el momento flector radial (*).

Como consecuencia, los movimientos de la estructura vendrdn, en general, defini-
dos por un desplazamiento dirigido segin la tangente a la viga (“desplazamiento tangen-
cial”), un desplazamiento dirigido segin la normal a la misma (“desplazamiento radial”), un
desplazamiento segun el eje 0Z (‘‘desplazamiento vertical” o “flecha”), un giro sobre el ¢je
normal a la viga contenido en el plano 0XY (“giro a flexion radial”’), un giro sobre el eje per-
pendicular al plano que contiene a la viga (“giro a flexion vertical”) y por un giro sobre el
eje paralelo a la tangente a la viga, que pasa por el centro de esfuerzos cortantes de la seccion
(“giro de torsién”). Dichos movimientos generalizados, podrdn verse también simplificados
cuando las cargas y momentos que actian sobre la viga admitan componentes nulas con rela-
cidén al plano OXY o respecto del eje 0Z, como se verd mds adelante.

Convenio de signos

A efectos del andlisis estructural de la pieza curva debe considerarse, complementaria-
mente con el sistema general de coordenadas 0XYZ introducido con anterioridad, un siste-
ma de referencia local, variable de una seccién a otra de la viga, en el que se definen cémo-
damente los movimientos y solicitaciones estructurales.

Para ello, basta con establecer previamente un “sentido de avance” en la pieza, adop-
tando como extremoc “dorsal” a uno cualquiera de los puntos extremos de la viga AB (nor-
malmente se toma como dorsal al extremo A) y estableciendo en este Gltimo el origen de
coordenadas curvilineas de la estructura. El “sentido de avance” queda identificado enton-
ces con el sentido creciente de las abscisas curvilineas (‘‘s”) al recorrer la pieza desde su ex-
tremo “dorsal” (A) hacia su extremo frontal” (B), tal como se define en la figura n° 4.

(*)  El momento torsor podria anularse también, en estos supuestos, si coincidieran el centro de gravedad y el de es-
fuerzos cortantes.
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Fig. 4. Sentido de avance y convenio de signos

Considerando una seccidén cualquiera de la viga, tal como la definida por el punto P,
pueden definirse tres ejes principales, ortogonales entre si, cuyo sentido positivo es el si-
guiente:

a) El perpendicular al plano de la directriz, seglin el sentido creciente del eje general
de referencia 0Z (“¢je vertical”).

b) El contenido en el plano 0XY, orientado en el sentido de avance creciente de la viga
(“eje tangencial”).

¢) El normal a la directriz y contenido en el plano delamisma, resultante de girar el
eje tangencial 90 grados segin el sentido dextrogiro alrededor del eje vertical (“‘eje
radial”).

Las fuerzas exteriores y los desplazamientos estructurales se consideraran positivos
cuando su sentido coincida con el positivo de los ejes antedichos. Los momentos actuantes
sobre la pieza y los giros de la deformada de la misma, seran considerados positivos cuando
su sentido coincida con el del giro dextrogiro alrededor de los ejes anteriores, segun el sen-
tido creciente definido para cada uno de ellos. Partiendo de este criterio, se adoptardn como
positivas a las solicitaciones internas actuantes sobre la pieza, cuando asi lo sean los esfuer-
zos y momentos actuantes sobre la cara frontal de la “rebanada elemental’ limitada por
las secciones transversales correspondientes a dos puntos de la viga infinitamente préximos.
Asi, introduciendo la nomenclatura siguiente:

o " esfuerzo axil

o ¢/, : esfuerzo cortante radial
e )/, : esfuerzo cortante vertical
o T : momento torsor

ot n - momento flector radial
'J/Zz : momento flector vertical

en la Figura n° 5 se representan las solicitaciones internas positivas en una rebanada elemen-
tal genérica.
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a) Proyeccion de la rebanada elemental sobre un plano vertical

|l R ““:(l)“ﬁ

n

E.CORTANTE RADIAL E. AXIL M. FLECTOR VERTICAL
b) Proyeccion de la rebanada elemental sobre el plano horizontal

Fig. 5. Solicitaciones internas positivas en la viga ( los superindices * d " v ** f " designan,
respectivamente, a los esfuerzos dorsales y frontales en la rebanada ).

SOLICITACIONES INTERNAS
Generalidades

En lo que sigue, se supondrd que las cargas y momentos que actian sobre la pieza se
distribuyen continuamente a lo largo de la misma siguiendo el avance de la directriz. Las in-
tensidades de las fuerzas con direccidn tangencial, radial y vertical, se designaran, respectiva-
mente, por i, An ¥ 4z, mientras que los momentos actuantes sobre dichos ejes se denotardn,
respectivamente, como m¢, m, y m,, referidos ambos a una longitud unitaria de la directriz
y suponiendo que actian en el plano 0XY. La existencia de dichas acciones origina la movi-
lizacién de las solicitaciones internas estructurales, que se deducen de aquéllas mediante las
relaciones que se exponen en los apartados siguientes.

Ecuaciones de equilibrio de 1a rebanada elemental

Considérese la rebanada elemental limitada por las secciones transversales de la direc-
triz, definidas por los puntos P y P°, representada en la Figura n° 6. Debido a las acciones
externas, las solicitaciones internas en la viga variaran, en general, de uno a otro extremo
de la rebanada, como consecuencia de las ecuaciones de equilibrio estdtico del conjunto de
la misma, que proporcionan las relaciones siguientes:

Fig. 8. Acciones y solicitaciones sobre la rebanada elemental
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a) Para las fuerzas:

a7, |
A= ds
4
=gt (3)
ds 0
d /
qt = — ____’_!_ _..Zi
ds p
b) Para los momentos:
/
e, |
z dS n
o ho |
m, = 1+ '/Z+z (4)
ds 0
Vi
my = _n a7 + qn - de
o) ds
Eliminando. | o ] . entre la segunda y tercera de las ecuaciones (3), se obtiene:
d d 1 d
L dsn ) + pn = —dr— - - an)
(5)
d d. | | d
Y. T
ds P is ) P An ds P - qy)

Procediendo andlogamente con la segunda y tercera ecuaciones del sistema (4) se llega
al resultado siguiente:

a M, , dm, d 7, ) dp
*d?-{—{///n:—(mt—qn-dc%- ) /”“'m“)fﬁ

(6)
d* 7 ; d d
do? +7 = [m, — //Z'(‘i&(mt“chl'dc)]’p*(mtAQn‘dc)Eg |

Las expresiones anteriores evidencian que el comportamiento estructural de la viga
genérica de planta curva es la superposicion del funcionamiento de un “arco plano” (moti-
vado por la actuacién de q,, q; y m,) con el de una “viga balcén’ (debido a q,, m, y mj),
donde m; es la torsion equivalente por unidad de longitud, cuyo valor es:

m;:mt'Qn’do (7)

Resolviendo las ecuaciones diferenciales anteriores para cada caso, en funcion de la
geometria de la pieza, de las cargas exteriores y de las condiciones de contorno, se obtie-
nen las solicitaciones internas en la viga, para cualquier secciéon de la misma. La solucion
general de dichas ecuaciones coincide con la que se expone en el préximo apartado.




Expresion general de las solicitaciones internas, a partir de las cargas exteriores

Sea la viga AB representada en la Figura n°® 7 y considérese un punto cualquiera de su
directriz, tal como el P, identificado por la abscisa curvilinea *‘s”. Seccionando la viga por
un plano normal a la directriz que pase por el punto P, los esfuerzos resultantes a uno y
otro lado de dicha seccién deberan equilibrar estaticamente al conjunto de fuerzas y mo-
mentos actuantes sobre cada uno de los dos trozos de viga desgajados por el corte. Como
consecuencia, a partir de los esfuerzos en cualquiera de los dos extremos de la pieza, las
solicitaciones internas en una seccidén genérica quedan determinadas al establecer las con-
diciones generales de equilibrio de fuerzas y momentos entre dicho extremo de la viga y la
seccion anterior.

Tomando como referencia a las solicitaciones dorsales, los esfuerzos en la seccidn trans-
versal definida por el punto P se expresan, a partir de las cargas exteriores, mediante las rela-
ciones siguientes:

Fig. 7. Solicitaciones internas en una seccion genérica

/\/j//"z: l)];_*_ )[ sxt (S)
fj]n = ‘\a - S€n (a—O(a)+ )/ ?l - COS (a__aa) + )] ixt (S)
,\ = \%.cos(a—a,) — )]i.sen(a_aa) +,'\ ext ()

| (8)
//z = //2 + ' {2 -d’(s,0) — ‘/} Ia] .1’ (s, 0) +¢//1162=Xt (s)

///n = //';’1 -cos (o —a ) +7? - sen (@ —a,) + i 2.1(s,0) + ///fl’” (s)

T =7 cos(a—0,)— f{f sen(a—a)— J] d(s,0)F Tt (s)

siendo:
e “a” el superindice (solicitaciones) o subindice (dngulos) que identifica al extremo A.

e 1(s,0),d (s, 0),1 (s,0)y d’ (s,0)unas funciones que dependen exclusivamente de
la geometria de la pieza (véase Figura n° 8) cuyo valor es:
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r(s,0)=(x—x,) -sena+(y —y,) cosa

d(s,0)= — (X —X,)- +(y -y,
(s,0) (x —x,)-cosa+(y—y,) sen« ©)

r’(s,0)= (X —X,)-senoy, +(y —y,) cosa,

d’(s,0)= — (X —X,) -cosa, T+ (y —y,) seno,

Fig. 8. Representacion grafica de las funciones r ( s,0 ),d {s,0) r' {s,0)yd {s0)

e “ext” el superindice que designa a la contribucioén de las acciones exteriores en las
solicitaciones internas de la seccidn genérica, que se escribe en la forma:

P76 == 0 g, - dx

() = =15 Tac (N -sen (@ = B) + q, () -cos (@ —B) ] - dX

) = 0 Lar () - cos (@ =) —gn (V) -sen (« — )] - X

A6 == my )+ e () d7 (50 —an ) (5] - dA

:H,,// (s) = —[° [ma(N) - cos (@—p) +mi(A) - sen (@) + g, (\) - 1 (s, )] - dA

(10)

76 = 8 im0\ - sen (a—B) — mi(N) - cos (@—B) +q, (\) - d (5, M)] - dA

donde:

es M\ designa a la abscisa curvilinea de una seccién genérica de la viga, comprendida

[392]

antie e extremo A y la secciéon de abscisa curvilinea “s”, tal como la que se identifica por
el punto Q en la Figura n® 7.

oo T (s, N\), d (s, N\), ' (s,\) y d (s,\) son funciones que dependen solo de la geome-
tria de la directriz (véase Figura n° 9) y adoptan los valores siguientes:

r(s,\)=(x—§)-sena+(y —n) cos«
d(s,\)=—(x—§&)-cosa+(y —n)-sen«
rs,N)=(x—§)-senf+(y—n)- -cosf
d(s,\)=—(x—§) -cosf+(y—mn)- -senf

(11)
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siendo & y n, respectivamente, la abscisa y la ordenada del punto Q en el sistema general de
referencia 0XY, y 8 el dngulo de contingencia en dicho punto (¥*).

Y

\

Fig. 9. Representacion grafica de las funciones r(s, A), d(s, A), r'(s, A) y d'(s, A).

Teniendoen cuenta las definiciones anteriores, puede comprobarse facilmente que las ex-
presiones (8) verifican las ecuaciones diferenciales (3), (4), (5) y (6), por lo que constituyen
la solucién general que define las solicitaciones internas en la viga curva, a partir de las cargas
exteriores.

Hay que hacer notar que las funciones q; (A), q¢ (A), @y (A),m;, (A), m, (A) y m; (A)
incluyen, tanto las cargas exteriores directamente aplicadas sobre la viga como las reacciones
exteriores que puedan actuar entre las secciones definidas por los puntos Ay P(O< A <s)y
que, si bien las primeras son siempre conocidas, no ocurre igual con las segundas, como tam-
poco se conocen, en general, las solicitaciones internas en el extremo dorsal de la pieza.

Por lo tanto, pese a que las formulas (8) son de aplicacién general cualquiera que sea la
geometria de la viga y las cargas que sobre ella actian, no son suficientes para conocer el
estado de solicitacién interna de la estructura, salvo en el caso en que ésta sea “isostdtica”
(viga en voladizo, por ejemplo). Serd necesario, pues, recurrir a condiciones complementarias
que tengan en cuenta la deformacidén estructural, para poder resolver el problema con toda
generalidad, como se expondrd en los apartados siguientes.

En ocasiones, puede resultar de utilidad el referir los esfuerzos al sistema general de re-
ferencia 0XYZ. Estos ultimos se pueden definir, a partir de las solicitaciones internas de la
viga, mediante las relaciones siguientes (véase Figura n° 10):

Fig. 10. Esfuerzos generales y solicitaciones internas

(*)  Las férmulas (9) son una particularizacion de las expresiones (11) para el extremo dorsal de la viga.
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Si se particularizan las expresiones (8) para el extremo frontal de la viga, se obtienen
las “ecuaciones de equilibrio del conjunto” que se escriben en la forma (véase Figuran® 11):

Fig. 11. Solicitaciones extremas y cargas exteriores

Po=qi+ 17 ®

] E

\ b
Al
WA

P

il

It

{‘\a.sen(ab—aaa)—i- ]2 cos (o, — o) + )]Iclxt (%)
(‘\‘a’cos(ab—aa)_ ’Ii'sen(o‘b—%)‘*"\e“(ﬁ)

et N A (% 0) - )]?}.r’(Q’O)_;_C//:xt ©)

;///3 cos (0 — ) + 78 -sen (e, — o)+ L&) (D)

= 5 sen (@ —w) = 2.d (2, 0)+ 7™

7% .cos(ap — &)

(13)

donde £ es el desarrollo total de la directriz de la pieza y Xy, Yp ¥ & son, respectivamente,
la abscisa, la ordenada y el dngulo de contingencia en el punto B.

Las ecuaciones (13) coinciden con las seis condiciones generales de equilibrio estdtico
de la viga genérica, debiendo ser tomadas en consideracién siempre que la viga esté coaccio-
nada en sus extremos o cuando actien sobre éstos cargas o momentos localizados de cual-
quier tipo.

DEFORMACIONES Y MOVIMIENTOS DE LA ESTRUCTURA

Consideraciones previas

En una pieza de directriz recta, las deformaciones de una rebanada elemental solicitada
por esfuerzos axiles, momentos flectores y torsiones, vienen definidas por las relaciones si-

guientes:



d v
€ = EQ, S
d6 = —E/Iﬁ . ds (14)
T
dw = d
w GK S

Sin embargo, cuando la directriz de la viga es curva, dichas expresiones, aunque siguen
siendo validas a nivel elemental, necesitan modificarse para poder tomar en consideracion la
influencia de la curvatura sobre los desplazamientos y giros con componente radial y tangen-
cial a la pieza. Se obtienen asi unas nuevas ‘“‘relaciones constitutivas” de ambito de aplica-
cién mas amplio, de las que se derivan directamente las expresiones (14) cuando se trata de
vigas rectas.

Ecuaciones que gobiernan la deformacion de la rebanada elemental

Considérese una rebanada elemental de longitud “ds”, comprendida entre las secciones
normales a la directriz trazadas por los puntos P y P’ (véase Figura n°® 12).

Sean (w, 8y, 8¢, v,, ¢, ¢1) Yy (W + dw, 6, +d 6,, 6 +d b, 0, +dy,,p, +don.
¢t + d ¢,), respectivamente, los desplazamientos (vertical, radial, tangencial) y los giros (so-
bre los ejes vertical, radial y tangencial) en las caras dorsal y frontal de la rebanada.

Denominaando por de, df,, df, y dw, respectivamente, a la elongacidn, a la rotacion
segin el eje radial, a la rotacidon seglin el eje vertical y a la rotacion sobre el eje tangencial de
la rebanada elemental, que se suponen aplicadas en el punto central de la misma, las condi-
ciones de compatibilidad de movimientos entre P y P’ imponen las relaciones siguientes:

T~
3 ¥ ds B . —— e (g 40,
o8 . / \ dee 1‘/&5’&;&5& LY

Z A8
- ‘f{"‘h‘!

do z
9%

Fig. 12. Deformaciones y movimientos en una rebanada

do,=do,

de, = db, +¢ - da
do, = dw — ¢y - do (15)
dé, = de — 8, - da

dé, =6; -daty,  p- da

dw= —¢, -p - da
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Si, en las cuatro primeras ecuaciones anteriores, se reemplazan las deformaciones elementa-
les por los valores definidos en las expresiones (14), se llega a:

de ]

f —R.1, . 1%
Jﬂz * ds

d ¢y ‘Ptq

L//anE'In' {—d’s“_p— 06

d ¢y ‘Pn—

r=G-K- {—4-——

s o |

6
V=E-Q- {d_.(_s_t_+_“
S P

expresiones que proporcionan, con toda generalidad, las relaciones existentes entre los mo-
~ mentos de flexion, torsidon y el esfuerzo axil, con los movimientos de la viga.

Por su parte, las dos altimas ecuaciones del sistema (15) pueden escribirse, alternativa-
mente, en la forma siguiente:

dé, &,
=& e
(17)
dw
s

La segunda de las relaciones (17) permite expresar el momento flector radial y el mo-
mento torsor en funcidon del desplazamiento vertical y del giro de torsién. Se llega asi a:

-

, d>w @
M, = —E.1, - { P +;}
(18)
ds p ds

Las ecuaciones (16) a (18) constituyen el sistema general de relaciones constitutivas,
aplicables al andlisis de la pieza curva plana, y suponen una generalizacién de las expresio-
nes (14), utilizadas habitualmente en el andlisis de piezas rectas. La integral general de los
sistemas (16) y (17), particularizada en cada caso con las condiciones de contorno corres-
pondientes, proporciona los movimientos estructurales, en funcion de las solicitaciones
internas en la viga, que, a su vez, dependen de las acciones exteriores. Dicha integral gene-
ral puede obtenerse directamente razonando sobre las hipdtesis basicas admitidas en rela-
cidn a la deformacidn de la viga, tal como se expone a continuacion.

Expresion general de los movimientos en funcién de las solicitaciones internas
Considérese nuevamente la viga de directriz AB y supdngase que, por efecto de las

acciones exteriores, los movimientos del extremo dorsal son (w?, 62, 8%, 2, ¢l , ?), tal co-
mo expresa la Figura n® 13.
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En una seccién genérica, tal como la P, los movimientos de la viga (w, 85, 8¢, ¥z,
¢n, @) son el resultado de la acumulacion de los desplazamientos globales y deformaciones
clementales que se producen entre el extremo A y dicha seccidén, admitiendo que, en la
deformacidén conjunta, la viga acompafia a cada distorsidn elemental como si se tratase de
un cuerpo rigido.

Bajo este supuesto, los movimientos en cualquier seccién pueden obtenerse por inte-
gracidon de las componentes introducidas por las deformaciones elementales que tienen
lugar entre el extremo A y la seccidén considerada y afiadiendo las proyecciones que sobre los
ejes locales en esta seccidn producen los movimientos del extremo dorsal de la viga.

Procediendo de esta forma, se llega ficilmente a las expresiones siguientes:

Fig. 13. Movimientos genéricos de la viga curva

w=wh —gp; -r’(s,o)+go?-d’(s,o)—f: r’(s,\) - dé, +f§ d’(s,A\) - dw

8p = 8% -cos(a—a,) + 8% -sen(a—a,)+¢) r(s,0)+ fos sen (a — ) -
~de+fosr(s,7\)-d02

6y = — &F ‘scn(a~aa)+5i‘~cos(a~aa)4gp§ -d(s,o)+f§ cos (o —~ B) -
-de — fos d(s,N\)-db, (19)

6, = 0% + [ do,

@, = ¢4 - cos (a—ay) + ¢ - sen (a—a,) +fos cos (x—p)-df, +
+f§ sen (o —f) - dw

o= —¢ ~sen(oz—oza)+gpft’~cos(oz—oza)—foS sen (@ —fB) -do, +
+foscos (- B) -dw

en las que se han introducido las funciones geométricas definidas en (9) y (11).

Puede comprobarse facilmente que las expresiones anteriores satisfacen las relaciones
generales (15), proporcionando, como consecuencia, la solucion general mediante la que se
expresan los movimientos de la viga curva.




Si se sustituyen las deformaciones elementales por las relaciones (14), se obtienen di-
rectamente los movimientos de la pieza en funcion de las solicitaciones internas en la misma,
que, a su vez, dependen de las acciones exteriores, como muestran las ecuaciones (8).

Cuando interese hallar los movimientos en el sistema general de referencia 0XYZ, las
componentes normales y tangenciales a la directriz proporcionan los siguientes movimien-
tos sobre los ejes cartesianos (véase Figura n° 14):

08 % x
O -
3 L7
Y \ dx‘/
% ¥ /
"~ LN
S~y
~, &
122\;‘ ¢
£
% b N

' A

Fig. 14. Movimientos sobre ejes locales y generales

6y = 6; -senw — &, -cos«

=
il
>
-

.cosa+ 6, -sen« 20)

Oy = P; - SENA — @, - COS K

Yy = Py -cosat . sen o

Las ecuaciones (19) muestran nuevamente el desacoplamiento existente en el com-
portamiento estructural de la viga curva genérica, consistente en la superposicion del estado
de “arco plano” con el de “viga balcén”, correspondiendo el primero de ellos a la deforma-
cién en el plano 0XY (8,, 8; y v,), mientras que el segundo de ellos corresponde a la de-
formacidn fuera de dicho plano (w, ¢, y ¢).

Mediante las relaciones obtenidas con anterioridad, puede abordarse con toda generali-
dad el andlisis de las vigas de planta curva, puesto que, como se demostrard més adelante,
se dispone siempre de un sistema completo de condiciones para resolver el problema es-
tructural.

Para ello, basta con determinar las reacciones exteriores que actian sobre la viga, ya
que, una vez conocidas, quedan definidas totalmente las solicitaciones internas en cual-
quier seccién y, como consecuencia, los movimientos estructurales.

Si se exceptlian los casos “isostdticos”, en los que las reacciones se obtienen directa-
mente a partir de las ecuaciones de equilibrio del conjunto, las reacciones dependen de las
“coacciones” a la libre deformacidn, sobre las que se trata a continuacion.

Coacciones exteriores
Se denomina “coaccidn exterior” a cualquier dispositivo mediante el que se imponen
restricciones a la libre deformacidén estructural. Dichas coacciones, que pueden localizarse

en cualquier punto de la pieza, pueden asimilarse, en el caso de vigas de planta curva, a algu-
no de los tipos siguientes:
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a) “Coacciones simples rigidas”, que se desglosan en:

a.1) “Rétula esférica”, que impide el movimiento en el sentido transversal a la mis-
ma. Pueden presentarse dos posibilidades:

a.1.1) Si actua sobre los desplazamientos en el plano 0XY, la coaccidon se iden-
tifica por:
8; -cos (o —a) — 6, -sen (o —a)=0
t | ( T ) n ( T ) (21)
AV oesen(oy — a)+ Iy -cos (o —a)y=0

donde « es el 4ngulo que define la orientacidn en el plano dela coaccion.
a.1.2) Si coarta los desplazamientos verticales, impone la condicion siguiente:

w=20 (22)

a.2) “Empotramiento a flexién”, que impide el giro sobre el eje transversal al mis-
mo. Como en el caso anterior, existen dos posibilidades:

a.2.1) Si restringe el giro alrededor del ¢je radial, se caracteriza por:

v, =0 (23)

a.2.2) Si restringe el giro sobre el eje vertical, la condicién que lo define es:

v, =0 (24)

a.3) “Horquilla” o “Empotramiento a torsién”, que se caracteriza por:

0, =0 (25)

b) “Coacciones rigidas compuestas”. Son el resultado de la combinacidén de las ante-
riores, siendo las mds frecuentes:

b.1) “Articulacidon”, que impide cualquier desplazamiento en el plano 0XY. Se
caracteriza por:

(26)

b.2) “Apoyo en horquilla”, que impide el desplazamiento vertical y el giro a tor-
sidén de la pieza. Las condiciones que le definen son:
=0
v @7)
=0

b.3) “Empotramiento en el plano 0XY”, que coarta los desplazamientos en dicho

plano y el giro alrededor del eje vertical. Se define mediante las ecuaciones si-
guientes:
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8y =0
8¢ =0 (28)
¢, =0

b.4) “Empotramiento en horquilla”, que impide el desplazamiento vertical y los gi-
ros sobre el eje radial y de torsidn. Se caracteriza por:

w=20
¢n =0 (29)
pr =0

b.5) “Empotramiento total”, que impide cualquier movimiento de la estructura, im-
poniendo las condiciones siguientes:

5, =8, =w=0 30)

on =9, =¢, =0

¢) “Coacciones de tipo eldstico”, en las que existe una relaciéon de proporcionalidad en-
tre el movimiento de la estructura y la reaccidén exterior asociada al mismo. EI caso
més general se define mediante las condiciones siguientes:

//n:—kg'(sn |
\ =k b
Ie=—ky W 31)
,'{/n: ‘k‘l’:'(pn
T=—k¥ -
,'//z=—kz'802

donde k®, k?, k,, k?, k¥ y k, son las “constantes eldsticas” que caracterizan a la
coaccién (cuyo valor es nulo cuando existe libertad de movimiento, e infinito cuan-
do la coaccidn es rigida) y que generalizan las expresiones (21) a (30).

En ocasiones, pueden presentarse coacciones mas complejas que las definidas con an-
terioridad (caso de sustentacién esviada respecto de la directriz, por ejemplo), sobre las que
no se tratard en la presente exposicidon.

En cualquier caso, la necesaria compatibilidad de solicitaciones internas y movimien-
tos estructurales a lo largo de la pieza, proporciona siempre un total de seis condiciones adi-
cionales por coaccidn, lo que permite resolver totalmente el problema estructural, como se
expondra a continuacién.

METODOLOGIA DEL ANALISIS ESTRUCTURAL DE VIGAS DE PLANTA CURVA
Formulacién general del problema estructural
Como se expuso con anterioridad, la finalidad del andlisis estructural consiste en la de-

terminacion de las solicitaciones internas y movimientos generales que se producen en la
viga curva por efecto de las acciones exteriores. Para ello, se parte de los datos siguientes:

a) Geometria de la viga (identificada con la de su directriz).
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b) Caracteristicas de la seccidn transversal de la pieza (definidas, en cada punto, por los
valoresde £2,1,, 1, Ky d¢).

¢) Constantes elasticas del material (valores de E y G).
d) Coacciones exteriores (localizacién y caracteristicas de las mismas).

e) Acciones externas (definidas en cada punto de la directriz por las funciones q,, q,,
¢, M,, My y My ).

Si se utilizan las expresiones generales expuestas en apartados precedentes, puede plan-
tearse siempre un sistema de ecuaciones lineales, cuya solucion proporciona los datos nece-
sarios para obtener los valores buscados. :

Para demostrar que el sistema de ecuaciones antedicho estad siempre determinado (“‘sis-
tema completo”) considérese la viga AB representada en la Figura n® 15, en la que las coac-
ciones exteriores pueden presentarse, tanto en los extremos, A y B, como en “‘n” secciones
intermedias.

Fig. 15. Viga genérica con coacciones intermedias

Como muestran las ecuaciones (8), la determinacidn de las solicitaciones internas en la
viga exige la evaluacidn previa de las reacciones exteriores en los puntos coaccionados (6, en
general, por coaccidén). Obtenidas estas Gltimas, las expresiones (19) proporcionan los valo-
res de los movimientos buscados.

Como consecuencia, en el caso planteado se parte, en el supuesto mds general, de 6 -
< (n + 2) “incbdgnitas”, que se resuelven a partir de las condiciones siguientes:

a) Las 6 “ecuaciones de equilibrio del conjunto” definidas por las expresiones (13).

b)Las 6 - (n + 1) ecuaciones (19), particularizadas tramo a tramo (A—1, 1-2, 23,
.., n—1, n, n—B), en las que, si se adoptan como incdgnitas a las solicitaciones del
extremo dorsal de cada tramo parcial, resultan otras tantas condiciones de compa-
tibilidad.

Se llega, por tanto, al mismo nimero de ecuaciones que de incognitas, como se pre-
tendia demostrar.

Procedimientos de cdlculo
Sin pretender ofrecer una exposicidon sistemdtica de los métodos de andlisis de vigas

de planta curva, los procedimientos habituales de cilculo de este tipo de estructuras pueden
clasificarse en los grupos que se exponen a continuacion:
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a) “Calculos manuales”, que son, en general, laboriosos, aunque pueden simplificarse
notablemente en determinados casos, mediante la utilizaciéon de féormulas o dbacos,
cuando el caso en estudio estd incluido dentro de los resueltos por los tratados o
manuales que versan sobre el particular.

b) “Calculos en ordenador”, que se basan, normalmente, en la metodologia conven-
cional del “andlisis matricial” de estructuras, que se aborda a partir del método de
las “matrices de rigidez” o mediante el de las “matrices de transferencia”, pudiendo
clasificarse en los dos grupos siguientes:

b.1) Métodos en los que se asimila la viga curva a una estructura formada por una su-
cesién de tramos rectos, que se obtienen al subdividir la directriz real de la pie-
za en trozos de pequefia longitud, que a su vez, se aproximan mediante segmen-
tos rectilineos (habitualmente, se sustituye en cada uno de ellos el “arco’ por
la “cuerda”). En estos casos, se cuenta con la ventaja de poder utilizar progra-
mas convencionales concebidos para el andlisis de estructuras de barras rectas,
pero se comete un error al establecer las condiciones globales de equilibrio en
los nudos donde confluyen los tramos rectos, debido a la discontinuidad que
se produce en “el modelo” con la tangente a la directriz en dichos puntos. Di-
cho error, que, ldgicamente, disminuye conforme aumenta el grado de subdivi-
sidn de la directriz real, afecta particularmente a las solicitaciones internas en la
pieza. Aunque, en los casos normales, los errores cometidos utilizando estos
procedimientos de cdlculo son poco significativos desde el punto de vista de su
influencia sobre el disefio estructural, pueden, sin embargo, resultar relativa-
mente importantes en determinados casos concretos (caso, por ejemplo, de las
estructuras de gran luz en las que son predominantes los esfuerzos de flexion,
cuya discontinuidad en los nudos antedichos introduce un error relativo consi-
derable sobre los momentos torsores).

b.2) Métodos en los que se utilizan programas convencionales de andlisis matricial,
capacitados para incorporar “elementos’ nuevos con caracteristicas especificas,
tales como la “matriz de rigidez”* las “‘matrices de paso”, o la que proporciona
los “esfuerzos de empotramiento perfecto’ equivalentes. En estos supuestos,
la exactitud de la solucidén obtenida es total, pero hay que desarrollar los sub-
programas especificos que corresponden, en cada caso, a la viga curva que se
va a analizar. Estos Gltimos s¢ basan en las formulaciones bdsicas que se han
expuesto en anteriores apartados y su desarrollo pormenorizado cae fuera de
los limites del presente trabajo.

EL PRETENSADO
Generalidades

El pretensado es un procedimiento habitualmente utilizado en las estructuras de hor-
migbn, con objeto de anular, o reducir a limites razonables, las tensiones de tracciéon mo-
tivadas por las acciones que actian sobre aquéllas. Su efecto es andlogo al de la introduc-
ci6bn de unas determinadas solicitaciones internas previas, o deformaciones estructurales,
que contrarresten en parte a las producidas por las cargas permanentes y sobrecargas de
uso de la estructura.




Uno de los métodos mds usuales para pretensar clementos es la disposicién de unos
cables de acero especial dentro de unos conductos o “vainas’’, que, una vez endurecido el
hormigdn, se ponen en tension desde sus extremos (anclajes activos), que, a su vez, s blo-
quean para garantizar la permanencia de los efectos introducidos en la pieza (¥).

La determinacion de las solicitaciones y movimientos que origina un pretensado de
estas caracteristicas sobre una viga curva, puede llevarse a cabo por diferentes caminos
alternativos, siendo uno de los mds frecuentes el de asimilar aquél a un sistema de accio-
nes externas, que, una vez determinadas, permiten abordar el andlisis por procedimientos
analogos a los descritos con anterioridad. La metodologia general que hay que seguir en es-
tos casos es la que se expone a continuacién.

Definicion geométrica basica

Considérese nuevamente la viga de directriz &]\3, cuyo radio vector, referido al origen
general de coordenadas, se ienominaré en adelante por A . Supdngase que el “cable medio”
del sistema de pretensado I', viene definido, en cada seccidn transversal, por la expresidon
(véase Figuran® 16):

DIRECTRIZ

Fig. 16. Representacion genérica de un cable de pretensado

T=A+e, (s) - r+z(s) -k (32)

donde:

s : es la abscisa curvilinea de la directriz de la viga.
e, (s) : es la excentricidad del cable segtin el eje radial.
z(s) :es la distancia del cable al plano 0XY.

Las relaciones fundamentales de la geometria diferencial proporcionan las ecuaciones

siguientes:

A= X (s) -T+y(s) T

= dA_dx(s) T, dy () T_ T
t s T ds i+ P j=Ex ity ] (33)

(*) No se consideran en esta exposicion los efectos reoldgicos inherentes al hormigén.
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que, sustituidas en la expresion (32), permiten escribir la geometria del cable en la forma
siguiente:

F=(x—ec-y’) »T+(y+ec-x’) -T+z-'lz (34)

donde todas las variables son funcién de la abscisa curvilinea “s”. El vector tangente unita-
rio al cable, viene definido, en cada seccidén, por la expresion:

T =%.%Sr= lT(x; Tt+y, G+2,-0 (35)
siendo: -
Xp =X —e -y —ec-y”
Vp =Y e x e X (36)
z, =17’
T= V) + )7 + ()

¢ 93
S .

donde se ha designado por una coma (’) a la derivacidn con respecto a la variable

Esfuerzos en el cable
Fl esfuerzo de pretensado en cada seccion, equivale a una traccion en el cable de va-

lor F, que depende del esfuerzo en el anclaje activo, de la geometria del cable y de la rugo-
sidad de la vaina. Su expresién general es la siguiente:

F=F, e#@*b s (37)

donde:

e F, : esfuerzo en el anclaje activo

e ¢ . basede los logaritmos neperianos

e u : coeficiente de rozamiento en curva

e o, : 4ngulo girado entre el anclaje activo y la seccidn considerada
o § : coeficiente de rozamiento pardsito por unidad de longitud

e s. . longitud del cable desde el anclaje activo.

Dicho esfuerzo, dirigido segtin la tangente a T en cada punto, admite la siguiente re-
presentacion vectorial:

F=F- 1, (38)

Descomponiendo F segtin las direcciones axial, radial y vertical, se llega, teniendo en
cuenta las expresiones (33) a (36), a:

o s F b > 3 b
FazF'(tp-t)z?(xp X' +yp - ¥)
F_F - _F ., s o 38
;= F(t r)—f(vap*y-xp) (38)
— F s
Fy=F-(t k)= -z |
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férmulas que se utilizaran de referencia para el resto de la exposicion.

Solicitaciones en la viga curva

Como se expuso con anterioridad, las solicitaciones internas en una viga curva genérica
dependen, entre otros factores, de las coacciones exteriores a la libre deformacion de la mis-
ma. Cuando se trata de una estructura isostdtica, las solicitaciones internas en la pieza estdn,
en cada seccidn, en equilibrio estdtico global con los esfuerzos internos en el cable. En estas
condiciones, las fuerzas internas debidas al pretensado pueden expresarse por:

. ‘ =—F, i
')]'n = - Fr (39)
d,=—F,

mientras que los momentos internos, en cualquier seccion, valen:

-1
il

.Fr'(z_l'dc)“Fv'ec
M = _F, .z (40)

x
Il

l:a'ec

Como se desprende de las expresiones (3) y (4), las solicitaciones internas anteriores estdn
estdticamente en equilibrio con el siguiente sistema de fuerzas y momentos externos, distri-
buidos a lo largo de la directriz de la pieza:

dF, ]
4z = ds
_dFr F,
dn = ds p
dF .
de= dsa+i
(41)
d(F, - e
mZZ‘W(Ss C)+Fr
d(Fa'Z) 1
mn:——'—+4[Fr(z+dc)‘Fv(p+ec)]
ds P
m=L1 F z+d) Sz F ey
t o a c ds T y Ve

Puesto que el pretensado constituye siempre un sistema de acciones exteriores auto-
equilibrado, la determinacidn de las solicitaciones introducidas por el mismo en una viga
curva genérica, puede abordarse por el procedimiento general de andlisis expuesto ante-
riormente, en el supuesto de que las solicitaciones externas sobre la viga son las definidas
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por las expresiones (41). En las secciones de anclaje de cables habrd que considerar, ademas,
acciones localizadas, cuyo valor es el definido por las formulas (39) y (40) (*).

Los célculos, complejos en general, pueden desarrollarse facilmente utilizando algorit-
mos simples de cdlculo numérico, asequibles de programacién en ordenadores de tipo per-
sonal o, incluso, en mdquinas calculadoras habituales. En ocasiones, pueden admitirse cier-
tas simplificaciones que -posibilitan una obtencién rdpida de resultados, en muchos casos
simples, con un grado de aproximacién suficiente bajo el punto de vista técnico. La mas
usual, vélida para los casos de ‘‘pretensado interior a la seccién” en las vigas considera-
das en este estudio, es admitir que la excentricidad del cable, tanto en direcciéon radial co-
mo en la direccidn vertical, es despreciable frente al radio de curvatura; es decir:

e, <0 z2<p (42)
Como consecuencia, puede admitirse que se verifican las relaciones siguientes:

X2 4y2 422 =k by o 1_>T~J|

X)X +y oy =l ‘ (43)
X7y T VXD e !
3
que, unidas a la de condicién de ortogonalidad entre los vectores T y .
X x4y y’=0 (44)
simplifican las formulas generales (38), llegandose a
F,=F
F,=F.¢ (45)

1]
<
i
ey
N\, o
L

Si se sustituyen estos valores en las expresiones (39) y (40), se obtienen los esfuerzos
isostaticos debidos al pretensado, que se escriben ahora en la forma simplificada siguiente:

= _F
/.= —F-e.
7.= k-7 (46)
T =F - [(z+do) e, —2 -]
.//n:—F-z
M, =F . e

Reemplazando las expresiones (45) en las féormulas generales (41), se llega, andloga-
mente, a nuevos valores simplificados para las acciones exteriores equivalentes al pretensa-
do. Procediendo de esta forma, se obtiene:

(*) De hecho, dichos valores s6lo son validos para el anclaje frontal, debiendo cambiarse de signo para los anclajes dorsales.
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q,=F-z7+F.z"

b 3 " 1
dn=F e, +F.-(e]——)
I
s B
qt=F +H'ec (47)
m, =—F -¢

mn=F’-z+g-[(z+dc)~e;*z’~ec]

mt=F’~(z’-eCe;-z)+:-[z+dc4p~(e;’-zéz”-ec)]

Si ademds, se desprecia el efecto del rozamiento (suposicion habitual en tantcos previos
o célculos a nivel de anteproyecto) y se admite que el valor del esfuerzo de pretensado es
constante en toda la viga (F = Fy), las acciones equivalentes al pretensado se escriben en la
forma:

q=F.z
b 1

qn:F'(ecu_)
q=1 e "
t Y

P (48)
m, =0

F I 2
my=—-[(z+dc)- el —2"¢ec]

0

F EX) Ty
mt=;-[z+dc—,o.(<,C Z -2 ¢

Por Gltimo, si se supone que el cable estd centrado en direccion radial (e, = 0), se llega
a las expresiones siguientes:

ESFUERZOS ISOSTATICOS ACCIONES EXTERIORES EQUIVALENTES

N=—F qQ, = F.z”
’/nzO qn:_%
/ - — . > =
/,=~Fz 49 a) q =0 (49 b)
7=0 m, =0
//n:——F 7 mn:0
/7, =0 m o= 5z +dy)
_ P i

Estas ultimas expresiones simplificadas, servirdn para particularizar el estudio preceden-
te a la determinacion de los esfuerzos introducidos por el pretensado en el caso de vigas cur-
vas planas circulares. Este desarrollo serd abordado en un proximo trabajo.
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XV Premio "“Garcia Cabrerizo’’ a la Invencion Espaiiola

La Fundacién Garcia Cabrerizo convoca el XV Premio Garcia Cabrerizo a la Inven-
cion Espafiola, destinado a reconocer publicamente los méritos de los autores de innova-
ciones tecnoldgicas espafiolas que hayan contribuido a nuestro auge econémico. La dota-
cion del Premio es de 500.000 pesetas, y su fallo tendrd lugar dentro del presente afio por
un jurado compuesto por 44 personalidades de la Ciencia, la Técnica, la Industria y el Pe-
riodismo Cientifico.

La presentacién de trabajos deberd realizarse antes del dia 10 del proximo Octubre, y‘
cuantos inventores, investigadores, Centros o Empresas deseen conocer las bases de la pre-
sente convocatoria, deberdn dirigirse por escrito a la Fundacién Garcia Cabrerizo. Vitru-
vio, 23. 28006 Madrid.
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Reunioén del Consejo de la F.1.P.

Durante los dias 26, 27 y 28 de abril, con la asistencia de veintisiete Delegados en re-

presentacion de los distintos Grupos Nacionales integrados en la Federacion, se celebrd, en
Amsterdam (Holanda), la primera de las reuniones del Consejo de la FIP correspondientes al
actual afio 1987. En representacion de la ATEP particip6 el Sr. Pifieiro.

Como siempre, en el Orden del dia previsto para la reunidn se incluia, para su estudio y

discusidén, un gran numero de temas. De entre ellos nos referiremos Gnicamente a aquellos
que, por su especial interés, estimamos deben ser destacados para general conocimiento.
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— Se estudid la mejor forma de solucionar el problema que plantean algunos Grupos

Nacionales afiliados a la FIP (cuatro en total) que llevan varios afios sin abonar sus
cuotas. En principio, se acordd que cuando la demora de pagos supere los cinco
aflos, se les dara de baja. Se intentard reducir el importe de la cuota que esta estable-
cida para la categoria inferior de las tres actualmente existentes y que ahora es de
1.650,— francos suizos. El tema lo estudiard detenidamente el Directorio y en la
proxima reunion del Consejo se adoptara el acuerdo definitivo que se estime proce-
dente.

Se comentd el estado actual de los trabajos que vienen realizando las diferentes Co-
misiones Técnicas de la FIP y la forma en que se estin reorganizando estas Comisio-
nes. Dado que, en la actualidad, en cada una de ellas existe un excesivo nimero de
Miembros, algunos de los cuales ni siquiera participan en las reuniones y lo Gnico que
hacen es recibir los textos de los Informes que se preparan, se tomd la decisién de
que, cuando algin Miembro deje de asistir sin clara justificacion a tres reuniones con-
secutivas, serd dado de baja automdticamente y dejard de recibir las correspondientes
publicaciones. Por otra parte, cada Grupo Nacional sélo podrd tener dos representan-
tes en cada Comision. Independientemente, podran participar, para el estudio de de-
terminados temas concretos, y adscritos con caracter provisional al Grupo de Traba-
jo que corresponda, otros especialistas de los distintos paises. Estos especialistas po-
dran, incluso, prestar su colaboracidon exclusivamente por escrito, si no les es posible
participar personalmente en las reuniones de la Comisidén, y tendrdn derecho a reci-
bir la publicacidn que se edite como resultado final del estudio en que participen.

Se repartid y discutié un primer borrador de la publicacidn que se estd preparando
con los nombres y direcciones de todos los Miembros de los Organos Directivos de la
FIP y de las diferentes Comisiones Técnicas. Se acordd incluir en ella, al final, una
relacidn por orden alfabético de los nombres de todos los Miembros que figuran en
la publicacion, con indicacidén de la pdgina en que aparecen. Se sugirié también que,
si ello resulta posible, se incluya una breve resefia historica de todos los Congresos y
Simposios hasta la fecha celebrados por la FIP.

— Se acordd que, coincidiendo con el Simposio que habrd de celebrarse en setiembre

del préximo afio 1988, en Jerusalen, se reunird el Consejo y la Asamblea de la FIP.




— FI Presidente del Grupo “Estructuras compuestas” en el que estdn representados va-
rios Grupos de Trabajo de la Comisidon, anuncid que se prepara un Simposio o Semi-
nario que se celebrard, en Parfs, durante los dias 12 y 13 de febrero del proximo afio
1988, con la participacion de los Grupos que se ocupan de “Control y garantia de la
calidad”, “Forjados a base de viguetas y bovedillas”, “Losas aligeradas”, ‘‘Curado
acelerado”, y un nuevo Grupo que estudiard las estructuras construidas por segmen-
tos, tales como las de silos, nucleos de edificios de altura y otras andlogas, excluyen-
do puentes.

Concluido el informe de los Presidentes de los distintos Grupos, se anuncié que en el
Simposio de la FIP que habrd de celebrarse en Jerusalem, en setiembre de 1988, los Miem-
bros de la Comisién de Prefabricacidon Sres. Menegotro (Italia), Romanes (Nueva Zelanda) y
Engstrom (Suecia), presentaran sendas Comunicaciones.

También se acordd que, coincidiendo con este Simposio, celebrard una de sus reuniones
anuales la Comision.

Reunidn de la Comision de Prefabricacion de la F.I.P.

Del 11 al 13 de junio de 1987 celebrd su primera reunidn del presente aflo. en la Chal-
mers University of Technology, de Goteburgo (Suecia), la Comision de Prefabricacion de la
FIP. A ella asistieron veintiin representantes de los diferentes Grupos Nacionales. Por parte
de Espafia participaron los Sres. Calavera y Pifieiro.

Al iniciarse la reuniodn, el Presidente Mr. Van Acker manifestd que. cn virtud de las nue-
vas normas sobre el funcionamiento de las distintas Comisiones Técnicas de la FIP. han sido
dados de baja en la de “Prefabricacion’, algunos de los Miembros que a ella figuraban adscri-
tos, por haber dejado de asistir a varias reuniones consecutivas, sin razones justificadas. Co-
mo contrapartida, se han incorporado nuevos Miembros en representacion de los Grupos Na-
cionales de Francia, Brasil y Finlandia.

A continuacién, los Presidentes de los diferentes Grupos de Trabajo integrados en la
Comision, informaron sobre el desarrollo de sus actividades. De estos informes, a continua-
cion se detallan los puntos mds importantes.

— El Grupo de Trabajo que estudia el tema ‘‘Losas aligeradas™, ha concluido un primer
informe. La correspondiente publicacion se encuentra actualmente en pruebas de im-
prenta.

— El Grupo que se ocupa de ““Traviesas para vias férreas”, ha finalizado también un in-
forme que ya esta en imprenta y sera publicado en fecha proxima. En la actualidad.
el Grupo estudia el tema del cédlculo de las traviesas bajo cargas dindmicas. Dada la
escasa informacidén que sobre este particular existe, se enviard a los diferentes Grupos
Nacionales un cuestionario recabando datos sobre el método utilizado en los respec-
tivos paises para la realizacion de estos calculos.
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— Fl Grupo que estudia los ‘‘Elementos de paredes delgadas”, se ocupa actualmente de

las particularidades que presenta el calculo y la fabricacidon de estas piezas, utilizando
hormigones que incorporan fibras metdlicas o de vidrio.

Sobre el tema de “Control y garantia de calidad de los elementos pretensados prefa-
bricados” se presentd un primer borrador que serd sometido a estudio y discusion en
proximas reuniones.

El Presidente del Grupo ‘‘Curado acelerado” ha cesado en sus actividades. En la ac-
tualidad se estd buscando nuevo Presidente que se intenta represente a los fabrican-
tes de cemento.

El Grupo que se ocupa del estudio de la “Durabilidad del hormigdn” ha suspendido,
por el momento, sus actividades.

El Presidente del Grupo Mixto FIP-CEB sobre “Estructuras prefabricadas”, presen-
t6 un primer borrador del informe que se estd preparando.

En relacion con el Grupo de “Forjados a base de viguetas y bovedillas” que preside
la representacion espafiola, se informd que después de varias gestiones ha quedado
finalmente constituido por seis Miembros Activos, en representacion de Espafia
(dos), Francia, Italia, Alemania y México, y dos Miembros Correspondientes (Suiza
v Reino Unido).

En relacidon con el XI Congreso de la FIP de 1990, en Hamburgo, se informé sobre la
posibilidad de organizar algunas Sesiones dedicadas a “Posters”, presentados tanto
por las distintas Comisiones de la FIP como por los participantes individuales en el
Congreso. También se anuncidé que los Grupos Nacionales que lo deseen podran pre-
sentar Informes sobre sus realizaciones y actividades en el campo de la técnica del
pretensado. Asimismo, se informd que se estd intentando que el importe de la cuota
de inscripcidon al Congreso sea lo mds econdmica posible. Por el momento, se estima
que podria estar alrededor de los 1.000,— marcos (unas 70.000,— ptas.).

Se acordd nombrar a Mr. Roger Lacroix, de Francia, Presidente del Comité Editorial
que habrd de ocuparse de todo lo relacionado con las publicaciones que preparan las
distintas Comisiones Técnicas de la FIP.

La préxima reunion del Consejo se celebrard en Paris, en los primeros dias de setiem-
bre coincidiendo con el Simposio de la IABSE. Para la siguiente reunion, primera de
1988, atin no se ha fijado fecha ni sede. Se decidird en la de Parfs.
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Una formulacion matematica para
el estudio analitico de los tirantes

Ignacio Duque
Angel C. Aparicio

Catedra de Puentes

E.T.S. de Ingenieros de Caminos de Barcelona

RESUMEN

En el presente articulo se exponen los aspectos mds importantes de una formulacién
matematica completa, desarrollada para el estudio de los tirantes, realizada como parte de
una tesis doctoral sobre puentes atirantados [17] en la E.T.S. de Ingenieros de Caminos de
Barcelona. Asi mismo, se pone de manifiesto la bondad de la misma por medio de ejem-

plos y se presenta su desarrollo completo en un anexo.

1. INTRODUCCION

Es bien conocido el comportamiento no lineal de los tirantes. Un cable somefido a una
carga uniforme por unidad de longitud, como es su propio peso, adopta la forma de una ca-
tenaria (fig. 1). Cualquier incremento posterior de la tension en el cable, produce un doble
efecto: un alargamiento eldstico del material y una disminucion de la flecha de la catenaria,

que tiende a aproximarse a la cuerda que une los extremos de la misma.

S = |ongitud del tirante
So = longitud del cable a tension nula
AS = alargamiento del cable (elastico, por temperatura...)
: . ) . T,
c = djstancia entre anclajes {longitud de la cuerda)
I = proyeccidon horizontal del tirante <
h = proyeccion vertical del tirante —
f = flecha del tirante
0 = angulo que forma la cuerda con la horizontal /
o = &ngulo de la tangente al tirante en un punto dado /
A = area
E = mobdulo de deformacion
04 = peso especifico
q = peso/longitud
w = peso total del cable (W = q - So)
T = fuerza en el tirante en un punto dado
H = proyeccion horizontal de T (
\Y% = proyeccion vertical de T H
. \
0 = tension (0=T/A) =1
r = valor adimensional (r =q - 1/2 H) T, VY |
L |

Fig. 1. Tirante y formulacién empleada.
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Teniendo en cuenta dicho “‘doble efecto”, Ernst {4] obtuvo la conocida férmula del
modulo de deformacion aparente de los tirantes (fig. 2):

B
Q2
AN
12 ¢®

E. = (D

representando dicha expresion la tangente a la curva tension/deformacién del tirante, en el
punto en que éste trabaja. De esta forma, su comportamiento puede asimilarse al de una
barra biarticulada.

(kg/mm?2)

O = Tensiones

Campo corriente de utilizacién (kg 1 mm?)
75
/7 ~65
/
&
18.000 . , 55

]
8
g
]
¥
g

{m)

Fig. 2. Variacién def médulo de elasticidad aparente de un tirante en funcién de su longitud y su tension [8].

Expresiones practicamente iguales a la obtenida por Ernst, aunque tedricamente ‘‘mas
rigurosas”’, pueden encontrarse en {9, 10, 12, 16] o en el anexo.

Si las variaciones de tensidn a que se ve sometido el cable son importantes, la preci-
sion obtenida empleando una formulacién tangente puede ser insuficiente, en cuyo caso se
utilizan aproximaciones de tipo secante [12, 15]:

E .
B (v2)* (04 +0;) @
IS S )
24 ¢? a3

€

donde 0, y 0,, son los valores inicial y final de la tensién en el cdlculo considerado.
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Esta formula se usa de modo iterativo: se parte de una posicidn inicial de la estructura
(1) y se supone un estado final (2), con lo cual se hipotetiza el médulo de elasticidad secan-
te. Efectuado el cédlculo, obtenemos el valor de g,, para el médulo de deformacion emplea-
do; si no coincide con el valor supuesto, se corrige éste y se itera las veces precisas hasta
convergencia [1].

Al utilizar este procedimiento, muy preciso a efectos del analisis, no hay que olvidar:

— Al considerar la fuerza en el cable segiin la secante y no seglin la tangente, se comete
un error que puede repercutir en la precision de las fuerzas de tesado de los tirantes
[S]. Para compensarlo, debe introducirse en cada extremo del tirante el 50 por 100
del peso del mismo (fig. 3).

‘\(
V=

1
2

w

Fig. 3. Relacion entre las fuerzas en los extremos de un tirante y en la barra equivalente.

— El médulo de elasticidad equivalente no tiene en cuenta la rigidez del tirante al so-
meter uno de sus extremos a un desplazamiento perpendicular a su cuerda (efecto
P-delta en las barras).

— Tampoco considera las variaciones de temperatura de una forma rigurosa. (Este efec-
to podria introducirse en la deduccién del mismo, como una deformacién adicional).

Por Gltimo, como ya sabemos, las matrices de rigidez tangente o secante son herramien-
tas de calculo que s6lo parcialmente pueden sustituir a la ecuacién intrinseca del elemento
(del cable, en este caso).
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2. FORMULACION PROPUESTA

Por nuestra parte, hemos desarrollado completamente una formulacion relativa a los
tirantes, de tal forma que su tratamiento es independiente del de las barras.

Esta formulacion se basa en lo siguiente:

a) Un cable en reposo (por ejemplo, colocado sobre una superficie horizontal) y a la
temperatura de referencia, tiene una determinada longitud Sy, a la cual llamamos “longitud
del cable a tensién nula”. Si este cable se tesa, pasard a tener una cierta longitud S, que se
deberd, de una parte, a S, y, de otra, al alargamiento del acero (alargamiento eldstico; va-
riacién de temperatura; ...). Este hecho puede expresarse matemadticamente por la igualdad:

S:SO+AS (3)

lo que equivale, de una forma explicita a:

, .
So=¢ [1 + 1 (ﬁ) cos? 8] _He 1 cte (4
24 H | E A jcos @]

Esta es la ecuacidn intrinseca del tirante y regula el comportamiento del mismo. Como
concepto es utilizado en [2] y, mds tarde, en [5 y 11]. Con todo, estos autores lo usan estric-
tamente como instrumento para llegar a una formulacién tangente mas o menos rigurosa, ol-
vidando posteriormente su sentido fisico v sus posibilidades practicas.

b) A partir de (4) y siguiendo [9, 10, 11], obtenemos la relacidn entre la variacién de
la fuerza horizontal en los extremos del tirante y las variaciones de los desplazamientos, la
temperatura y el peso por unidad de longitud del mismo, pues al ser:

So (H,2,h,q,t)=cte (5)

diferenciando:
ds—BS°dH+5S°dsz+68°dh+8s°dt+as°d—o 6)
%0 = SH 52 5h 5t 5q 47 (

y de aqui se llega a:

5 Sy /8 2 8So/8h  8Se/bt  5So/8q

dH = — - - Bt A
5S,/6H §S, /6H 8S, /6H 8S, /5H

(7)

c¢) Conocida la relacién entre Vy H(V = H - tg a), es inmediato hallar la relacion de V
con el resto de las variables (X, h, g, t).

d) La obtencidn de la matriz de rigidez tangente en coordenadas globales a partir de las
relaciones anteriores es inmediata (véase anexo). Basta entonces imponer un giro para pasar
a coordenadas locales, y resulta:

Ee A (1
L _ =¢
K* = . ,(l—ozt)o

0
0

J+
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* +4 h? 2 —ht h?
+ HL a CZQZ 1~;27
EAc
h? h* + 4 h? Q2 — ¢
IMF c? Q?
26 4+ (29* —h*)(R* +2h?)
1 (l}z_ 2 206
+ (1 ~cvt)1A2 ( T )
h
s

como vemos, esta matriz consta de tres sumandos: el primero, es la matriz de rigidez debida
a Ernst; el segundo, tiene en cuenta el efecto P-delta; y, el tercero, la importancia de la ca-

tenaria.

Eg= 2x10° Kp/
fmdx = 170 Kp/m

Ap = 16498 mm?

Longitud del cable a tension
nuta , So =155.07m

mmz

m2

713.95 Tm N

(140,67.5)
N

460 Tm

CUADRO 1

Respuesta del tirante a partir del estado permanente reflejado en el dibujo.
Médulos de deformacién y matrices de rigidez segin Emst, Manabu y autores

Médulos de deformacion (Ton/m?):

Ernst = 18248480.

Matrices de rigidez en locales:

Ernst
193706 0,00
0,00 0,00

Manabu = 18211458.

Manabu

1933,13 0,00
0,00 3,31

Matrices de rigidez en globales:

Ernst

1571,70 757,78
757,78 36536

Manabu

1569,14 75495
754,95 367,31

Autores = 18215642,

Autores
193297 -0,21
-0,21 5,10
Autores
1569,52 754 06
75406 368,56
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¢) Sien (5), expresamos S, en funcion exclusivamente de H y ¢, y derivamos, llegamos
a la expresion del mddulo de elasticidad aparente:

1+ 12 cos2 0 N S
2 EA |cos 8|

E = E (9)
1 -i-lr2 cos? QE—A lcos 0 |
3 H

Este método es el que se emplea en [2, 6, 12].

Un desarrollo matematico completo del tirante, aparece en el anexo. En ¢l hemos par-
tido de las expresiones de Dean [3], por su gran precision.

En cuanto a la obtencidon de la matriz de rigidez tangente, digamos que el procedimien-
to es paralelo al utilizado en [11], si bien, al usar una formulacidén diferente ¢ introducir
menos simplificaciones, hemos podide obtener los términos de interaccién entre la compo-
nente de la fuerza en el tirante, en el sentido de la cuerda que une sus extremos, y la com-
ponente en el sentido normal a dicha cuerda.

En el cuadro 1 pueden verse los valores de la matriz de rigidez tangente y el mddulo de
elasticidad equivalente, que se obtendrian empleando la formulacion de Ernst;la de Manabu
o la recogida en el anexo. Es evidente que la diferencia entre ellos es muy pequefia.

3. BONDAD DE LA FORMULACION PROPUESTA

Para verificar la validez de la formulacidn propuesta, hemos utilizado un ejemplo cldsi-
co en el estudio de los problemas no lineales [7]: se trata de un tirante al que se aplican una
serie de cargas puntuales (fig. 4). Si el andlisis se realiza por medio de barras, se discretiza el
tirante en 12 elementos (13 nudos). En nuestro caso, y debido a que usibamos una formu-
lacién especifica para los tirantes, s6lo se han tomado como nudos intermedios aquellos
puntos en que se aplicaba una carga puntual (4 nudos), que se corresponden con la nume-
racion de los nudos 2, 4, 6 y 8 en el ejemplo original. El procedimiento de andlisis ha sido:

i

E:19.0x10°

A:- 0361
Peso/tong = 0.106667

Axil inicial 7520 0

—\

731205

200
i~ Escala de deformacion

,‘ 3060

‘510 ¢ 510 l 510

8191.20

Fig. 4. Configuracién de un tirante con cargas puntuales.
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a) Definicién del tirante (5 elementos diferentes). Se tesa imponiendo para cada ele-
mento, Sy = ¢ - (1 — P/E-A) y las coordenadas de los distintos nudos son:

Nudo X ¥y
1 0,000 0,000
2 306,049 273,201
3 1649,927 1472,843
4 2522,097 2251,404
5 3890,017 3472,507
6 8191,200 7312,050

En un principio, todos los nudos estdn alineados y empotrados.

b) Liberamos los nudos intermedios, pues al incluir el peso propio del tirante en la
formulacion utilizada, la forma que adoptard el mismo es la de una catenaria.

¢) Imponemos las cargas puntuales indicadas en la figura, en una sola etapa de andlisis,
empleando como método de cdlculo un algoritmo de Newton-Raphson.

Los desplazamientos obtenidos en el nudo 5 son:

x V
Formulacién propuesta (5 elementos) . .......... 242 .36 —-276,14
Kohnke (12 elementos) .. .................... 242 .00 —276,00

4. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se ha desarrollado de forma completa la formulacion matematica necesaria en el estu-
dio de los tirantes.

Aunque numerosos autores han rechazado la expresion de la “longitud de los tirantes a
tension nula” Sy, o se han limitado a utilizarla como mero instrumento para llegar a obtener
una formulacién tangente de los tirantes, por nuestra parte, defendemos que dicha expresion
es de una gran importancia pues:

— Tiene un claro sentido fisico y no se reduce a una simple férmula matematica.

—- Al relacionar directamente la longitud S, del tirante y su fuerza, permite trabajar de
forma inmediata con ambos valores, lo cual puede ser de una enorme utilidad, como
puede verse en [17].

Igualmente, y siempre a partir de dicho concepto, hemos obtenido una expresidon muy
exacta de la matriz de rigidez tangente de los tirantes, en la cual se diferencian la matriz de
Ernst; el efecto P-delta; y, la influencia de la catenaria; y en la que aparece la interrelaciéon
entre las componentes de la fuerza en el tirante, en el sentido de la cuerda que une sus extre-
mos, y en el sentido normal a la misma. También se ha obtenido una férmula muy precisa
del modulo de deformacién aparente de los tirantes, aunque la diferencia con relacidon al
mdédulo de Ernst es muy pequefa.
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Anexo: FORMULACION DE LOS TIRANTES

1. ECUACION DEL CABLE

Un cable homogéneo sometido a una carga uniforme por unidad de longitud q, se
dispone segiin una catenaria (Véase fig. 1).

Sea un trozo diferencial de cable:

Y, T,
V, = H, dy 7 Hz
dx -~
d H —
V2 = H2 dfy q Z&X ! _—
X
T, Vi qds
Fig. 1.
Por equilibrio:
H,=H,=H (D
2
vV, -V, = qu*Hi—de= qds
X
, 7 1/2
d’y_a|;, (dy)
dx? H dx
dy _ sinh(ﬂx+al)
dx H )
y resolviendo la ecuacidn se obtiene:
y:%cosh[%x+al} + a, (2)

Las constantes de integracidén a, y a, se obtienen imponiendo que la catenaria pase por los
puntos (0, 0) y (£, h):

H

a, = — —cosha

2 q 1

S h 1

—sinh-t | ¥ - 3
8 =S {QH sinhrJ f )

con:
q¥

= == 4

r= 5 4)




2. LONGITUD DEL CABLE

s:/B ds=/B 95 4 (5)
X dx

. , .
S=/Q Bd—s—/dx=/s2 cosh(g—x-l-al) dx=Esinh(9£ al) —}—{sinha1
Jo g dx? Jo H J q H q

y teniendo en cuenta que es una suma de senos hiperbolicos:

S:Ecosh(r-kal)sinhr
q

pero:
h
r+a, =sinh™! Aq——v
2Hsinhr
qh 112 2 12
S=2le1+sinh(sinh“1~ 1» ) sinhr= 4gzsinh2r+h2
qL 2Hsinhr q ‘
porser |r| <1, cabe hacer:
A

sinh? r=r1? + — |
3

y sustituyendo r por su valor:

12
2 .4 2 2 2
s=|e+ I 2o 8 (9_52)
q* 3 12¢2\ H

El segundo término de la suma es muy pequefio, y puede hacerse:

(1+x)1/2~1 +%x(porser xI< 1)

—
S=c{1+C°S2"(‘ﬂ)J ©)
24 H ,

3. ALARGAMIENTO DLE CABLE DEBIDO A UNA VARIACION DE TEMPERATURA

ASp=«TS (7

con: a = coef. de dilatacién térmica
T = incremento de temperatura.

4. ALARGAMIENTO ELASTICO DEL CABLE

ds (8)
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siendo:

_H _H
I= cos 8  (dx/ds)
AS, _.~—|j @ ]Q [1+ ("7 ] dx

sustituyendo (y’) y operando, se tiene:

Asezﬂ L

EA |0

q

cos h? ﬁ—x+al) dx

y efectuando la integral:

1 H

AS, =
2 EA

[Q + —~sinh
q

\ : 1
al) cosh(giz-kal) —AHsinhal coshaIJ
H q

realizando la sustitucion ~ a; = A—r1 v desarrollando:

sinh(x+y), cosh(x+y):

AS, = %[Q%—z—H(sinhz A+ cosh?A)sinhrcoshr

1
q |

3]

pero:

2
sinh2A+cosh2A=1+25inh2A:1+2\:4ﬂh J

2Hsinhr
2 o 2 2 K2 1
ASC____H_ Q+2H sinh?r+qg*h ctghr
2 EA qH

como en general r < 1, es admisible hacer:

4
(sinhr)? =1r?+ T

ctghr:l+
r

sustituyendo:

2H* [3r2 +21 2 h?[3+1?
As B [ 2H B 42 @b B
3grH 3qrH

(9—&)34_ th +qh2‘ (ﬂ)j}
2H H(@R/2H) 3H \2




arreglando la expresién, se obtiene:
HQh? +¢? 1 {qQ ) :
AS, = =5 |1+ —| ==
° EA @ [ 12( H

h? +02 |
Q2 cos? 6

2
HQ Q

AS, = o L 1+L(Q_)
EA cos* 6 12\ H

5. ANGULOS EN LOS EXTREMOS DE LA CATENARIA

siendo:

Partimos de las igualdades:

Vv, .
- — g
H '
/ V, -V, =Hl(tga, ~tgay)
v, t \
— =tga
0 g q

Pero V, — V, = W (peso total del cable), por tanto:

W
tga, —tga, = It

Por otra parte, y a partir de las ecuaciones ya conocidas para la catenaria:

Al 0" sin h a,

yIX:Q:smh(a, +2r1)

llamando:
B:2—H9‘L1-; a; =sinh ™' B—r
sinhr
y’lX=O =sinh(inh™ !B —1)

\al Q= sinh (sinh™! B +1)
X =

utilizando la igualdad: sin h (x £ y) = sinh x cosh y £ cos h x sin h y, y haciendo:

cosh (sinh-! B)= V1 — B?
tgoy=Bcoshr — Vi _B’sinhr
tge,, = Bcoshr + V1 -B?sinhr
tga, —tgoy =2 V1-B’sinhr
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por tanto:

V1 _-B’sinhr=

D | —
T =

y se llega a las expresiones:

\
tg oy = Bcoshr—;ﬁ

tgoc2=Bcoshr+2yﬁ—

sustituyendo B y haciendo:

)
cotghr:l (1+r)
T 3

7

se tiene:
h r? W
t = —{1+=] - —
&% 79 ( 3 ) 7H
: (11)
h r? W
tgo,=— {1 +—) + —
BT ( 3) 2 H
recordemos que:
N
2 H

6. LONGITUD DEL CABLE A TENSION NULA

La longitud de un tirante S, puede considerarse que se debe a diferentes factores:

Se: longitud del cable (tirante) antes de instalarse a la temperatura de referencia,
esto es, cuando su alargamiento eldstico es nulo.

AS.: alargamiento elastico del acero.

ASt: alargamiento (acortamiento) debido a variaciones de temperatura, en relacion a
la considerada de referencia.

Debido a las tensiones de trabajo de los tirantes no cabe considerar deformaciones de
tipo plastico (relajacién del acero, ...).

Por tanto, podemos hacer:
S= Sy +AS, + ASy

que puede escribirse:
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So =S AS, — ASp (12)

lo importante es darse cuenta de que, una vez colocado el cable S, no varia, con lo cual la
ecuacidn anterior es, en realidad, la ecuacién fundamental de equilibrio de un cable en régi-
men eldstico (ecuacidn intrinseca).

Para los tirantes, las férmulas deducidas son suficientemente exactas y se obtiene:

2 2 f 2
Sy=(l—ate |+ Lf{a& _HE ] L [af
24\ ¢cH/| | EA cos? 6 12\ H

expresion que cabe simplificar eliminando el segundo elemento del tltimo sumando, con lo
que queda:

1 [q2)? He 1
Sy = (1 —at L+ — 1= 20 - == 13
0= ! O")C( 24(H) o8 ) EA cos’ 0 a9

ecuacion que, a efectos practicos, puede considerarse exacta.

7. MODULO DE ELASTICIDAD APARENTE

Si asimilamos el tirante a una barra recta de longitud c, a la que sometemos a una de-
formacidén en el sentido longitudinal de la misma, es decir, segtin la recta que una sus extre-
mos, su respuesta vendrd dada por la expresion:

AF = E A A,
C

donde A es el drea del tirante y E’ el médulo de deformacién equivalente, que tiene en cuen-
ta que el comportamiento del tirante es marcadamente no lineal. Nuestra intencidn es, pre-
cisamente, obtener el valor de E’ cuando el desplazamiento impuesto o la fuerza aplicada,
en el caso alternativo, sean un valor muy pequefio (diferencial).

A partir de la expresion anterior podemos escribir:

p_Ccdf_ ¢ dH

" Adc Acosf dc

y diferenciando la expresién de S, escrita en funcién de H, ¢, 8, para el caso en que § = cte
se tiene:

/ 2

So=c(1+l~<L) cost g | B¢ 1
H EA |cos@|

2 2
0= (1+_1_(qc) cos“@)dc%—l(%) cos“Odc—dev
24 \ T 12V H EAlcos 0|
c 2 4 1 C
— =(qc)cos*d —dH—- ——-———dH
12 (e H3 EA |cos 8|
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pero:

chcosQ:r

2H
l-i-lr2 cos? 9——1:1————
‘E'I_= 2 EA |cos 0}
©c _° Ll o g &
EAjcos@| 3 H

el mddulo de clasticidad aparente es:

H

1+l o
2 EA |cos@|

E’ = (14}

1 +lr2 cos? 6 EA lcos 6]
3 H

si en esta expresidon se eliminan del numerador aquellos sumandos cuyo valor es muy peque-
fio, se obtiene el conocido “modulo de Ernst”.

8. MATRIZ DE RIGIDEZ DEL TIRANTE

Previamente hemos asimilado el tirante a una barra recta a la cual se imponi{a una de-
formacioén en el sentido longitudinal, y hemos visto que el simil es correcto siempre y cuan-
do se utilice un “moédulo de deformacion aparente”, en el cual se incluya el efecto de la no
linealidad del tirante debido a la catenaria. El desarrollo matematico se ha realizado con una
formulacidén tangente, esto es, para incrementos de desplazamientos (o de fuerzas) de tipo
diferencial.

A continuaciéon vamos a extender el razonamiento al caso en que este incremento pue-
da ser arbitrario segin unos ejes globales de referencia y no necesariamente en la direccion
de la cuerda que une los extremos del tirante. Incluiremos en la formulacion una posible
variacion de temperatura o del peso por metro lineal del tirante.

Partiremos de:

B 1 {qe)’ V' H ¢
Seo=c(l —at) (14—»2—21 (ﬁ~) (Q/c)2) -

siendo:

P LI P T
C C

Sh

5 S, §Se  8S, 58S, 58S,
dSg = % dH + =% @ + 2% an + 2% gt + 2% dq = 0
°T 5 H 5% 5 h 51 5q 1 (15)

por ser Sy constante. Obtenemos ahora las derivadas parciales:

5S 2 g 2
J:_{(l_m)_l_q 4+ _© } (16.2)

6H 12 ¢cH* QEA
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68 2 2 2 2
J:(lﬁat)&llﬁc +h (_2” _H £ -h
g c 24 ¢? . H EA Q2
§S 2 2

S0 _ (1 _aph l_i(ﬂ ¢ _H 2h

§h c 24 \H | ¢ EA

§S 2
___0=__ozc(1+_1(q_g_\) gi

8t 24\H/ ¢

8 So 1(527-)2

el —ate—| =] 2

5q _ meveicw) 9

(16.v)

(16.c)

(16.d)

(16.¢)

Para ver como influyen estas variaciones en las fuerzas verticales, hay que tener en

cuenta:

V=Htga, con:
\

o 2o 5017) 3

)

t

i
y haremos: W = S, q

dV=Hd(tga)+tgadH

drga= OB % gy 4 818 g Oty g Bl DB,
§H 58 sh 5t 5q
Stga_ 1q*fh, W
SH 6 H® ~ 2H
btga h 1__1_(92)2
52 Q2 12\ H
2
6tga_ 1 1+L(‘L&)
5h & 12 \H
8tgoc~0
5t
stgae 1 2h_ So
:Aq——-l—‘——
6q 6 22
tenemos por lo tanto:
5 So § S, 5 S, 5 S,
dH=_ 0% qg 8% 4 81 4y 84 44
5 So 5 So 8 So 5 S,
5H §H SH SH
o tga dtgo §tg« S tgu § tg«
dv=|H +tga | dH + de+ dh+2E8%q¢4+2 274
SH 59 5h 5t 5q 1
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ahora bien:

con lo que queda:

siendo:

X

2
Ho B, gt L (915) (19)
5H 0 2 \H

dH = dqy de + agg dh + a3 dt + dig dq

(20)
dV = a,; d{ + a,, dh + a,3 dt +a,4 dq

580 X5 o
Stga B8R 9 SH
321'—311X+H 8% = 680 -
~6H
((l—at)g{l-}-l ¢’ +h? (qQH 3_}1]
. ¢ 24 ¢ \2 EA] _
5H
D an|i -1 :(ﬂ)zk 1A02+h2((ﬂl_)4 h2H 1%1‘((1_8)21
c 24 ¢\ H 12.24 ¢? H . E 7 _l:
5 S,
oH
5 So
_ 8h
6H

es decir., a,, = a,, y la matriz de rigidez tangente es simétrica.

dyy =

’ S, 88y bima b S
6h dtga 6h dh &
- 2= X+H =
8S, 6h 8S,
SH

\ h{ I Ql(qQYJ 2H (h AL(qQY
dyy =
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Agrupando términos y eliminando los de segundo orden (productos de dos términos

muy pequefios), se obtiene:

2 2 2 27 2 2
(1 —atl 1+(52_1_‘2 ) i(‘iﬂ) _H & -h
= fc h? 2¢2/ 12\ H EA @
22 55,
O6H
5 'S,
St
Ay3 = A3 X = =
23 13 753)
S5 H
[ 2 2 2
N ¢ L 2¢? 12\ H
23 5,
6 H
5t 6;8 X ‘HSESF(; éawoi
dyg = a4 X+ HLEY 9 q
24 14 5q 6807
6H
3 L2 2
(1 -t 4 & 1+_1_(9£) +,qF_}L
o 12 ¢ H? 2V H 6EAH _
dyg = ¥
S,
- SH
I g% ° c?
(1 —at)— 22 S + S
. 12cH ° 20EAT®
5 S,
©SH

Evidentemente, se verifica:

(a4 —a44)Aq =Sy Aq= AW

Los resultados obtenidos pueden expresarse en forma matricial:

dH ap ap | [dQ a3 aiq
= + dt + dq
dv Ay A dh/ ay3 Aoq

donde las a;; son las ya obtenidas y las matrices estdn en coordenadas globales.

En ocasiones, puede ser Util tener las anteriores matrices en coordenadas locales, para
lo que es suficiente proceder a un cambio de ejes.
Hay que mencionar que como Aq es segliin los ejes globales, no hemos obtenido su ma-

triz en locales.
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9. MATRIZ DE RIGIDEZ EN EJES LOCALES

Partimos de la ecuacién:
dPY = K© dsY + LC dt
Sabemos que:
dPL = Tt 4pS
dS¢ = Tdst

siendo:

cosf —senf
T- )
sen @ cosf

con lo que la ecuacidén anterior queda:
dPL = T'KC Tdst + T'LC dt
y podemos escribir:
KL= THKO T
Ll = Tt LG
Operando se obtiene:
KL ( cos scn@) [ Ay ap, ) j cos® -—sen 9)

-senfl cosf ) Va, a, [ \senO  cosé

alseray, = ay;:

KL ( a;, cos? O+ 2a,, senfcosh +a,, sen?d (ay, —ayy)sen@cosf +a,, (cos? 6 —sen?d) )

(59 —-ayy )senbcosf+a, (cos*d —sen®0) a;, sen?—2a,,send cosd +a,, cos?

N [ a,3 cosf +ay; sen())
L =

. —a,3 seni 0 + a3 cos

concos @ = Qfc: sen 8 = h/c.
Pasamos a continuacién a obtener la forma explicita de las matrices anteriores:
KL

KL, = a;, cos?0 + 2 a,, senf cosf + a,, sen?f = ~8% (b}, + b3, +b3))
0

oH

2 2
b= —ant® 420 aptiligaptl
cc c C Y

2 C
cc ( a)Q
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1 {qe\2) 93¢ +h2 % her _gh, 2 h* k] he |
b3 = (1 — tw(-—) Rt SIS e Bt I [ T
T 0[)24 H/ | c? c? 0022 ¢? c{l :] \

CR QR —h*) (R +2hF)
L c®

_ - L(q_@)z
YA

3 H \(1 hz) Qz+4hh52 (1 hz)h_zf=

“eletr et el e

_ H @4y @ nh)+4br e H [, bt 4nt]
EA Q* c? EA

Kb =KL = (a,, —a,,)senf cosf +a,, (cos’6 — scnz()):év;—— (b}, +bl, +bi,)

_ e
§
h? — 2 he¢ hQ —hn?
bl = (1 —at) ——= =24 2% =0
2 Lc ¢z ¢ 2
2 _ 1 {qe})’ g < h , @ hh? -/ _
bl = (1 at)zz(\-ﬁ) RGN S b SR
‘ .
= - 2(] *O(t)hltq»g)
c24 \ H
b32:,ﬂ. 3115227*1]2
' EATQ 2
Ki, = a;; sen?8 — 2 a,, senf cosf + a,, cos*l = % (b, + b2, +b3y)
(4]
6H
2 o) 2 02
b= (1 —an 2 (a2 e E g
¢ c? ¢ c? Qc ¢?

2 0 2 2 2 5 ’ R
bgzz(l_at)i(iﬁ | 23¢ 4R h2 @2 h2he e[, 20 ]| _
24\VH)/ |c 2 ¢ Q2 2

H |, h*|h* H 2h 2h¢ H (1 hz)sz2
c2 EA ¢ c? EA

b3 = — — —
2 EA Q2
:,,li?(”_-@jfzhzl

EA [ 2 c? 2\

Considerando que:

6 S, et

§ QEA |

1 [q¥%
1+(1 —at) —
( )12(
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la matriz de rigidez K, cabe escribirla como suma de tres matrices de la forma:

1 EA 10
KL=~—3 - +
o (U at)(o 0)

P +29 —h*)®R*+2h%) h ¢
c

6 2
1 QQ)Z 2¢ +
+ (1 —«t) = | =
( )12< H h ¢ Q2
e =
\
Ry e VN
n HQ c? @2 Q2 e 26)
EAc [ _n Bt +4h? 2 @ i
N c? L / \
Puede verse que: ‘
E
el

esto es, coincide con el modulo de deformacion aparente obtenido por Ernst. Por tanto,
la primera matriz es la matriz habitualmente utilizada en el estudio de los tirantes. La se-
gunda considera basicamente la no linealidad debida al efecto de la catenaria:

2
factor 1 (q_S_Z_)
12\ H

y la tercera, el llamado efecto P-delta, pues el producto:

HY EA_ (H_SZ_) 1 Tmea

EAc ¢ clec ¢

Estas matrices pueden igualmente expresarse en funcién de la longitud del cable
a tension nula S, , y del dngulo 0, con lo que se obtiene:

_EA 1

Kt K

2
14+ (1 —-oct)L (q_S_Z_) Ef—\IcosOP
12\ H/ H

con:

S 2
K* = D41 —at) 1 (Q_g) cos 2 0 AEHACQ (sen? 20 — sen*0)
c

12 \ H
So ‘ Hec ]
KT2=K=2K1=4tg9 32(3—(1—at))+4EAQ00540§
K3 =2 3§9—(1—at)2 + He (1 + sen? 20) (27)
c I TEAR
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Hay que indicar que las funciones trigonométricas se toman con su signo en funcion
del angulo 6. De esta forma, se considera el hecho de que la catenaria no es independiente

de los ejes considerados.
Si utilizamos las expresiones obtenidas, en funcién de &, ¢ y h, hay que cambiar el
signo de K, v K,; para el caso en que:
x
— <0<
2

El vector que tiene en cuenta las variaciones de temperatura es:
Lh)

Ya hemos visto que:
o (am cosf + a,; senﬂ)

—ay3 senf + a,; cos @,

1Y h
LlL = a3 —ta;—= 313[—+*X] =
c c ¢ ¢

e loal] -
b ]
(‘”) v L cfz{ IQ(H)H

(1 at)~
12 \ H CH QEA

operando y eliminando los términos de orden superior, se obtiene:

L ~aEA 14 L faf)’ @ 2w
: A 0 24 \H c?
) 5

2
1+ — t——«q
(1 =an (H

h 9 h Q h[1 [q)?
LY = —a;3 —+ay—= ——+X=|= = ===
2 13 7 237 a13 { o } 3130[12(1{)}

2
LL - «EA gilllzfq’z) (28)
i

1 2
+(1—at) = [42) B2 E
1+ (1 at)lz( ) 5

en funcioén del dngulo 6:

2
1 +l-<g£> (cos? 0 — 2 sen? )
_wEA 24\ H

(29)

Lt =

1 {q¥® EA @ l(qQ>2
+ (1 —at) ~ — — 20 — | ==
1 +(1 a)12( ) 3 sen 24

H

y de esta forma se tiene la matriz de rigidez tangente y el vector que considera la variacidn
de temperatura en un tirante en coordenadas locales.
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10. RESUMEN

En el presente anexo se ha desarrollado completamente el tratamiento matematico
de los tirantes, tanto en lo que se refiere a su ecuacidn intrinseca (12) como a una formu-
lacion de tipo tangente (15 y siguientes).

Conscientes de que lo verdaderamente importante y con sentido fisico es el cumpli-
miento de la ecuacidn intrinseca, cabe utilizar una ecuacién tangente menos rigurosa en el
andlisis. Este proceso elimina la necesidad de acudir a una formulacién secante. mds o me-
nos simplificada. '

En el desarrollo se consideran las fuerzas en los extremos del tirante segin la tangente
a los mismos y se ha incluido el efecto de un cambio diferencial de temperatura 0 peso por
unidad de longitud.

X111 Congreso de la IABSE, en Helsinki (Finlandia), en 1988

La Asociacién Internacional de Puentes y Estructuras (IABSE) celebrard en Helsinki
(Finlandia), durante los dias 6 al 12 de junio del proximo afio 1988, su XIII Congreso Inter-
nacional para el estudio del tema “Desafios a la Ingenieria Estructural”.

En el programa de este Congreso se incluyen los siguientes temas: La construccion de
puentes desde el punto de vista de la poblacidon, de la tecnologia y de la sociedad. — Aplica-
ciones de los nuevos materiales.— Respuesta estructural en circunstancias excepcionales. —
Las estructuras en los paises nérdicos.— Nuevas técnicas de fabricacion y ejecucion.— El em-
pleo de ordenadores en ingenieria.— Calidad ambiental.— Influencia de los detalles en el
comportamiento de las estructuras.— Conservacidon y reparacion.— Estudios sobre modelos
estructurales.— Estructuras de grandes luces.— Como resolver los problemas de calculo.—
Proyectos de edificios.— Técnicas de rehabilitacion.

Estin también programadas varias sesiones de ‘‘Posters”, en relacion con los siguientes
temas: Nuevas estructuras de puentes.— Nuevas estructuras de edificios.— Nuevas estructu-
ras especiales.— Estructuras en alta mar.— Estructuras excepcionales en los paises nordicos.—
Estructuras mixtas.— La utilizacion de ordenadores en ingenieria.

Asimismo, habra proyeccion de peliculas, visitas técnicas y una exposicidon de nuevos
materiales y equipos técnicos.

Se esta preparando un programa especial para los acompafiantes y se organizardn distin-
tos viajes post-congreso.

Los interesados en obtener mayor informacion sobre este Congreso, deberan dirigirse a:

IABSE Secretariat
ETH-Honggerberg
CH-8093 Zurich, Switzerland
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X1 FIP Congress
June 3-7, 1990

HAMBURG

Facleral Hepubin of Germany

XI Congreso Internacional de la F.I.P. Hamburgo 1990

El proximo Congreso Internacional de la F.I.P. se celebrard, en Hamburgo (Republica
Federal de Alemania), durante los dias 3 al 7 de junio de 1990.

En dicho Congreso, ademds de las acostumbradas Sesiones Técnicas, habra otras de-
dicadas a la exhibicién y discusion de ‘“‘Posters” relativos a los trabajos que vienen desa-
rrollando las distintas Comisiones Técnicas de la F.I.P. y los diferentes Grupos Nacionales.
En casos especiales se admitirdn también algunos “Posters” presentados por Miembros In-
dividuales.

Durante el Congreso estard abierta una Exposicidon Técnica de materiales y equipos
de pretensado. Los que deseen participar en esta Exposicién deberdn dirigirse, a la mayor
brevedad posible, a:

Hamburg Messe und Congress GmbH (HMC)
Jungiusstrasse 13

Postfach 30 24 80

D 2000 Hamburg 30

Federal Republic of Germany.

Por otra parte, a principios del proximo afio 1988 se distribuird la Invitacidén Preli-
minar al Congreso, con los primeros datos sobre el programa previsto. Los interesados en
recibir esta informacion deberan solicitarla dirigiéndose a la Secretaria de la A.T.E.P,,
Apartado 19002. 28080 Madrid.
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““Determinacion del coeficiente [K] de
longitud efectiva en columnas de segmentos
espaciales de naves metalicas utilizando
microcomputadoras”’

Ing. José M. Torres Pérez
Ing. Diana Botta Parapar
Facuitad de Ingenieria Civil
i.S.P.J.A.E.

Marianao (Cuba)

INTRODUCCION

El andlisis de la estabilidad de los elementos en las estructuras metadlicas es de suma im-
portancia por ser éste un comportamiento caracteristico de estas estructuras y estar asocia-
do a muchas de las fallas que se presentan en las mismas. ‘

Determinar la carga critica de los elementos de una estructura expresada a través del
coeficiente [k] de longitud efectiva del modo mds preciso y rdpido posible, ha sido por
mucho tiempo una preocupacién de muchos investigadores, ya que ello incide en la econo-
mia de las estructuras metdlicas en lo que se refiere a consumo de material, ademds de es-
tablecerse con una mayor precision la seguridad de la estructura.

Para la determinacion del coeficiente [k] se ha utilizado el método de los desplazamien-
tos considerando el trabajo espacial de la estructura, reduciendo cada segmento de la nave a
la columna mds cargada empotrada eldsticamente en la base y apoyada eldsticamente en el
tope (véase fig. 1). En la solucion se obtienen los valores propios de las matrices rigidez, por
un método de tanteo.

pz vy

P2 ) =
wpi P2 wA®
P2
! AR .
P2 22

P{ AP '
P2 5 ;
A P2 z )
2 wAMN i
h WP'? @ :

t wiPt wAP1 |
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En el trabajo se presenta un programa de computaciéon que integra dos programas para
la determinacion del coeficiente [k] de longitud efectiva para el pandeo de columnas de seg-
mentos espaciales de naves metdlicas utilizando microcomputadoras.

ANALISIS DEL ENTRAMADO ESPACIAL

Desde el punto de vista matemdtico, el problema de la estabilidad de un entramado
espacial se reduce a determinar los valores propios de un sistema de ecuaciones homogéneo,
derivindose determinantes de alto grado que requieren para su solucion del auxilio de otras
computadoras.

Para hacer mds sencilla esta operatoria matemadtica, se simplificé el andlisis de la esta-
bilidad de estos segmentos de naves, reduciéndolo al analisis de la estabilidad del portico y
columna m4ds cargada en el segmento, apoyada eldsticamente en el resto del sistema, a través
del arriostramiento de la cubierta (véase fig. 2).

Limitdndose al problema de la estabilidad de la nave y en el caso de carga axial sola-
mente, la condicién de estabilidad de todo el sistema se puede obtener en el pértico trans-
versal mas cargado (véase fig. 2.c), tratindolo como apoyado eldsticamente en el resto de los
pérticos menos cargados, a través del entramado rigido de arriostramiento de la cubierta.

La rigidez al desplazamiento unitario del sistema rigidizador horizontal de la cubierta,
se denominard Cit, (véase fig. 2.f), que estd en funcién de la rigidez a la flexidén del elemento
y de la rigidez a un desplazamiento unitario de los porticos transversales restantes (véase
fig. 2.g).

En el caso de un sistema muy complicado, como, por ejemplo, de pérticos con colum-
nas escalonadas, puede ser mas Uitil la reduccidén a una columna (véase fig. 2.d), o a un tramo
de ella, o incluso hasta un nudo (véase fig. 2.e).

(a) (6
WP wAP) wP wP,

(¢) e,

(@ Frs:2

SO

82




DETERMINACION DE LA RIGIDEZ AL DESPLAZAMIENTO UNITARIO
DE UN PORTICO

Para la determinacién de la rigidez al desplazamiento unitario, Ci, de un portico, es de-
cir, el valor de la fuerza horizontal necesaria para desplazar el mismo la unidad, se utiliza el
método de los desplazamientos, considerando la fuerza axial en la deformacién de las co-
lumnas.

Admitiendo que el portico es n veces hiperestatico, siendo Zn el desplazamiento hori-
zontal del portico, v el valor de las incognitas Zi [(i= 1,2, ...n—1), para Zn = 1], se deter-
minan las n—1 ecuaciones candnicas siguientes:

rl1Z1 +121722+ .rln=0,
r12Z1+12272+ --1m2n=0,

m-1,12Z1+m—-12722+ - +rm-In=0

La rigidez al desplazamiento horizontal Ci del portico iésimo del segmento, serd igual a
la fuerza reactiva Rn y se obtiene de la ecuacién siguiente:

Ci=Rn=rml-Z1+m2-7Z2+ -+ rnn (1)

Los coeficientes rij que aparecen en las ecuaciones (1) y (2) se calculan para las colum-
nas a compresidén mediante las féormulas dadas en las referencias (1), (2), (5), (6) o mediante
las conocidas férmulas de transformacién del método de los desplazamientos para barras
comprimidas.

DETERMINACION DE LA RIGIDEZ AL DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL
DEL ENTRAMADO TRANSVERSAL RIGIDIZADOR DE LA CUBIERTA

El cdlculo de la rigidez al desplazamiento horizontal del entramado transversal de la
cubierta, se realiza por el método de los desplazamientos. La expresion de la rigidez Cit
puede escribirse de 1a forma siguiente:

2n .
Cit= 2 rij Zj (2)
j=1
donde Zj = 1 paraj = i. Paraj = 1, Zj se determina de las 2n—1 ecuaciones candnicas.

Con el objetivo de utilizar férmulas compactas de la rigidez Cit, el esquema de ana-
lisis del entramado se sustituye por un aproximado de la viga continua, apoyado eldstica-
mente, de dos, tres y cuatro luces (véase fig. 3).

La expresion de Cit se obtiene entonces igualando a la unidad la deformacion en la
viga al actuar la fuerza P aplicada en el lugar antes ocupado por el portico més cargado:

Cit=P(i=1) 3)
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CONDICION DE ESTABILIDAD

La forma de plantear la condiciéon de estabilidad depende del grado de reduccion que
se hace del sistema espacial. Si se reduce a un solo portico, entonces la determinacion de
la carga critica se reduce al cdlculo de la carga menor que cumple la condicion siguiente:

Ci+Cit=20 4)

Si el sistema espacial se reduce a una barra o un nudo, la ecuacién de estabilidad se
obtiene de las formulas de transformacion para las barras, o del equilibrio del nudo (véase
fig. 2.e). '

(CIA 4 C12) (CA + 12y (1 —C12)’ =0 (5)
donde:
C — Momento debido a un giro unitario del nudo.
C, — Momento debido al desplazamiento unitario del nudo.

Cyu — Fuerza reactiva en la direcciéon del desplazamiento unitario.
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CARACTERISTICAS DEL PROGRAMA DE COMPUTACION

Se elaboré un programa de computacidén en lenguaje N 88 BASIC para microcom-
putadoras, para determinar el coeficiente [k] de reduccién de la longitud real a la efecti-
va, para el pandeo en segmentos espaciales de naves industriales de tres y cuatro porticos
con columnas de secciébn constante y escalonadas, empotradas eldsticamente en la base y
“unidas rigidamente o no al dintel.

Los casos que contempla el programa aparecen en el diagrama de la fig. 4.

El proceso de cdlculo de [K] se muestra en el diagrama de bloque simplificado de la
fig. 5.

DIAGRAMA

DIAGRAMA DE BLOMUES

TIFOS DE COLTIMMAS
CASDS A AMALTIAR

A —~ Carridn ronshants
1 ~ Nalumnas de speaoidn canstante

b — Sercidn esralppada

2 - Cnlumnas d= sercifn varizhle

I
\RANT. NDE CASOS A ANALIZAR

YVINCLLAS A TTERPA VA
2.~ Empatramientn I =1
b - Sami-emprtramientn
m = Articulacién Im__ru__l_'?_ﬂ
FRTRUCTIRA PL.NLQ HORTZONTAL F‘ﬁlcnlo de corficientes Pl%:.*‘ir.n:]
2 - Rarres longitudinales
b= Marrosrigidns F:'cchl\mr un sistema (N de Pr'-.lar‘.inn.aﬁl
UINGULA DF LA COLUMNA A DINTFL
a — Norn rigidn [Faiciin del determinante |
h - Articularién [Figiis d=l aréficn d= M vs D]
I - NO
NUMERNg DF FORTICNS EN Fl. SEGMENTO <o = s‘;
a = Tras paArticose
b = Muatrn particps [Walerass Ldp [
ANAL.T1SIS DE LA CQHIM]NA MAG CARGANA FN: ]Us'-lnr‘nq da \,K,0J
a — Particn central o 1 <N
NO
h - PAarticn evtremo

Casos que resuelve el programa para el célcu-
fo de [K], en los segmentos espaciales de naves
industriales metélicas de una sola crujia.

DATOS GENERALES DEL PROGRAMA

L : Luzdel portico.
h . Intercolumnio.
An : Coeficiente que relaciona las cargas de un portico

C<An<1
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Wn : Coeficiente que relaciona las cargas que actiian en las columnas con respecto a un
poértico que contiene la columna més cargada

0<Wn<l

A su vez, el coeficiente W1 define la posiciéon del pértico mds cargado.

W1 < : Andlisis del pdrtico central.
W1 > 1 Analisis del portico extremo.

N : Numeros de casos que hay que analizar.
N1 : Solucidn de cubierta.

N1< 1 Barras longitudinales.

N1 > 1 Marco rigido en la cubierta.

N2 : Namero de porticos de segmento.
N2 < 3 Segmento de 3 poérticos.
N2> 3 Segmento de 4 pérticos.

N3 : Vinculo de la columna en el tope.
N3 = 0 Columnas empotradas en el tope.
N3 # 0 Columnas articuladas en el tope.
M : Valor inicial para el tanteo (< 620); depende del caso de que se trate.
hl
B=—
h2
C= 12 x hl
I1 x h2
11,12 : Momento de inercia de la parte inferior y superior de las columnas, respectiva-
mente.
hl, h2 : Altura de los tramos inferior y superior de la columna, respectivamente.
_ I3 x hl
"TIIxL
hl . Altura del tramo inferior de la columna.
11 : Momento de inercia de la parte inferior de la columna.
I3 : Momento de inercia de la viga.
_Pl
P2
P1 . Fuerza concentrada aplicada en el tramo inferior de la columna més cargada.
P2 . Fuerza concentrada aplicada en el tramo superior de la columna mads cargada.
S . Pardmetro que depende de las condiciones de apoyo de las columnas, para tener
en cuenta el efecto del suelo.
S=0 : Empotramiento.
S=1 : Semi-empotramiento.
S = 1000 : Articulacidén.
3
SR = 1LXIC
hy x I}
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I1

Momento de inercia de la parte inferior de la columna.

hi Altura del tramo inferior de 1a columna.
Lk Momento de inercia de vigas longitudinales, para el caso de marco rigido de la
cubierta.
— Suma de los momentos de inercia de las vigas longitudinales, para el caso de la
unidn articulada entre vigas longitudinales y porticos.
h Intercolumnio.
Lo
v
Ich* Momento de inercia de las vigas del pdrtico con respecto al plano horizontal.
¥ Momento de inercia de las vigas longitudinales con respecto al plano horizontal.
CONCLUSIONES

El andlisis de la estabilidad de los segmentos de naves espaciales, permite una mayor

precision en el cdlculo de la carga critica de la columna.

El programa de computacién elaborado ofrece numerosos casos de segmentos espa-

ciales para los que se puede calcular el coeficiente [k] y, ademds, facilita la elaboracion de
las diferentes soluciones.

Las normas actuales vigentes en nuestro pais, ofrecen valores de coeficiente [k] supe-

riores a los que es posible obtener con este programa, considerando el efecto espacial de la
estructura y los sistemas de cargas desiguales en las columnas; lo que influye en la econo-
mia de material.
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