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RECTIFICACION

En la pdgina 19 del nimero 158 de “Hormigdn y Acero”, correspondiente al primer
trimestre del afio actual, dentro del “Informe resumido sobre las principales actividades
desarrolladas por la A.T.E.P. durante 1985”, y de acuerdo con la informacién entonces dis-
ponible, se dice que las “Jornadas de Ingenieria Estructural de Latinoamérica, Espafia y
Portugal”, que habrdn de celebrarse en Madrid, en el afio 88, estdn organizadas y patroci-
nadas por el CEDEX.

Posteriormente, se nos ha comunicado que, en realidad, dichas Jornadas estdn orga-
nizadas y patrocinadas, conjuntamente, por el CEDEX y el Instituto Eduardo Torroja del

CS.I.C.

Por consiguiente, y lamentando el error involuntario padecido, rogamos a nuestros
lectores tomen buena nota de esta rectificacion, a los oportunos efectos.
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457-0-101

Puentes en viga cajon. Estado tensional
en el nudo pila-dintel

Luis Carrillo
Dr. Ing. de Caminos

SINOPSIS

Se expone en este trabajo un analisis de los estados tensionales creados en las zonas
proximasa los empotramientos del tablero en la pila. al estar sometido el dintel a solicitacio-
nes de flexién, cortante o torsion, equilibradas mediante esfuerzos sobre la propia pila.

Se estudia el tablero en viga-cajon de canto variable, con almas verticales, empotrado
en la pila y con dos planos de arriostramiento transversal (Fig. I).
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Se analizan los estados tensionales reales, obtenidos mediante programa de elementos
finitos, comparandolos con los dados por la teoria elemental de la viga. Al mismo tiempo,
se dan expresiones para calcular determinadas caracteristicas del estado tensional que le def#
nen en esta zona del encuentro, en funcién de las dimensiones geométricas que mas le afec-
tan. ’

1. INTRODUCCION

En los puentes de viga cajon, en las zonas proximas a los empotramientos en las pilas,
al estar sometidos a cargas no simétricas respecto al eje de éstas y que han de equilibrarse
mediante esfuerzos sobre ellas, el estado tensional que aparece sobre el conjunto se separa
del comportamiento deducido por la teoria elemental de la viga.

Asi, en el caso de solicitaciones de flexion (fig.II), en las secciones del tablero anterio-
res al encuentro, y suficientemente alejadas de €l, las distribuciones son proximas a las dedu-
cidas partiendo de la hipotesis de deformacion plana de dichas secciones transversales; pero
al acercarse al empotramiento, como tanto los volimenes de tracciones de la losa supe -
rior, como los de compresiones de la losa inferior, han de pasar a través de las almas para ser
recogidas por la pila, las distribuciones comienzan a difer~ “arse de las deducidas de la hi -
potesis de comportamiento lineal, llegando en la zona de empotramiento a ser imposible de
predecir el estado tensional partiendo de esta hipotesis simplificadora.
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Este problema ha sido tratado en la referencia (1), en donde, tras un estudio de diferen-
tes tipos de riostras y apoyos sobre pilas, para un tablero de canto constante, realizado me-
diante un programa de calculo de elementos finitos, establece unas reglas de disefio para la
resolucion del problema en el caso de solicitacion de flexion disimétrica (fig. III), que son va-
lidas para el caso de tablero reposando sobre apoyos puntuales, desdoblados, situados bajo
sus almas; pero cabe preguntarse el grado de aproximaciéon que tendran en el caso de empo-
tramiento en la pila y como se realizard, para este nuevo tipo de nudo pila-dintel, el paso de
los volumenes de tensiones longitudinales de las losas superior e inferior del tablero, a través
de sus almas y de las riostras, hasta llegar a las paredes anterior y posterior de la pila.

Por otro lado, al considerar la hipotesis de carga de un esfuerzo cortante sobre el din-
tel, que se ha de convertir en axil sobre el soporte, independientemente de las tensiones crea-
das por la flexion que acompafia al cortante, de forma intuitiva puede suponerse que, al es-
tar este esfuerzo soportado en un gran porcentaje por las almas del dintel, pase parte directa-
mente a las almas de la pila y parte, mediante esfuerzos rasantes, a las riostras, para a través
de ellas llegar a las paredes transversales de la pila. '

Sin embargo, aunque este sistema de equilibrio es claro en el caso de riostras verticales,
cuando éstas estan inclinadas es posible que se dificulte el paso a través de ellas, producién-
dose un aumento en el porcentaje que pasa directamente a las almas de la pila; para que en
la zona de ésta, inferior al nudo, pasen a sus paredes transversales, llegando en las secciones
inferiores suficientemente alejadas del encuentro, a la tension constante en todos sus puntos.
Aparece, pues, la interrogante de la cuantia de ese incremento, si es que existe. Por el con-
trario, en el caso de pilas carentes de almas, es decir, formadas tan solo por los dos tabiques
transversales, el equilibrio “‘cortante-axil’” se ha de efectuar todo €l a través de las riostras, y
cuando, ademas, éstas son inclinadas, el mecanismo se complica, siendo dificil de predecir el
estado tensional resultante.

Por otra parte, al considerar el dintel sometido a un esfuerzo torsor equilibrado me-
diante flexion transversal en el soporte, solicitacion que puede aparecer bien por excentrici-
dad de las sobrecargas respecto del eje del tablero o bien por curvatura de la planta del puen-
te, el estado tensional que se supone es Unicamente el tangencial deducido por la teoria cldsi-
ca de torsion. Este tipo de estudio constituye la primera aproximacion al estado tensional
real.

Pero en la cercania de los encuentros con la pila, la coaccion que ésta representa frente
al alabeo de la seccidn transversal del cajon, creado por el torsor, producird un alabeo distinto
en cada seccidon y, por tanto, la aparicion de un estado de tensiones longitudinales. Al mismo
tiempo, en el caso de riostra vertical, ésta impide la libre deformacién en su plano de la sec-
cién del tablero que la contiene, es decir, coarta la distorsion libre de la seccién. Por todo ello,
es necesario considerar en estas zonas, tanto el alabeo torsional como la distorsién, con las
distribuciones de tensiones que ellas crean y que constituyen una segunda aproximacion al
problema.

Los estados tensionales creados por estos mecanismos estan completamente definidos
en las referencias (2) y (3), para los casos tedricos de viga cajon sin ninguna coaccion o con
coaccion completa al alabeo en sus extremos, y con 0 sin diafragma de rigidez infinita a la
distorsion en ellos. Pero seria interesante obtener la coaccion real que representa la pila al
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alabeo y distorsion del cajon, y analizar las distribuciones de tensiones creadas, consiguiendo
una ampliacién a las obtenidas bajo la hipotesis de coaccidon completa para ambos movi-
mientos en la seccion de encuentro; hipotesis que, si bien para distorsion es practicamente
cierta en el caso de la riostra vertical, no lo es tanto para riostras inclinadas, ni tampoco para
el alabeo, en ninguna de estas dos disposiciones de diafragmas.

Para intentar contestar a todas estas interrogantes, se ha efectuado un trabajo consisten-
te en el analisis de los estados tensionales creados, bajo los tres tipos de solicitaciones indica-
das, sobre 52 estructuras diferentes.

1.1. Morfologias analizadas

Se ha estudiado el tablero en viga-cajon de canto variable, con almas verticales, empo-
trado en la pila y con dos planos de arriostramiento transversal (fig. I).

Dentro de esta tipologia de tablero se consideran dos formas diferentes de pila: la de
seccion rectangular hueca con ancho igual al del tablero y canto igual a la separacion entre
diafragmas, y la de seccidn constituida por dos tabiques transversales rectangulares, aislados,
en prolongacion de los planos de riostra, con ancho igual al del cajon.

Por otro lado, se examinan los dos tipos de arriostramiento transversal fundamentales:
en planos verticales, 0 inclinados formando la celda triangular junto con la losa inferior, al
incidir ambos diafragmas en la misma arista de union con el ala superior.

Al mezclar estas dos formas de arriostramiento con las dos tipologias de pila conside-
radas, se obtienen los cuatro casos “modelo” que son analizados separadamente.

Para cada una de estas formas basicas se analiza la influencia sobre las caracteristicas
fundamentales del estado tensional de: las dimensiones generales que definen el conjunto
pila-cajon, los espesores de todas las losas que lo forman, asi como de los posibles aligera-
mientos de las riostras. Para ello, a partir del modelo base de cada morfologia, se varian de
una en una, las dimensiones geométricas (fig. I-1), creando los diferentes casos cuyos resul-
tados, al pasarlos por el ordenador, sirven para obtener las formulas y diagramas que nos
dan estas caracteristicas tensionales.

1.2. Procedimiento de calculo

El calculo del estado tensional del conjunto pila-cajon, en las diferentes hipotesis de
carga, se realiza con un programa de elementos finitos creado en especial para este trabajo.
El elemento finito utilizado es el cuadrilatero de cuatro nodos, con seis grados de libertad
por nodo, con su matriz de rigidez formada por los dos estados de deformacién que caracte-
rizan las losas que componen el conjunto; la rigidez de ‘““membrana’ para acciones en su pla
no y la de “flexiéon” para acciones normales a él. Todo ello suponiendo comportamiento

elastico del material.

La malla de elementos utilizada en todos los casos es semejante a la que se muestra en
las figuras 1 a 4, que corresponde a uno de los modelos considerados. Como puede verse, se
estudia el tablero de canto variable linealmente, con todas las losas que forman el conjunto
de espesor constante, considerdndose unas zonas del tablero, a ambos lados de la union, li-
mitadas por secciones verticales, de longitud aproximadamente igual al doble de su canto,
con lo cual, al estar los extremos suficientemente alejados, la influencia de las perturbacio-
nes de borde no afectardn al estado tensional en la union. Lo mismo se aplica a la pila, a la
que se la considera limitada por una seccion horizontal.
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Las hipOtesis de carga supuestas son las tres siguientes:

1.— Un momento flector unitario actuando sobre una de las secciones extremas del ca-
jon y el flector que lo equilibra sobre la seccion inferior de la pila, creando asi un estado de
flexion constante sobre la pila y el voladizo del tablero cargado.

2.— Un cortante unitario en la misma seccion extrema del cajon y el axil y flector so-
bre la seccion inferior de la pila que lo equilibran; con lo que se obtiene un cortante constan-
te, con el flector variable linealmente que le acompaiia, sobre el voladizo del dintel cargado,
y permaneciendo la pila bajo flexion compuesta constante.

3.— Un torsor puntual sobre el extremo del cajon y el flector transversal en la pila que
lo anula, quedando asi el tablero sometido a torsidon constante.

Todos estos esfuerzos unitarios se introducen como cargas nodales sobre los nodos de
las secciones extremas cargadas, obteniéndose el valor de la carga de cada nodo como inte-
gral de las tensiones actuantes sobre su area de influencia y suponiendo como leyes de ten-
siones sobre la seccidn, las dadas por la teoria clasica, es decir, ley plana de tensiones longi-
tudinales para el momento flector, parabolica de tensiones tangenciales para el cortante, y
las tangenciales correspondientes a la formula de Brent para el torsor.

Una vez mostrados, en rasgos generales, el procedimiento utilizado y el método segui-
do, a continuacion se exponen los resultados mas interesantes de este trabajo.

2. MODELO DE DIAFRAGMAS VERTICALES CON PILA CERRADA
2.1. Hipotesis I: Flexion constante
2.1.1. Losas superior e inferior de cajon

Se estudiara, primeramente, como se efectllan las transmisiones de los volimenes de
tensiones longitudinales, tanto de la losa superior como de la inferior, hacia las almas, en la
hipotesis de carga de flexion constante.

Las tracciones de la losa superior se han representado en la figura 5. En ella se han di-
bujado, para cada seccidon transversal de la malla de elementos finitos de esta losa, las curvas
de los valores que alcanzan estas tensiones en sus nodos. estando situadas desde la parte su-
perior de la lamina hacia la inferior en orden creciente de acercamiento al extremo del table-
ro cargado, aunque estan agrupadas de cinco en cinco con el mismo origen.

Se observa que las curvas correspondientes a las secciones proximas al extremo carga-
do, las de la parte inferior de la limina, se separan de la linea recta de la hipotesis de defor-
macion plana de Resistencia de Materiales, a causa de la perturbacidén de borde; pero a medi-
da que el efecto local se pierde, las curvas tienden a la uniforme de la teoria elemental.

En las proximidades de la pila, las tensiones se empiezan a concentrar hacia las aristas
de unidon con las almas, por lo que las de los nodos de estas lineas aumentan, en tanto que
en las del resto de cada seccion transversal disminuyen y las curvas vuelven a separarse del
comportamiento lineal.

A partir de la seccion coincidente con el plano central de la pila, comienzan otra vez a
ser menores las tracciones en los nodos de union, llegando incluso a convertirse en pequeinas
compresiones en las secciones posteriores a la pila.

En la figura 6 se han dibujado, alo largo del eje de esta losa: los volumenes de estastrac-
ciones, segiin las leyes anteriores, y los valores dados por la Resistencia de Materiales, {son
las curvas (1) y (2) ); la integral de las tensiones tangenciales en la union de las almas del ta-
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blero, curva 3, asi como las leyes de estas tensiones dadas por el ordenador y las obtenidas
segin la teoria elemental. En la figura, las secciones 11 y 17 corresponden a las de unién con
los planos de arriostramiento y la 27 al extremo cargado del cajon, siendo la zona del vola-
dizo del tablero, entre la 17 y la 27, en la Gnica parte que es posible obtener valores con la
teoria clasica.

Entre las curvas (1) y (2) se observa una igualdad completa en las secciones del voladizo
del tablero. Pero a partir de la seccion 20 y al aproximarse a la seccion de encuentro, la cur-
va real disminuye mas rapidamente, a causa de la no consideracion del paso de tensiones ha-
cia las almas por la teoria clasica. Esta variacion local en la zona anterior a la pila, aunque en
principio puede parecer que dependera de los espesores de las riostras y de la relacion entre
los cantos del tablero y la pila, sin embargo, se ha visto, al obtener los estad os tensionales de
los diferentes modelos en los que se han variado estas caracteristicas geométricas, que en
primera aproximacion, es independiente de ellas, resultando practicamente como un porcen-
taje fijo (7 por 100) del volimen total que debia de llegar seglin la teoria elemental.

En la propia seccion de encuentro, la curva experimenta un salto, producido por el es-
fuerzo absorbido por los cortantes de la riostra. Este salto se sitiia en torno al 2 por 100. En
la zona posterior de la pila sucede casi lo mismo; la riostra se lleva por su rigidez a flexion
menos del 2 por 100, y el volumen que permanece en la losa detras de la pila es un 6 por 100
del total.

Como se ve, la curva, en la zona entre riostras, es aproximadamente una recta, lo que
indica que el paso hacia la pila se realiza de forma uniforme; y es de resaltar también la esca-
sa importancia del esfuerzo absorbido por los diafragmas, que resulta practicamente inde-
pendiente de su rigidez a flexion.

Por esta causa. existe un volumen de tracciones en la zona central de la losa superior
que no es recogido por los diafragmas y que atin no ha pasado a las almas, el cual, unido al
que perdura en los voladizos de la losa, produce las compresiones en las zonas de union losa-
almas, que aparecen en las secciones inmediatas posteriores al encuentro, a las que se ha alu-
dido anteriormente.

Al igual que para la losa superior, en la figura 7 se han dibujado para la inferior: las cur-
vas del volumen de compresiones, tanto seglin los resultados obtenidos del programa de ele-
mentos finitos (curva 2), como los valores dados por la Resistencia de Materiales (curva 1);
las integrales de esfuerzos tangenciales en las aristas de union con las almas (curvas 3y 4), y
las leyes de estas tensiones dadas por el programa y las obtenidas por la teoria clasica.

Observando las curvas 1 y 2 se aprecia que la igualdad entre ambas es total, salvo en las
secciones Ultimas y en las cercanias de la pila. En esta ultima zona se produce un aumento
del volumen en las curvas del programa, en lugar de seguir disminuyendo como resulta de la
teoria clasica. Esto es consecuencia de las fuertes compresiones que se producen en los no-
dos de union con el alma. Hay que tener en cuenta que la primera pared de la pila con la que
se encuentra la losa inferior esta en compresion como e¢lla, y ademas, las isostaticas del pla-
no de las almas del cajon y de la pila, se concentraran en las proximidades de la esquina de
union de la losa inferior con la pila (como se aprecia en la figura 8, en donde aparecenre -
presentadas las tensiones principales en estos planos), produciendo un aumento de la tensidon
longitudinal en los nodos de la arista de union losa-alma, que provoca el aumento del volu-
men de compresiones de la losa, al que se alude.

La desaparicion del volumen de compresiones de esta losa, independientemente de la
disminucion por variacion del canto del tablero, se efectiia de la forma siguiente:

Al aproximarse al encuentro con la pila, experimenta un aumento que llega a ser del
12 por 100 respecto del teodrico en la seccion de empotramiento.
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En la propia seccion pierde, no solo el aumento anterior sino también parte del que
traia, permaneciendo detras del plano de riostra el 70 por 100 de él. La pérdida se produce
por varias razones: en primer lugar, porque el volumen que llega viene con la inclinacion de
la losa inferior y su proyeccion horizontal serd la que perdure, mientras que la proyeccion
vertical anulard parte de las compresiones verticales de la pared de la pila prolongacion de la
riostra; en segundo lugar, por el esfuerzo absorbido como cortante de flexion del trabajo
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“placa” del diafragma y su prolongacion en la pila; y en tercer lugar, por la parte que pasa
directamente, en los nudos extremos de esta arista de interseccion, a las almas de la pila co-
mo cargas concentradas, consecuencia del aumento brusco de secciones de las almas del ca-
jon que representan su prolongacion en las de la pila, en esta seccion de encuentro, y que
producen las tensiones normales horizontales de estos planos en las proximidades de estas es-
quinas y causan las fuertes tensiones tangenciales en esta zona, tanto en la propia losa infe-
rior como en las almas de la pila. Las tres razones se han expuesto en orden creciente de im-
portancia, pues asi, mientras que el efecto de la primera no llega al 1 por 100, la segunda pro-
duce un 4 por 100 y la tercera el 37 por 100 restante.

Por Gltimo, el 70 por 100 que perdura detras del primer diafragma, disminuye lineal-
mente en la zona entre riostras, para llegar a anularse sobre la seccion de interseccidon con el
diafragma posterior.
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Fig. 9.
2.1.2. Tensiones de las riostras

Por otro lado, también es de resaltar, dentro de esta hipOtesis de carga de flexion cons-
tante, el paso hacia lasalmas de la pila de las tensiones longitudinales de las paredes de la pila
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situadas en prolongacién de las riostras, para equilibrarse con las del tablero. Para ello, se
obtiene la variacidén del volumen de estas tensiones de cada conjunto riostra-pared de pila,alo
largo de su eje.

En la figura 9 se han representado las dos leyes de esfuerzos correspondientes a estos
dos planos, llamando riostra posterior a la mas alejada del voladizo del tablero cargado y an-
terior a la mas proxima. En ella se aprecia que el esfuerzo es constante practicamente en to-
da la pila, efectuandose el paso hacia el cajon en la forma siguiente: en la union con la losa
inferior, pasa del orden de la tercera parte del volumen inicial, y el resto pasa en la propia
riostra. De la tercera parte que pasa al cajon directamente, que es el salto que se aprecia en
las curvas, una fraccion pequefia lo hace a la losa inferior y el resto a las almas, como cargas
concentradas, en tanto que del volumen que alcanza el diafragma se pierde, mas del 80 por
100 mediante rasantes en las uniones con las almas, y el resto por cortante de la losa superior .

Hay que destacar que, en las dos curvas, la parte correspondiente a las zonas de riostra
son idénticas; sin embargo, en la zona de pila proxima a la unién con la losa inferior, ambas
curvas se separan de la recta; pero mientras que en la posterior toma valores inferiores a los
de la recta, en la anterior aumenta, llegando aun maximo en launién con la losa inferior. Am-

bos efectos son producidos por la inclinacion de las isostdticas verticales de las almas de la pi-
la hacia la zona delantera de unién con el voladizo del tablero cargado exteriormente; lo que
induce a una disminucién de estas tensiones en la zona posterior y a un aumento en la ante-
rior, como ya se ha dicho.

Tanto este porcentaje como los anteriores del volumen que alcanza la riostra en su bor-
de inferior y el que perdura en el superior, dependen de las caracteristicas geométricas del
conjunto y se les puede cuantificar en funcion de los datos geométricos que mds les afectan.

Asi, para la riostra posterior se tendrd, llamando:

Vp - = volimen de tracciones segiin la teoria clasica, que debia ascender por la pared
posterior transversal de la pila.

V., = volumen que realmente alcanza la seccion de encuentro en dicha pared, con el
que se caracteriza la disminucion sufrida en la zona de la pila inmediatamente
antes del nudo.

V., = salto producido en la seccion de encuentro, que mide el esfuerzo absorbido por
la losa inferior del tablero en su trabajo placa, asi como la parte tomada direc-
tamente por las almas, como consecuencia del brusco ensanchamiento que su-
fren éstas en dicho encuentro al aparecer las almas del cajon en voladizo, es-
fuerzo que actha sobre ellas como una carga puntual.

V, = volimen que perdura en la union con la losa superior del cajon y que da el es-
fuerzo absorbido por ella en su trabajo losa.

Con la diferencia V| - V,, se puede calcular el esfuerzo que penetra en la riostra por su
seccion inferior; y con este valory V3, admitiendo variacion lineal a lo largo de todo el dia-
fragma, lo cual apenas se separa de la realidad (figura 9), se pueden obtener las tensiones ra-
santes existentes en los bordes verticales de unidén con las almas del cajon, que producen la
disminucion de dichos volimenes.

En cuanto al volimen Vl, como era logico suponer, aumenta con el espesor de la rios-
tra, con el de la losa inferior del tablero y con la relacion del canto del cajon al de la pila. Por
el contrario, disminuye con los espesores de las almas y de las paredes de la pila.

La relacion Y = (Vp - Vl) / Vp puede calcularse con suficiente precision a través del
producto:
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Y=Y, .Y,.Y,.Y, .Y,

. . . a 3 3 ¥2
siendo Yl, Y2> Y3, Y4 e Y5 funciones de las relaciones Y B y ——res-

a 4 ea ea

pectivamente,
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86,88
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Fig. 10. Fig. 11.

Para el valor correspondiente al salto Vz’ que aumenta con la relacion a/b, con los es-
pesores de las paredes de la pila, y con los de las almas y de la losa inferior del cajon, y dis-

minuye con el espesor de las riostras, puede utilizarse la funcion F que da la relacion VZ/Vp
como:

V2/Vp=F= F,.E, . Fs
. : ; ea e3 e2 :
siendo F,, F, y F, dependientes de las relaciones — , —— y ——, respectivamente, y
e €, €,
que pueden calcularse mediante las curvas de las figuras 12 y 13.
O.SL Fi 2.0
F
0.4 3
1.5k
F
0.3}¢
1.0
0.2¢
0.5¢
01F
1 1 L L 1 1 L |
05 1.0 15 20 ¢ 05 1.0 15 ey 3
e_r eL €,
T
Fig. 12. Fig. 13. 5 R
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Por ultimo, el valor V3 aumenta muy ligeramente al crecer el espesor de la riostra 'y el
de la losa superior, como era logico esperar; pero la variaciéon es muy pequefia, por lo que
puede admitirse que V3 es constante e igual al 5 por 100 de Vp.

Por otro lado, en la riostra anterior, si Vp , V1 ,V2 y V3 expresan los mismos concep-
tos que en la posterior sin mas que cambiar tracciones por compresiones, se tendra:

El volimen V1 que alcanza la union con la losa inferior, aumenta con la relaciéon b/a,
con el espesor de las riostras y con el espesor de la losa inferior; disminuyendo por el contra-
rio con el espesor del alma del cajon y el de las paredes de la pila. Elvalor de su relacion con
el esfuerzo dado por la teoria clésica, Vp, puede ser obtenido mediante la funciéon R:

o)
a

N
JDkQ

1.3F 12+
R
1 R,
121 11F R3
R,
11+ 1.0
10 09
0.9 n | PESTSRT | | 08 | T | L 1, 1 L
5 ) A
0.5 1.0 15 a 0 1.0 1.5 8 8 8
b e 6 €
4 oo
R, Ry R
Fig. 14. Fig. 15. 2 73

En cuanto al salto V,, aumenta con b y con los espesores de la losa inferior, de las pa-
a

redes de la pila y del alma del cajon; disminuyendo, en cambio, al aumentar el espesor de la

riostra, como era logico esperar. El valor de su relacion con Vp viene dado por:

Vv, (14 seno)?
V~= o B,.B,. B;.B,
p >
en donde o es el angulo que forma con la horizonté”il la 1osea inferi(e)r, en la seccion de en-
cuentro, y B, ,B2, B3 y B4 son funciones de %— , ea , e3 )y e2 , respectivamente, y
T 4 a

quedan definidas mediante las curvas de las figuras 16 y 17.
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De la misma forma, el valor residual V, que alcanza la losa superior, se puede obtener
mediante: '

\%

G=—23 =G, .G
Vp

1 2

; e
estando los valores G1 = G1 (%) y (32 =G2 ( Fa_ ) definidos en las figuras 18 y 19.

I

0.20F
G
1 151
L G,
015
10F
0.10f
0.5(
0.05 L L L 1 1 L 1
0.5 1.0 %o % 05 10 15 20 e
er
Fig. 18. Fig. 19.

2.1.3. Tensiones en los planos de las almas

Sobre la figura 8 aparecian, representadas con el plotter, las tensiones principales en
uno de los planos verticales que contiene una de las almas del tablero y de la pila. Hay que
tener en cuenta que los valores de las tensiones correspondientes a los nodos de las lineas de
unién con la riostra y con la losa inferior del cajon, en la zona comun, al haber promediado
el programa de dibujo los valores existentes a uno y a otro lado de dichas lineas, no son los
correctos, pues no muestran la discontinuidad existente entre ellos.
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Pero prescindiendo de este detalle, se puede observar el entrecruzamiento de las isostd-
ticas en el voladizo del tablero, debido a la variacion del canto de éste, a pesar de estar some-
tido a flexion pura; y que en la pila, una de las familias de isostdticas se mantiene paralela a
los bordes verticales, hasta las proximidades del encuentro con el cajon.

En la zona de pared comun al cajon y a la pila, la curvatura de las familias correspon-
diente a las tracciones es tal, que la otra familia esta constituida por curvas de gran radio; lo
que hace que la tensidon principal correspondiente a la primera familia sea practicamente
constante a lo largo de ellas.

Por coincidir practicamente con una isostatica, la diagonal A - A’ del rectangulo co-
man a la pila y el alma, se puede calcular el volumen de tracciones que la atraviesan, con
bastante exactitud, multiplicando la tension principal normal de cada nodo de la diagonal,
por la longitud correspondiente y el espesor de la pared.

Esta propiedad de las isostdticas es independiente de las caracteristicas geométricas del
conjunto pila-tablero; lo que permite obtener la influencia de dichas caracteristicas geométri-
cas sobre la relacion entre ese volumen de tracciones y el que llega, en el cajon, a la seccion
de encuentro, segiin la teoria elemental de la viga, que serd suma del correspondiente a la
losa superior mas el de las almas.

Llamando:
V, = volumen de tracciones que atraviesa la diagonal A - A’.
Vi = L del voltimen de la losa superior, mas el volimen de tracciones de una de las
2
almas, ambos en la seccion de encuentro del cajon y dados por la Resistencia de
- Materiales,

se puede expresar el cociente entre ambos mediante la funcion:

V1
X= — =X, .X,
V 4
R
, e
siendo X, y X, funciones de A y —L, respectivamente, calculables mediante las figu -
ras20y 21. Ca
1.5% 1 5L
X1

X2

10F 1.0F M

0.5 1.0 1.5 01 03 0.5 07 €

Fig. 20. Fig. 21.
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. . a
En estas figuras se ve claramente que la dependencia supuesta, tanto con _t; como con

€ . . ; ;
?1, es lineal dentro del intervalo de valores de ambas relaciones estudiado.
a

2.2. Hipotesis II: Cortante constante

En cuanto al trabajo del conjunto tablero-pila frente a la solicitacion que produce ¢l
cortante constante sobre el tablero, (hipdtesis 22 de carga), es de destacar que, mientras el
mecanismo de paso hacia la pila de las tensiones creadas sobre el cajon, por el flector produ-
cido en la seccion de empotramiento, es idéntico al visto para el caso de flexiéon constante,
el esfuerzo cortante sobre el tablero, que caracteriza esta nueva hipdtesis respecto a la pri-
mera, como intuitivamente se puede prever para esta morfologia, al estar soportado en su ma-
yor parte por las almas del cajon, pasa, parte directamente a las almas de la pila, y parte, me-
diante esfuerzos rasantes, a las riostras, a través de las cuales llegan a las paredes transversales
de la pila, convirtiéndose asi, de esfuerzo cortante sobre el tablero, en esfuerzo axil sobre és-
ta, de una forma continua y uniforme, sin que aparezcan saltos bruscos en ningin punto,co-
mo se observa en las figuras 22 y 23, en donde se han representado las tensiones principales
en los planos de las almas y en los de la riostra posterior.

Secs 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
] . . s X X X B N ®x x X
. X X b e w w womoxoxoxox X
i I x X X X X
i % X X X F - * ® X x ) ) . N
i i x X
A T T T A x x %
5 ‘ e Y 2 x
; : -
I T S AN [ * T a
' ' 4
\ ) Y a7 — -~
e x T T T
DR T A S 74)(/‘/
, o b +t 7[ ]Z H-2
\ , ¢ { [ 1 o —— Comp.
—— Traccs,
I
I
I
Fig. 22.
[0« v
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Fig. 23.

En cuanto a las expresiones y valores dados anteriormente, en la hipotesis 12, para el
calculo de las diversas variables tensionales, son vdlidas en esta hipotesis, a excepcion de la
correspondiente al salto V,, de la riostra anterior:

V, =B. Vp

Para poder aplicar ahora esta ecuacion, hay que tener en cuenta que el volimen de la
losa inferior, cuya componente vertical causaba parte de este salto V,, para esta 2% hipdtesis
es menor, en comparacion con el V ., que en la 1?. En efecto, por un lado, parte de este vo-
limen V  corresponde a la compresion producida por el axil de la pila que equilibra el cor-
tante del cajon. Esta parte, cuya expresiones: V=Q. (A, / (A5 ), de haber sido producida
por un flector: M =2Q . Ip / b(A5 ), habria creado sobre la losa inferior un volumen cuya
componente vertical seria:

V= i LS B SN

siendo:

= esfuerzo cortante sobre el cajon.
[ = inercia de la pila.
[ = inercia del cajon en la seccion de empotramiento.

A, area de la losa inferior=a, . e,.
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AS= area de la seccion total de la pila.

AfF area de la pared anteriorde lapila=a, . ¢, .

Yi= distancia de la fibra inferior al c. de g. de la seccidon del cajon, y

a, by o .= los valores definidos en la figura I.

Por otro lado, el momento de la pila respecto al del cajon, en la seccion de empotra-
miento, se encuentra en la relaciéon (L, + 5 )L, =1+ b/2 L,. Por ello, el volumen que cir -

cula por la losa de la pila debido al momento serd (1 + b/2 La) veces mayor que si el mo-
mento fuera debido a un flector constante; y en esta relacién estardn las partes de los saltos
correspondientes a la componente vertical del volumen de la losa inferior. En consecuencia, el

b
salto que no aparece, debido a que el momento en el cajéones Q . L, yno Q (L, + 5 ), serd

pues:
Q(L+b) QLY
a a i
m _(‘Tvl Yl 'AZ B AZ)tg(X
C C
Q.Yi.b
es decir: S, = ———— - A, . tga.

Por tanto, se podrd obtener el valor del salto V., mediante las funciones B, en funcion
de Vp, sin mds que tener en cuenta estos esfuerzos correctores V' 'y Sm )

2.3. Hipotesis III: Torsor constante

Bajo esta solicitacion, en la losa superior. las tensiones tangenciales son constantes en
cada seccion transversal en la zona central de la misma y nulas en los voladizos, como se ve
en la figura 24, en la que se han dibujado las leyes de estas tensiones para cada seccion de la
malla de elementos finitos, agrupadas de cinco en cinco con el mismo origen, como se hizo
en la hipotesis primera de carga para las tensiones longitudinales. En los nodos de unién con
las almas se produce un salto de valores, pero en la figura no aparece al haberse promediado,
por el programa de dibujo, los valores a uno y otro lado de estos nodos. Estas tensiones se re-
ducen a la mitad detrds de la seccion 17 de encuentro con el primer diafragma, llevdnd ose
este plano, por tanto, mediante tensiones rasantes, el 50 por 100 del esfuerzo de la losa. De
la otra mitad, desaparece un 10 por 100 en la zona entre riostras, absorbida por los cortantes
de la distorsion, y el resto directamente por rasante sobre la union con el diafragma poste-
rior, seccion 11.

Sobre este ala superior del tablero aparecen tensiones longitudinales, creadas por el ala-
beo torsional y la distorsion, cuyos valores maximos, que aparecen en los bordes libres de
los voladizos, llegan a ser del mismo 6rden de magnitud que las tangenciales, como se apre-
cia en la figura 25, en donde se han representado las tensiones principales en los nodos de es-
ta losa.
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El comportamiento del ala inferior es semejante al de la superior, en tanto que, en los
planos de las almas la variacién de las tensiones tangenciales se realiza de manera distinta;
las leyes rectas de cada seccién no sufren el salto en la seccion de encuentro, sino que van
disminuyendo casi linealmente en la zona entre riostras, consecuencia del flujo de tensiones
longitudinales verticales de las almas de la pila hacia las del tablero, como se ve en la figura
26, en donde se muestran las tensiones principales de estos planos. En ella también se ob-
serva la llamada de las isostdticas hacia los planos de riostra, que producen el aumento de las
tensiones longitudinales verticales en las proximidades de las aristas de union de las almas
con las paredes transversales, tanto en la anterior como en la posterior, pero especialmente
en la primera, consecuencia de su proximidad al voladizo del tablero cargado, como se ob-
serva en la figura 27, en donde se han representado los valores de estas tensiones en la sec-
cion de encuentro de la pila con el cajon.
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Fig. 27.
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Por otro lado, el estado tensional sobre las dos riostras, como se aprecia en las figuras
28 y 29, en las que se han dibujado las tensiones principales de ambos diafragmas, es muy
semejante a la de una pared vertical, con un esfuerzo cortante sobre su borde superior, pro-
cedente de los esfuerzos rasantes de la losa superior, y empotrada en su seccidon inferior, en
dondeaparecen: el cortante de la losa inferior que equilibra al anterior y el momento flector
equivalente a las tensiones longitudinales verticales que penetran desde las paredes transver-
sales de la pila; existiendo una escasa influencia en las aristas verticales de union con las al-
mas.

RIOSTRA ANTERIOR RIOSTRA POSTERIOR
Borde superior Borde superior
Y X, x X X *® % X x x

X % x x
X X X X s 4 x Ho3
f X X X X F.g i 2 x x x F-B

A X X o | 7 x X \ — Tracec.
/ \ ‘_‘g;::pcr . ——Compr.
[ £ % %) A
by J o<
AR / x\

Fig. 29.
Fig. 28. 9 £

3. MODELO DE DIAFRAGMAS INCLINADOS CON PILA CERRADA

Al considerar los planos de arriostramiento transversal en prolongacion de las dos pare-
des de la pila normales al eje del tablero, inclinados de tal manera que son concurrentes
en la misma arista de unién con la losa superior (figura 1.2), se forma entre las dos rios-
tras y la losa inferior del cajon situada entre ellas, una triangulacion que parece permitird
conducir los esfuerzos longitudinales del ala superior del tablero a la pila, de forma mds efi-
caz que en el caso de riostras verticales.

3.1. Hipotesis I: Flexion constante

3.1.1. Losas superior e inferior del tablero

En la figura 30 se ha representado el volimen de tracciones que circula por la losa su-
perior, bajo la solicitaciéon de flexion, tanto el dado por la teoria de Resistencia de Materia-
les (R.M.) como el obtenido a partir de los resultados del ordenador (E.F.).

Como sucedia en el caso de riostras verticales, existe una coincidencia total entre am-
bas curvas en el voladizo, pero al acercarse a la pila, el volimen dado por el ordenador dismi-
nuye méas rapidamente. La zona de despegue entre ambas curvas es la situada, aproximada-
mente, medio canto del cajon antes de ella, al igual que en el caso de riostras verticales. Sin
embargo, la disipacion del volimen se realiza de forma distinta, pues si bien la disminucion
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producida en la zona anterior a la pila, por el paso hacia las almas, es un 8 por 100, igual que
entonces, ahora se produce un salto del 50 por 100, absorbido directamente por las riostras,
gracias a su inclinacion, en la seccion 9 de union. Por otro lado, un 20 por 100 se disipa en la
zona de interseccion con la pila, antes de la union con las riostras (secciones 9 a 12), un 15
por 100 en esta zona, después de dicha union (secciones 6 a 9), y el 7 por 100 restante en el
voladizo posterior a la pila. Es decir, en este modelo, la desaparicion del volimen de traccio-
nes de la losa en su paso hacia la pila se realiza: la mitad directamente a través de las riostras,
y la otra mitad mediante las tensiones tangenciales en los nodos de union con las almas que
permiten la transmision a través de ellas. Sin embargo, estos porcentajes varian con las carac-
teristicas geométricas, habiendo encontrado variaciones desde un 25 a un 70 por 100, en los
casos estudiados. Por ello se ha buscado una expresion que permita obtenerlos con suficien-
te precision.

Es de resaltar también, el volimen que perdura después de la union con las riostras (sec-
cion 9), mas del 20 por 100 del total, todo él producido practicamente por las tracciones de
los voladizos de la losa, puesto que en la zona central de ésta las tensiones se anulan después
de dicha interseccion, como se vé en la figura 31, en donde se han representado las leyes de
estas tensiones en las diferentes secciones transversales de la losa, con el mismo sistema de
representacion utilizado en el modelo anterior.

El nuevo camino abierto al transito de las tracciones de este plano hacia la pila por la
inclinacion de los diafragmas, actia como un aumento de la rigidez de la losa en su zona cen-
tral, permitiendo que la tension longitudinal en ella sea constante en cada seccion transver-
sal (secciones 19 a 14), e incluso que alcance su valor maximo en el eje de simetria (seccio -
nes 9 a 13), al contrario del modelo del capitulo anterior, donde el maximo se presentaba en
los nodos de unién con las almas, y en el eje de simetria existia un minimo.

Mientras que, en los vuelos de la losa el comportamiento es semejante en ambos ca-
sos, es decir, la tension longitudinal toma valores inferiores y decrecientes hacia el borde en
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cada seccion, y disminuye mucho mas rapidamente que los del area central al acercarse a la
seccion 9, aunque perdure después de ella al no existir el salto de la zona central.

En cuanto a las tensiones transversales, si bien en los vuelos las leyes son semejantes en
los dos ejemplos, consecuencia del comportamiento idéntico en dicha zona de las isostaticas,
en la zona central, al no necesitar curvarse tanto las isostaticas para pasar a las almas (figu-
ra 32), los valores e incluso los signos son diferentes en uno y otro caso.

El valor maximo de esta tension representa un 6 por 100 de la traccion longitudinal
media de la seccion de empotramiento con la pila, porcentaje mitad del que aparecia en el
capitulo anterior; es decir, este mecanismo de paso de volimenes, de la losa hacia la pila, 16-
gicamente provoca menores tensiones transversales.

La inclinacion de la riostra anterior produce un salto en el volumen de compresiones
de la losa inferior del tablero, en la union con dicho tabique transversal, del 60 por 100 del
volumen que llega por ella a dicha interseccidén; mientras que en el modelo anterior la dismi-
nucion que se producia en esta seccion de encuentro era solo del 35 por 100. Como era de
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esperar, el paso de las compresiones desde esta losa a la pared de la pila se ve favorecido por
la inclinacion de la riostra.

Por otro lado, al igual que sucedia en el caso anterior, el aumento de la tension en los
planos de las almas, en los nudos de unidn con la pared lateral de la pila y la losa, provoca un
aumento del volimen de compresiones en las secciones proximas al encuentro.

3.1.2. Tensiones en los diafragmas

En la figura 33 se han representado los volimenes de tensiones longitudinales que cir-
culan por las dos riostras. Como era de esperar, al descomponer el salto del volimen de trac-
cion de la losa superior, que se produce en la union con los diafragmas, en la direccion de
las dos riostras, se obtiene exactamente el volimen de tensiones que se presentan en ellas,
en dicha union. [gual sucede en los dos bordes inferiores de las riostras, al establecer el equi-
librio entre todas las fuerzas que concurren en las aristas de union, existiendo pequenas di-
ferencias que son absorbidas por los cortantes de flexion de todas las losas que inciden alli.

El volimen de tracciones de la losa superior del cajon ha de pasar a la pared posterior
de la pila, y este paso se puede efectuar, bien a través de las almas del cajon, o bien directa-
mente a través de las riostras. En primera aproximacion, se podria repartir el volimen de
tracciones entre ambos mecanismos, igualando los corrimientos horizontales en el vértice A .
(figura 11). Asi se tendria, para las riostras, suponiendo que no estuvieran unidas a las almas
y sOlo lo estuvieran a la pila y a la losa superior:

2Pr . c3
Corrimiento horizontal de A en las riostras =
b2 . E . A,
con: A = drea de la seccion de la riostra = e . ay
E = modulo de elasticidad
P_ = esfuerzo horizontal suma de las componentes horizontales de los axiles de am-

I
bas riostras, y

c, b, e, y a; = caracteristicas geométricas segan figura L.
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Sin embargo, para las almas no es tan facil establecer dicho corrimiento, dado que su
estado tensional no es asimilable a ninguno conocido. Pero si se puede considerar que serd
de la forma:

P
corrimiento horizontal de A en las almas = & 7
E . b2

siendo: Zuna funcion de las dimensiones a, by e, y Pa el esfuerzo horizontal absorbido por
estos planos.

En consecuencia, igualando la suma de los volimenes que atraviesan ambos mecanis-
mos, Py P, alvolumen P que llega por la losa superior del tablero a la seccion de empo tra-
miento, e igualando las flechas, se obtiene como valor de P_:

Z
(Z+ 3 /A,)

Y de acuerdo con los resultados obtenidos en los diferentes casos, la funcion Z viene
dada, con suficiente aproximacién, por la expresion:

En resimen, se puede calcular el volimen de tensiones, N, en el borde superior de am-
bas riostras, tracciones para la posterior y compresiones para la anterior, mediante:

2ab 1/4
( 4 + 6a il
e\ !
b 2ab a, \14 3
-+ 6a — 4 —
3e,

N =+

Hay que tener en cuenta que para los casos de diafragmas con aligeramientos, el térmi-

3
no correspondiente a la flexibilidad de las riostras, —9—, debe calcularse teniendo en cuenta
A

las dimensiones reales de estos elementos.

Debido a la curvatura de las isostiticas que suben por la pila, en los planos de las almas,
para pasar hacia el cajon, se produce un aumento del volumen de compresiones en la pared
frontal anterior de la pila y una disminucion en las tracciones de la posterior; por ello, los
voliimenes en una y otra riostra, en su borde inferior, son diferentes, mayor para la ante-
rior, (figura 33), mientras que en el borde superior son idénticas, debido al equilibrio verti-
cal de fuerzas que debe producirse entre ellas.

33



Volumen de tensiones longitudinales sobre las riostras
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Fig. 33.

Sin embargo, también es posible definir estos volimenes de tensiones que penetran en
ambas riostras por su borde inferior, en funcion del volimen de tensiones, Vp, de la pared
transversal de la pila, mediante las expresiones siguientes. Para el diafragma posterior:

t 172

¢
vi= Vv | 042 (_J_) +0.15
P ea e4

oy

siendo e el espesor de la riostra ficticia maciza que tuviera la misma flexibilidad que la real

aligerada (si no existen aligeramientos, c: =e,)

El del diafragma anterior, se puede calcular en funcion del posterior, V‘l’. con la for-
mula aproximada:

Vi o= VP 06s(af+17 2 _ 0.06]
= 7.\“? ~T*a

1 1 2

COS™ &«

La diferencia de volimenes de tensiones longitudinales en los extremos superior e infe-
rior de ambas riostras, provoca las tensiones tangenciales que se¢ presentan a lo largo de los
bordes de uni6on con las almas, y que mantienen el equilibrio. Estas tensiones son practica-
mente constantes a lo largo de dichos bordes, aunque se presentan valores maximos en sus
extremos, como consecuencia de los esfuerzos rasantes que aparecen en las intersecciones
con las otras losas, para que exista igualdad de deformaciones transversales en todas ellas.
Prescindiendo de estos valores extremos, una vez conocidos los volimenes de tracciéon o
compresion de los diafragmas en sus uniones con las losas superior e inferior, por diferencia
entre ambos, es posible obtener los esfuerzos rasantes totales actuantes en las dos aristas de
contacto con las almas, y a partir de éstos, calcular los valores de la tension tangencial me -
dia a lo largo de ellas, equivalente al valor constante de la ley de esta tcnsion.
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3.1.3. Tensiones en las almas

Por la inclinacion que toman las isostaticas de las almas al atravesar la diagonal A-A’
del rectangulo de alma comin al tablero y a la pila (figura 34), coincidiendo, para todos los
casos, practicamente con dicha diagonal, se puede calcular el volamen de tracciones que la

Secc. 4
eBe. & 5A§\ T B 2 now 12 B i 15 %6 W s 18 0 A 22
N PN
. _\X.\ x ¥ i \\ X e . . e e - - - e o ——
.\'\, ,'l \‘\ o - — Ey
N T
£ % ~ ~ N\ \
\'\ \\ »: N N N
" % I,'/ % X‘\ x \\\ X X X X _ . ~ S X
3 \'\, N ~ S = X
Pk A % % % N Ny T — — T
\. X —_—
s N \ . = T \\X
v + + e K = \ \‘\ Jr — _\"\.
O . —
x r 4 * LY ) ~~ >(A'_+——< .
e R A
l { ' 3 I ] H-1
F-3 — Tracc.
—— Compr.
l } | 1 I I
I ' ool
L Fig. 34.

atraviesan, V, . Este esfuerzo puede determinarse, en funcion del volimen de traccion de
la losa superior, sumandole el que llega por las almas del tablero a la seccion de encuentro,
V. im » Testandole la proyeccion horizontal de la suma de los volumenes superiores que se
llevan las dos riostras, Pl,, y proyectando este resultado sobre la direccion media de las isos-

taticas para lo que se tomara el valor % . Es decir, se tendra:

Por alma: Viiae = ey (P—P + V. )
) 1
siendo: Vom = 2. E.XS .0 - €,
con: XS = distancia de la fibra superior al c. de g. del cajon.
o. = tension en la fibra superior del cajon.
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3.2. Hipotesis III: Torsor constante

La inclinacién de los diafragmas también provoca, respecto al caso de riostras vertica-
les, diferencias sobre el estado tensional originado por un momento torsor actuante sobre el
cajon, equilibrado mediante el flector correspondiente sobre la pila. Asi, en la zona en -
tre riostras (figura 35), las tensiones tangenciales de la losa superior disminuian gradualmen-
te entonces, mientras que ahora los valores permanecen casi constantes hasta la seccién cen-
tral, 9, de union con los diafragmas. Lo mismo sucede también con.estas tensiones en las al-
mas, en su borde superior y proximidades de él.

Secc. 4 5 6 7 8 g 10 n 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

p - < 4 -~ ~ ~ < 3
PR K XX X X XX X X XX
XXX
o XXX
P XXX XXX
S kXX XX X X X X X X X X

SN N N e . e e

——— Campr.
Fig. 35.

Por otro lado, los valores maximos de las tensiones longitudinales, 0, en cada seccion
transversal, que aparecen a lo largo de los bordes libres de los voladizos de la losa superior,
representan para este nuevo caso, mayor porcentaje en comparacion con las tangenciales da-
das por la formula de Brent, como se ve en la figura 36, donde se han representado estas
tensiones para los dos casos.

La causa de estas divergencias hay que buscarla en el diferente comportamiento frente
al mecanismo de torsion-flexion que presentan uno y otro empotramiento del cajon en la pi-
la, debido a que, si bien la losa inferior queda empotrada en la seccion 12, la superior no lo
hace hasta la seccion 9, existiendo por tanto un retraso en el comportamiento de ella. Tam-
bién, la rigidizacién que suponfia la riostra anterior a la deformacién en su plano de la seccién
transversal del cajon que la contenia, ha perdido eficacia al inclinarse, mientras que aumen-
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Fig. 36.

ta la coaccion al alabeo del tablero, que antes s0lo estaba impedido por la rigidez a flexion
del diafragma como losa, y ahora lo estd, ademas, por la rigidez de membrana en su propio
plano.

4. MODELOS DE PILA ABIERTA

Se considera el caso de pila constituida por dos soportes verticales (figuras 1.3 y 1.4),
de seccion rectangular maciza, de ancho igual al del tablero en su parte inferior, y coinci-
dentes con la losa inferior del cajon en la linea de encuentro de ésta con las riostras. Esta ti-
pologia, muy empleada en los casos en que se desea rigidez a flexidon en el nudo, pero flexi-
bilidad frente a movimientos horizontales, al no tener las paredes laterales en prolongacion
de las almas del tablero, determina una distribucidon tensional sobre el conjunto, bastante di-
ferente de la creada por la pila cajon cerrada, y que se sitila como caso intermedio entre ésta
y la que aparece en el caso de apoyos aislad os desdoblad os.

La falta de paredes laterales impide el facil transito, a través de ellas, de las tensiones de
los tabiques anterior y posterior a las almas, produciendo fuertes concentraciones de tensio-
nes en la union inferior con los soportes, como se observa en las figuras 37 y 38, en donde
aparecen representadas las tensiones principales en los nodos de la malla de las almas, para
los modelos de riostras verticales e inclinadas, respectivamente, bajo la solicitacion de cor-
tante constante. Se aprecia en ellas el comportamiento diferente de estos planos en la zona
entre riostras, respecto a la morfologia anterior. Al no existir el paso de las isosta ticas hacia
las almas de la pila, ahora la pared posterior de la pila actlia sobre estos planos produciendo
el efecto de una carga vertical.

Por otro lado, al comparar entre si ambas figuras, se aprecia claramente la ventaja del
modelo de diafragmas inclinados para conducir los esfuerzos de flexion, al ser menores en él
las tensiones principales en todos los puntos del rectangulo de alma situado entre riostras,
debido a que la mayor parte de las tensiones longitudinales de las losas superior ¢ inferior se
equilibran a través de los diafragmas.

Sin embargo, el paso del axil de la pila a cortante del tablero, es evidente que las rios-
tras verticales lo efectian mejor, sin producir tan fuertes concentraciones de tensiones en
las zonas de union de las almas con los tabiques de la pila.
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Por ello, la eleccion riostra vertical-riostra inclinada ha de estar regida por el predomi-
nio de uno u otro esfuerzo, axil 6 flector, sobre la pila.

5. CONCLUSIGNES

El analisis de la escasa bibliografia existente hasta el presente sobre el tema tratado,
muestra que, para resolver el problema, es necesario recurrir al auxilio de ensayos sobre mo-
delo, o bien, a estudios mediante programa de elementos finitos.

Debe hacerse notar que si bien en la referencia (1) se da un artificio de célculo para el
caso de solicitacion de flexion sobre el tablero soportado por apoyos desdoblados puntuales,
que puede resultar aproximado para este tipo de enlace, no lo es tanto para los casos de em-
potramiento en la pila, tanto cuando ésta es de seccidn cajon, como si estd constituida por
dos tabiques transversales, independientes, prolongacion de las riostras. El admitir este siste-
ma de calculo conduce a esfuerzos menores que los reales, en algunos casos, como se ha visto
en la referencia 4 para las morfologias consideradas.

Por ello, y utilizando el mas flexible de los procedimientos de estudio posibles, es de-
cir, mediante el programa de elementos finitos, se analizaron los comportamientos frente a
solicitaciones, no solo de flexion del tablero sino también de cortante y torsion sobre el mis-
mo, para los dos tipos de pila, cerrada y abierta, y para los dos mas frecuentes de riostras,
verticales e inclinadas.
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La primera consecuencia notable que se deriva de todo el estudio realizado, es la vali-
dez de los resultados obtenidos aplicando la teoria elemental de la viga, tanto en el tablero
como en la pila, hasta zonas muy proximas a su encuentro. El efecto de éste sobre el esta -
do tensional influye en un entorno, proximo a él, muy reducido; asi, para el tablero, la zona
de influencia no llega, en ningin caso de los considerados, a la mitad de su canto; y lo mis-
mo puede decirse para la pila.

También es de resaltar la minima influencia de la morfologia de la pila sobre el estado
tensional de la losa superior, para las tres diferentes solicitaciones elementales supuestas;
siendo en la hipotesis de flexion y de cortante practicamente idénticas las distribuciones de
tensiones que se producen en este plano con pila cerrada y abierta. Las diferencias se apre-
cian en la losa inferior y en las zonas bajas de las almas; pero son escasas, en éstas, en las pro-
ximidades a la losa superior.

Dentro de los modelos de riostras verticales, bajo solicitaciones de flexion, el mecanis-
mo de traspaso de las tracciones longitudinales de la losa superior a la pared posterior de la
pila, se efectia mediante el paso de ellas hacia las almas del cajon, para, a través de éstas, en-
trar en la riostra posterior y llegar asi al plano en que se equilibran. Una pequefia parte de es-
tos traspasos hacia las almas, se efectia en la regidn anterior al encuentro. Por ello, los volii-
menes, tanto de la losa superior como de la pared posterior de la pila, disminuyen ligeramen-
te al llegar al empotramiento; al contrario de lo que sucede en el ala inferior del cajon y en
el tabique anterior, en los que se produce un aumento del volimen de compresiones.

La entrada en las riostras, de las tensiones longitudinales procedentes de las almas del
tablero, se realiza de forma gradual en sus aristas comunes, mediante esfuerzos rasantes prac-
ticamente constantes; por lo que el aumento del volimen de tensiones es casi lineal.

Al colocar los diafragmas inclinados, formando una triangulacion con la losa inferior,
se abre un nuevo camino para el paso de las tracciones del ala superior hacia la pila, al estar
el tablero sometido a esfuerzos de flexidén; pero este camino solo es utilizado por parte de
las tracciones de la zona central, pasando el resto de las de esta regién y las de ios voladizos,
por las almas, de idéntica manera a como ocurria en el caso de riostras verticales; por lo que
no resulta tan eficaz, como podria esperarse, este nuevo mecanismo de paso, llegando para los
modelos mas favorables de almas delgadas con diafragmas de gran espesor, a circular por és-
tos tan so6lo el 70 por 100 del volimen total de las tracciones de la losa superior; es decir, el
mecanismo de las almas es suficientemente rigido para necesitar de un gran espesor en las
riostras para que el trabajo de éstas sea eficaz.

Las tracciones en el alma, dentro de la diagonal del rectangulo comin a la pila y al ta-
blero, bajo este tipo de solicitacion, pueden obtenerse como la proyeccion en esa direccion
de la diferencia entre las tracciones del tablero y las que se van por los diafragmas.

También, en estas hipotesis de carga, como los volimenes de tensiones que penetran
por el borde inferior de la riostra provinientes de la pila, son diferentes a los que lo hacen por
el borde superior procedentes de este ala, puesto que parte de las tracciones de ésta pasan a
través de las almas, el equilibrio de los diafragmas se mantiene mediante esfuerzos rasantes a
lo largo de sus aristas de union con las almas; esfuerzos que son practicamente constantes en
todo el borde.

Por otro lado, esta morfologia de riostras inclinadas presenta una mayor rigidez frente
al alabeo torsional del cajon, dando por ello, en general, mayores tensiones longitudinales so-
bre éste, bajo la solicitacion de torsion, que en el caso de diafragmas verticales.

En resumen, para cualquiera de las dos formas de pila consideradas, el comportamiento
de uno u otro tipo de arriostramiento transversal es adecuado, siendo mas favorables los dia-
fragmas inclinados para la transmision de esfuerzos de flexion hacia la pila, en tanto que los
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verticales son mas satisfactorios frente a los cortantes, que suelen ser los esfuerzos dominan-
tes en estas zonas. Esto, unido a la mayor facilidad constructiva de este Gltimo tipo de arrios-
tramiento, puede decidir su eleccién en la mayoria de los casos.
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RESUMEN

En el presente trabajo, se realiza un estudio del ancho eficaz de distintos tipos de sec-
ciones. El método de analisis utilizado es el de los elementos finitos, usando elementos lami-
na y viga, paramodelizar las cabezas y almas, respectivamente. El estudio, pretende identifi -
car los parametros basicos que influyen, de forma relevante, en la determinacién de dicho an-
cho eficaz. Para ello, se ha realizado un estudio paramétrico en régimen lineal eldstico, como
consecuencia del cual se proponen unas expresiones sencillas. También se realiza una incur-
sion en el campo del comportamiento no lineal, a fin de definir la direccion de futuros estu-
dios. Los resultados obtenidos, se han comparado con otros procedentes de soluciones anali-
ticas (para algunos casos particulares) y experimentales.

1. INTRODUCCION

Conforme a la teoria elemental de Resistencia de Materiales, las tensiones normales en
una pieza trabajando a flexion, se distribuyen proporcionalmente a la distancia a la fibra neu-
tra de la seccion; por lo que las tensiones en las alas de una viga, por ejemplo en ““T”, se dis-
tribuiran uniformemente. Sin embargo, si este ancho es muy grande, las partes del ala mas ale-
jadas del alma o nervio de laviga, contribuirdn en menor medida a resistir el momento flec-
tor; por lo que la viga sera menos resistente de lo que la teoria predice.

El hecho de que la distribucion de tensiones longitudinales en las alas no sea uniforme,
se debe ala aparicion de unas tensiones rasantes alma-ala.de la viga (fig. 1). Dichas tensiones
rasantes serdn tales que compatibilicen los desplazamientos de las alas y del alma. Conside-
rando el ala como un elemento laja, aislado, sometido a esta distribucion de tensiones rasan-
tes, aplicando la teoria de la Elasticidad podemos inferir que, efectivamente, la distribucion
de tensiones normales longitudinales no sera uniforme en el ancho de la pieza.
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Una manera de abordar este problema de forma practica es suponer una anchura eficaz
de ala, menor que la real, de tal forma que al aplicar la teoria elemental de la flexion de vi-
gas a la nueva seccion ficticia, se obtenga un valor correcto de la resistencia (fig. 2).

Distribucién de
Tensiones Normales

Distribucion de
Tensianes Rasantes

 —
= e o
+

Fig. 2. Anchura eficaz de una seccién.

La solucion de este problema, fue tratada primeramente por Th. von Karman [1] vy,
posteriormente, por Shnadel [2], Reissner [3], Chwalla 4], y Beschkine [5] en vigas en “T”.
Se supuso una viga continua, apoyada sobre un numero infinito de apoyos equidistantes. El
ancho del ala se suponia infinito y su espesor muy pequefio con respecto a la altura del ner-
vio, de tal forma que se la consideraba como una laja y, por tanto, se la estudiaba en Elastici-
dad bidimensional.

Recientemente, Qi-Gen Song (6), en un interesante trabajo, ha estudiado el problema
del ancho eficaz, utilizando la teoria de las laminas plegadas, realizando asimismo un andlisis
de la convergencia de las series de Fourier utilizadas en dicha teoria.

En el presente trabajo, se ha intentado una aproximacion al estudio de este fenémeno,
mediante elementos finitos, que ha permitido sacar unas primeras conclusiones cuantitativas,
en régimen elastico, en secciones “T”’, “PI’’, cajon y “U” invertida, asi como unas conclusio-
nes de tipo cualitativo para el régimen no lineal.

42



2. PROCEDIMIENTO DE CALCULO UTILIZADO EN ESTE TRABAJO

La solucion del problema del ancho eficaz, puede actualmente, con la ayuda de las téc-
nicas numeéricas, resolverse fundamentalmente de tres formas:

— Teoria de las laminas plegadas.
— Método de la banda finita.
— Método de los elementos finitos.

Se ha escogido la tercera alternativa, mediante un programa general de laminas, por va-
rias razones: En primer lugar, permite también el estudio en régimen no lineal. Asimismo,
permite tener en cuenta la existencia de nervios, con los cuales, como se vera mas adelante,
se han modelado las almas. Ademas, es posible también tener en cuenta la existencia de ar-
maduras en el hormigon, las cuales, si apenas modifican la respuesta en el calculo elastico li-
neal, si es de fundamental importancia el considerarlas en la alternativa no elastica.

2.1. Modelizacion de la estructura

En la modelizacion de la estructura mediante elementos finitos, se han utilizado dos ti-
pos de elementos distintos: para la limina, se ha escogido el elemento isoparamétrico dege-
nerado de nueve nodos de la familia de Ahmad [7], con un campo de desplazamientos que se
aproxima mediante funciones de interpolacion lagrangianas (fig. 3).

Superficie Media

Fig. 3. Geometrfa del elemento ldmina.

Cadauno de los nodos est4 situado en la superficie media, y tiene cinco grados de liber-
tad, tres corrimientos y dos giros, considerados en sus coordenadas locales; mientras que en
coordenadas globales tiene seis, lo cual permite el analisis de laminas de forma general, inclu-
so condiscontinuidades angulares. Las coordenadas de un punto cualquiera de la ldmina pue-
den expresarse como interpolacion de las coordenadas nodales:

X % . ,
1 + 1 1 g—
y|=2N (&, n)——i vil NG — |y
z i 2 2 i 2 2|
sup. inf.
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con lo cual:

X X; t -
y| =ZNjy; +2N; 5 V3
" i = i 2
1
med.
- X X
Vai= ¥ - %
Z: Z:
! sup. Minft.
siendo N (i=1, ...., 9) las funciones de interpolacion del elemento.

El campo de desplazamientos puede expresarse, asimismo, por:

u U t. - — Q.
vi=Z N |y +2Ni§l(V114V2i) !
W i ey i 2 Bi

1

Se admite la hipdtesis de que las rectas, normales a la superficie media antes de la de-
formacion, siguen rectas después de producirse ésta, pero no necesariamente normales a la
superficie media deformada; lo cual permite considerar, de una forma bastante aproximada,
la contribucion del esfuerzo cortante a la energia de deformacion. Con ello, es posible el es-
tudio de ldminas gruesas. Asimismo se hace la hipotesis habitual de que las tensiones norma-
les a la superficie media de la lamina son despreciables.

La relacion entre deformaciones y desplazamientos, vendra dada por la expresion:

) dx) dx, 03X, 0 xp

, | au;(+6_5§§+au; Bui’)

Transversalmente, el espesor se divide en una serie de capas, a fin de poder tener en
cuenta la variacion del estado tenso-deformacional en dicho espesor, en régimen no lineal.
Cada capa se supone sometida a un estado biaxial de tensiones. Asimismo, esta disposicion
en capas permite introducir el armado de forma muy comoda.

La integracion numérica se realiza mediante un esquema muy parecido al de Gauss-Le-
gendre.

En cuanto a las vigas, se discretizan mediante elementos rectos, unidimensionales, con
dos nodos en los extremos, cada uno de ellos con seis grados de libertad. La seccion transver-
sal se divide en filamentos, en cada uno de los cuales se supone un estado tensional unifor -
me. De esta forma, es posible tener en cuenta la solicitacion de flexién esviada sobre la viga
(fig. 4).

En cuanto a la respuesta a torsion de la viga en régimen no lineal, se ha modelizado me-
diante la utilizacion de una rigidez torsional variable en funcion de la solicitacion de torsion.
A tal fin se han supuesto validas las hipdtesis habituales de torsiénuniforme de Saint-Ve -
nant.

Para el régimen no lineal, se admite en el hormigdn un comportamiento hipoelastico
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[8] a compresion, y elastico hasta la tension de rotura, a traccion, considerando la colabora-
ci6én del hormigdn entre fisuras. El criterio de rotura utilizado es el basado en las experien-
cias de Kupfer (fig. 5). Por lo que hace referencia al acero, éste se ha tratado de acuerdo con
el modelo distribuido, para los elementos ldimina, y embebido, para los elementos viga[9].

Su ley de comportamiento tenso-deformacional se supone elastoplastica.
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/</ P b
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Fig. 4. Elemento viga.

Fig. 5. Criterio de rotura para el hormigbn.
2.2. Formulacion por elementos finitos

Para el analisis general de la estructura, se ha utilizado el método de rigidez, que consis-

te en resolver unos desplazamientos incognitas a partir de unas acciones dadas, y de las pro-
piedades mecanicas y geométricas de la estructura.

La aplicacion, sobre el elemento, del principio de los trabajos virtuales, conduce a la
ecuacion de equilibrio del solido deformable:

By
2 82w dA — [ 1y 8 AiedV

‘6131 B,

siendo:
Ay Sy =1 Cipeg Areg

Al EkQ = Al ekQ + AlnkQ

2808 =5, T og,
du, ou
2 Ay a—,—i,g,—z;
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El subindice a la izquierda, indica la base a la que esta referido (coordenadas), y el superin-
dice a la izquierda, la configuracion de referencia (inicial o deformada).

La ecuacion de equilibrio, para cada elemento, se reduce a la expresion:

e e . __ p¢ _ Rpe
Krr+ EGL =Ry — Rj

en donde:
E?; = ’ ICIJkQ Al CkQ 8 A] eu dV ngldeZ Eléstica
2 g,

KS = a7y 8.8imydV Rigidez Geométrica

-~ J B,

gf — I %ti 6% u; dA Fuerzas Exteriores
* 6B 1

B? — / 1 Tjj AN € dVv Fuerzas Internas
o Bl

r = Vector de incognitas nodales

Con ello, para la estructura total discretizada, el sistema de ecuaciones queda:

LK r=ZR°
e €

El simbolo de sumatorio, en este caso, indica ensamblaje de elementos.

El efecto de no linealidad del material, se introduce en la matriz de rigidez, para un nt
vel de cargas determinado, gracias a la discretizacion en capas, o filamentos para las vigas,
considerando en cada una de ellas el modulo correspondiente al estado del material.

En general, la expresion del sistema de ecuaciones siempre puede reducirse a la forma:

Knr= R

'~ ~

en donde K (r) sera una constante en el caso de elasticidad lineal.

3. ESTUDIO DEL ANCHO EFICAZ

En este apartado se entra propiamente en el analisis del fendmeno, empleando los pro-
cedimientos de calculo que se han descrito en los anteriores.

El objetivo primordial es identificar los parametros mas signitivativos y definir su in-
fluencia en la determinacion del ancho eficaz. En funcion de los resultados obtenidos, se pro-
ponen unas formulas aproximadas para su uso en dimensionamiento.
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3.1. Secciones analizadas

El primer caso que se analiza es el correspondiente a un puente recto, biapoyado y de
seccion en “PI”” (fig. 6). El armado que se le ha dispuesto (fig. 7), es el necesario para resis-
tir, sin tener en cuenta el reparto transversal, las acciones que sefiala la vigente Instruccion
Espafiola de Puentes, para una luz de 20 metros.

peso propic + sobrecarga 400 Kg/m?2 j<x

TR
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Fig. 6. Puente con seccién en Pl analizado. seporudos - 30cm e+ 112 separadss 20 & L
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SECCION TRANSVERSAL
Cotas en m

Fig. 7. Detinicidn del puente en Pl analizado

Debido a la doble simetria, se ha estudiado Gnicamente un cuarto de pieza. La discreti-
zacion por elementos finitos utilizada es la que muestra la figura 8. Como puede verse, el al-
ma se ha modelizado como una viga, ya que en los tanteos previos que se realizaron, pudo
observarse la similitud de resultados entre el tratamiento como viga y como lamina.

El segundo tipo de viga analizado es una seccion en ‘“T”’. Se han estudiado dos casos di-
ferentes. El primero parte del esquema de viga biapoyada, con seccion en “PI”’, simplemente
variando las condiciones de vinculacidon del borde simétrico de la “PI”’ y dejandolo libre. La
discretizacion, por lo tanto, asi como las propiedades de los materiales, son idénticas.

El segundo caso, también corresponde a un esquema estatico biapoyado. El tipo de vi-
ga es similar a la tratada por Razaqpur y Ghali [10], los cuales ensayaron hasta rotura y mi-
dieron las tensiones en los diferentes puntos.

La definicibn geométrica, asi como la disposicibn de armaduras en la seccion, y el es-
quema de cargas, puede verse en la figura 9.
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Elementos
viga

Fig. 8. Discretizacién por elementos finitos.
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Fig. 9. Viga de Razagpur y Ghali.

La seccidn cajon analizada, parte del esquema de seccion en “PI”” anterior, simplemente
situando los nervios en los extremos del tablero y afladiendo un elemento losa inferior que

cierre la seccion.

Asimismo, se ha estudiado una seccion en ““U”’ invertida, idéntica a la cajon sin el table-

ro inferior.

3.2. Propiedades de los materiales

Las propiedades de los materiales son las que se indican a continuacidn:

Hormigon:
— Resistencia a compresion, a los 28 dias 300 kp/cm?
— Resistencia a traccion: 50 kp/cm?
— Modulo de Elasticidad: 350.000 kp/cm?
— Modulo de Poisson: 0,15
— Peso especifico: 2,5 t/m3
— Deformacion para la maxima resistencia: 0,002

Acero:

— Modulo de Elasticidad

— Modulo de endurecimiento:
— Tension de fluencia:

— Deformacion altima:

2.100.000 kp/cm?
0 kp/cm?
6.000 kp/cm?

0,1

La serie de resultados obtenidos con base a este esquema, provienen de variar las pro -

porciones geométricas de la estructura, y de las distintas hipotesis de carga, a fin de determi-
nar la influencia de los distintos paraimetros que intervienen en el fendmeno.
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3.3. Parametros estudiados

Existen una serie de parametros que caracterizan el ancho eficaz, los cuales son funda-
mentalmente de tres tipos: En primer lugar, los parametros geométricos; en segundo lugar,
el tipo de cargas, y, por ultimo, las propiedades elasticas de los materiales.

De entre los parametros geométricos, se han estudiado:

— Relacion canto de la losa/canto total.
— Relacion ancho/luz.
— Anchura de los nervios/anchura de la seccion.

Por lo que hace referencia a las cargas, se ha estudiado el efecto, en el ancho eficaz, de
la carga repartida y de la carga puntual.

Por Gltimo, se ha analizado también la influencia del modulo de Poisson en el ancho
eficaz.

4. RESULTADOS OBTENIDOS
4.1. Seccion en “PI”

