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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacién existe una categoria, la de ““Miembro Protector”’, a la que
pueden acogerse, previo pago de la cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros
que voluntariamente lo soliciten. Hasta la fecha de cierre del presente nimero de la Revista,
figuran inscritos en esta categoria de ‘‘Miembros Protectores’” los que a continuacion se in-
dican, citados por orden alfabético:

ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A. (ATECSA).—P° de la
Habana, 14. Madrid- 16.

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMEN"’.—
Velazquez, 23. Madrid-1.

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).—Orense, 10 Madrid-20.

AZMA, S.A.—P° de la Habana, 16. Madrid-16.

CAMARA, S.A.—Avda. de Santander, s/n. Valladolid.

CAMINOS, EDIFICIOS Y OBRAS, S.A.—J. Lazaro Galdiano, 4. Madrid- 16.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, S.A.—Grijalba, 9. Madrid-6.

CEMENTOS MOLINS, S.A.—C.N. 340, Km. 329,300. San Vicenc dels Horts (Barcelo -
na).

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A.—Aribau, 185. Barcelona-21.

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.—Miguel Angel, 16.
Madrid-10.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.—Santa
Eugenia, 19. Gerona. °®

COL. LEGI OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.— Placa Nova, 5.

Barcelona-2.

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, S.A.—Federico Salmon, 13. Madrid-16.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V., S.A.—Ayala, 42. Madrid-1.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, S.A.—Avda. de América, 24. Madrid-2.

ELABORADOS METALICOS, S.A.—Apartado 553. La Corufia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento Obras
Especiales.—José Ortega y Gasset, 40. Madrid-6.

ENTRECANALES Y TAVORA, S.A.—Biblioteca.—Juan de Mena, 8. Madrid-14.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y

PUERTOS.— Ciudad Universitaria. Madrid-3.

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).—Arapiles,

14. Madrid-15.
" FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, S.A. (FOCSA).—Avda. General Peron,

36. Madrid-20.

FORJADOS DOMO.—Hermosilla, 64. Madrid-1.

FREYSSINET, S.A.—General Peron, 24. Madrid-20.

HEREDIA Y MORENO, S.A.—Princesa, 3. Madrid-8.

IBERDUERO, S.A. Centro de Documentacién (8501).— Gardoqui, 8. Bilbao-8.

HIDROELECTRICA DE CATALUNA, S.A.—Archs, 10. Barcelona-2.

HISPANO-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, S.A.— Capitan Haya, 51. Madrid-20.

HORMIGONES GERONA, S.A.—Lorenzana, 45. Gerona.

HUARTE Y CIA., S.A. Departamento Técnico.—Profesor Waksman, 14. Madrid-16.

(Continda en el int. de contraportada)
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IBERICA DE ESTUDIOS E INGENIERIA, S.A. (IBERINSA).—Principe de Vergara,
43, Madrid-1.

IBERING, ESTUDIOS Y PROYECTOS, S.A. Plaza Gala Placidia, 5-7. Barcelona-6.

INDUSTRIAS GALYCAS, S.A.—Portal de Gamarra, 46. Vitoria.

INGENIERIA DEL ATLANTICO, S.A. (IDASA).—Pérez Cepeda, 5y 7. La Corufia.

INGENIERIA Y CONSTRUCCIONES SALA AMAT, S.A.—Buenos Aires, 19-21. Barce-
lona-29.

INGENIERO JEFE DE LA SECCION DE PUENTES Y ESTRUCTURAS.—Ministerio
de Obras Piblicas y Urbanismo. Direccion General de Carreteras. PO de la Castella-
na, 67. Madrid-3.

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES (INTEMAC).—
Monte Esquinza, 30. Madrid-4.

INTERNACIONAL DE INGENIERIA Y ESTUDIOS TECNICOS (INTECSA). Biblio-
teca.—Orense, 70. Madrid-20.

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, S.A.—Principe de Vergara, 103.Ma-
drid-6.

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS Y MATERIALES.—Alfonso XII, 3.
Madrid-7.

NUEVA MONTANA QUIJANO, S.A.—Fabrica de Forjas de Buelna. Los Corrales de
Buelna (Santander).

PACADAR, S.A.—Hermosilla, 57. Madrid-1.

PRELOAD SISTEMAS, S.A.—P© de la Castellana, 140. Madrid-16.

PRENSOLAND, S.A.—Calle Industria, s/n. San Martin de Centellas (Barcelona).

PRETENSADOS DEL LOURO, S.L.—Poligono Industrial Atios. Porrifio (Pontevedra).

PROMONAL, S.L.—Poeta Artola, 12. Valencia-21.

SENER, TECNICA INDUSTRIAL Y NAVAL, S.A.—Avda. del Triunfo, 56. Las Are-
nas (Vizcaya).

SIKA, S.A.—Carretera Madrid-Iran, km. 14,500. Poligono Industrial. Alcobendas (Ma-
drid). '

SOCIEDAD ANONIMA ECHEVARRIA.—Apartado 46. Bilbao-8.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA BBR (S.A.E. BBR).—Poligono Industrial Barce-
lonés. Carrero Blanco, s/n. Abrera (Barcelona). ;

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A. (TECPRESA).—Velazquez, 105. Madrid-6.

TRANSFORMADOS METALICOS DEL MEDITERRANEO, S.A.—Carretera Valencia-
Barcelona, km. 64, 1. Castellon de la Plana.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, S.A. (TYCSA).—Monturiol, 5. Santa Maria de Bar-
bara (Barcelona).

La Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar publicamente,
su agradecimiento a las Entidades citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su espe-
cial aportacion econémica, para el desenvolvimiento de los fines que tiene encomendados.
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AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERO”

Todos los articulos originales que se publican en “Hormigon y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
méximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual ser4 siempre aceptado para su publicacion
en nuestra Revista, pero con tal caricter. '

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladar4 al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de la A.T.E.P., Apartado
19.002, Madrid-33, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de distribu-
cion de la Revista.

El autor del articulo cerrard la discusién contestando todos y cada uno de los comenta-
rios recibidos. - '

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicardn conjuntamente en una Seccion espe-
cial que aparecer4 en las tltimas paginas de la Revista.



RELACION DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASOCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO ““MIEMBROS COLECTIVOS™

ESPANA

AGROMAN, EMPRESA CONSTRUCTORA, S.A.— Madrid.

ALBISA, S.A.— Algeciras (Céadiz).

AMMON-RA.— Madrid.

ARIDOS LIGEROS, S.A.— Madrid.

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.— Barcelona.

BIGUETES, S.L.— Elche (Alicante).

CAMARA OFICIAL DE COMERCIO. INDUSTRIA Y NAVEGACION.— Barcelona.

CASTRO HERMANOS, S.L.— Mislata (Valencia).

CIMENTACIONES ESPECIALES, S.A. PROCEDIMIENTOS RODIO.— Madrid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS. CANALES Y PUERTOS.— Ma-
drid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALESY PUERTOS. Demar-
cacion de Andalucfa Oriental.—Malaga.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Demar-
cacion de Galicia.—La Corufia.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— La Corufia.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE ARAGON. Biblioteca.— Zaragoza.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS. Departamento de Laborato-
rios.— Santa Cruz de Tenerife.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca.— Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO-NAVARRO.— Bilbao.

COLOCACIONES TECNICAS, S.A.(COTESA).— Barcelona.

CONFEDERACION HIDROGRAFICA DEL GUADALQUIVIR.— Biblioteca.— Sevilla.

CONTROLEX.— Alicante.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V., S.A.— Barcelona.

DITECO, S.L.— Valencia.

ELABORADOS DE HORMIGON, S.A. Villalbilla (Burgos).

ELEMENTOS ESTRUCTURALES PREFABRICADOS, S.A.(EEPSA).— Manresa (Barcelo-
na).

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento de Construc-
cion.— Madrid.

ENAGA, S.A.— Pozuelo de Alarcon (Madrid).

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Barcelona.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Sevilla.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AG RONOMOS. Céatedra de Construc-
cion |l.— Cordoba.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamento de
Teoria de Estructuras. Universidad de Zaragoza.— Zaragoza.

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL.— Cérdoba.

ESTEBAN ORBEGOZO, S.A.— Zumarraga (Guiptzcoa).



EUROESTUDIOS, S.A.— Madrid.
FERNANDEZ CONSTRUCTOR, S.A.— Madrid.
FORJADOS DOL.— Esquivias (Toledo).
GIJON E HIJOS, S.A.— Motril (Granada).
HORMIGONES GERONA, S.A.— Gerona.
IBERDUERO, S.A. Centro de Documentacién (3001).— Bilbao.
IBERTECNICA, S.A.— Madrid.
INBADELCA, S.A.— Baracaldo (Vizcaya).
INDUSTRIAS VEYGA, S.A.— Tarrasa (Barcelona).
INFORMES Y PROYECTOS, S.A. (INYPSA). Biblioteca.— Madrid.
INSTITUT CARTOGRAFIC DE CATALUNYA.— Barcelona.,
INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNYA.— Barcelona,
INSTITUTO NACIONAL DE EMPLEO. Seccién Asuntos Generales.— Madrid.
INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).— Ma-
drid.
J. CASTRO MATELDO, S.A.— Sigueiro (La Corufia).
LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.— Santa Cruz de Tenerife.
LABORATORIO DE CARRETERAS Y GEOTECNIA JOSE LUIS ESCARIO.— Madrid.
LABORATORIO GEOCISA. Biblioteca.— Coslada (Madrid).
LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.— Madrid.
LAING IBERICA, S.A.— Madrid.
LIBRERIA RUBINOS.— Madrid.
LUIS BATALLA, S.A. (LUBASA).— Castellon de la Plana.
MAHEMA, S.A.— Granollers (Barcelona).
MECANOGUMBA, S.A.— Mollet del Vallés (Barcelona).
MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO.— Madrid.
MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
EDIFICACION. Seccién de Normativa.— Madrid.
MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
ESTUDIOS ECONOMICOS Y TECNOLOGIA.— Madrid.
NEX TEN, S.A.— Vitoria.
POSTENSA, S.A.—Bilbao.
PREBETONG CANARIAS, S.A.—Santa Cruz de Tenerife.
PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA).—Barcelona.
PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA).—Zaragoza.
PREFABRICADOS ALAVESES, S.A. (PREASA).—Vitoria.
PREFABRICADOS DEL CEMENTO, S.A. (PRECESA).— Leén.
PREFABRICADOS DE HORMIGON, S.A. (CUPRE-SAPRE).— Valladolid.
PREFABRICADOS POUSA, S.A.— Santa Perpetua de Moguda (Barcelona).
PREFLEX. COMPANIA LABORAL, S.A.— Gijon (Asturias).
PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, S.A. (HORTE).— Valladolid,
REALIZACIONES Y ESTUDIOS DE INGENIERIA, S.A. (REISA).— Pinto (Madrid).
RED NACIONAL DE LOS FERROCARRILES ESPANOLES (RENFE). Divisién de Docu-
mentacién.— Madrid.
SAINCE.— Madrid.
SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES.— Barcelona,
SERVICIO TERRITORIAL DE CARRETERAS.— Gerona,
SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.— Madrid.
SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL.— Madrid.
~SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL.— Zamora,
SOCIEDAD ANONIMA MATERIALES Y OBRAS (SAMO).— Valencia.



SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca.— Barce-
lona. .

SPANDECK CATALANA, S.A.— Barcelona.

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).— Tarrasa (Barcelona).

TEJERIAS “LA COVADONGA''.— Muriedas de Camargo (Santander).

TOSAM, S.L.— Segovia.

TUBERIAS Y PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).— Madrid.
UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.— Valencia.
VALLEHERMOSO, S.A.— Madrid.

VIAS Y OBRAS PROVINCIALES.— San Sebastian.

VIGAS REMARRO.— Motril (Granada).

VIGUETAS MUBEMI.— Torrente (Valencia).

EXTRANJERO

ASOCIACION DE FABRICANTES DE CEMENTO PORTLAND DEL URUGUAY.— Mon-
tevideo (Uruguay).
ASSOCIACAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.— Sao Paulo (Brasil).
CONSULAR. CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.— Buenos Aires (Argentina).
CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, S.A.— Buenos Aires (Argentina).
FACULTAD DE INGENIERIA. Universidad Nacional de Rosario.—Rosario (Argentina)
LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.— Luanda (Republica Popular de Ango-
la).
PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccién de Bibliotecas.— Santiago
de Chile (Chile).
PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU. Biblioteca Central.— Lima (Pera).
SARET P.P.B. Cadre Tecnique.— Le Pontet (France)
SCIENCE REFERENCE LIBRARY.— Londres (Inglaterra).
"UNIVERSIDAD DE LOS ANDES. Biblioteca Integrada de Economia, Ciencias e Ingenie-
ria.— Mérida (Venezuela).
UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO. Biblioteca.— Quito (Ecuador).
UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO. Biblioteca Central.— Valparaiso (Chile).
UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO. Biblioteca.— Mayagtiez (Puerto Rico).

MIEMBRO CORRESPONDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).— La Paz (Bolivia).



Comentarios y discusién de los articulos
originales publicados en la Revista
"“Hormigon y Acero”

Comentarios que sugiere el articulo sobre
““Andlisis de la viga simple sobre lecho elastico a partir del método
de los elementos de contorno’’. (Hormigony Acero. N° 150. Pag. 31) de M. Martinez Lafuente

Por E. ALARCON
Catedra de Estructuras. E.T.S.I.I. U.P.M.

La idea presentada por el autor es ampliamente conocida y ha sido utilizada repetida-
mente con fines diddcticos. Como tal ha sido publicada, por lo menos, en los siguientes luga-
res:

1. R. Butterfield 1977: “Basic Bou ndary Element Theory’’en ‘Numerical Methods in Geo-

technical Engineering’. Computational Mechanics. Marzo. (Notas del curso desarro-
llado en Marzo de 1977).

2. R. Butterfield 1979: “New concepts illustrated by old problems”. Capitulo 1 de
“Developments in Boundary Element Methods—1”’. Editado por P.K. Banerjee y R.
Butterfield. Applied Science. Pub. LTD. ’

3. P.K. Banerjee &: R. Butterfield: “Boundary element Methods in Engineering Scien-
ce”. Cap. 11. Ed. Mc Graw-Hill.

En la referencia 3 se amplia al caso de placa sobre apoyo eldstico y en la 2 se introduce
ademas la posibilidad de viga no homogénea, amén de distinguir claramente entre método di-
recto e indirecto.

Sobre la posible utilidad del método en estos casos monodimensionales son expresivas
las siguientes palabras de Butterfield, escritas —hace siete afios— en la referencia 1 precitada
y posteriormente en la referencia 3.

“... We would emphasize that we are not in any way recommending BEM as a preferred
way of solving such elementary problems. Indeed for one dimensional systems, generally
BEM are not efficient problem solving tools at all...””.
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Comentarios y discusion de los articulos
originales publicados en la Revista
“Hormigon y Acero”

Comentarios que sugiere el articulo sobre
"“Andlisis de la viga simple sobre lecho elastico a partir del método
de los elementos de contorno’’. (Hormigony Acero. N° 150, Pag. 31) de M. Martinez Lafuente

Por E. ALARCON
Catedra de Estructuras. E.T.S.1.l. U.P.M.

La idea presentada por el autor es ampliamente conocida y ha sido utilizada repetida-
mente con fines diddcticos. Como tal ha sido publicada, por lo menos, en los siguientes luga-
res:

1. R. Butterfield 1977: “Basic Boundary Element Theory’’ en ‘Numerical Methods in Geo-

technical Engineering’. Computational Mechanics. Marzo. (Notas del curso desarro-
llado en Marzo de 1977).

2. R. Butterfield 1979: “New concepts illustrated by old problems”. Capitulo 1 de
“Developments in Boundary Element Methods—1”. Editado por P.K. Banerjee y R.
Butterfield. Applied Science. Pub. LTD. ’

3. P.K. Banerjee &: R. Butterfield: “Boundary element Methods in Engineering Scien-
ce”. Cap. 11. Ed. Mc Graw-Hill.

En la referencia 3 se amplia al caso de placa sobre apoyo eldstico y en la 2 se introduce
ademas la posibilidad de viga no homogénea, amén de distinguir claramente entre método di-
recto e indirecto.

Sobre la posible utilidad del método en estos casos monodimensionales son expresivas
las siguientes palabras de Butterfield, escritas —hace siete afios— en la referencia 1 precitada
y posteriormente en la referencia 3.

“... We would emphasize that we are not in any way recommending BEM as a preferred
way of solving such elementary problems. Indeed for one dimensional systems, generally
BEM are not efficient problem solving tools at all...””.




IN MEMORIAM

A punto de cumplir los 82 afios, ha muerto Ricardo Barredo de Valenzuela, y ha muer-
to “con las botas puestas” como no podia ser menos en un hombre de su temple.

Ricardo Barredo, el hombre fuerte, el hombre animoso, el hombre indestructible, el
hombre simpatico y, sobre todo, el hombre amigo de sus amigos.

A lo largo de su vida pas6 por momentos duros, por momentos alegres, por momentos
tristes, por momentos de triunfo y por momentos de derrota; pero si hubiese que condensar
en una sola frase una definicion de Ricardo Barredo, habria que decir: ‘‘Ha sido un hombre
que ha vivido plenamente”.

Su amor a la vida y a los suyos (y, como “suyos” cabfa casitoda la humanidad) le ha
dado fuerzas, incluso a lo largo de su penosa enfermedad, para seguir viviendo hasta el final.

Por donde pasaba dejaba su impronta, dejaba su huella. Las reuniones de familia (ocho
hijos, treinta nietos, innumerables hermanos, primos y sobrinos) parecian otra cosa si no las
presidia él; las reuniones de amigos resultaban flojas y quedas cuando €l faltaba;y, hasta en
conferencias, reuniones técnicas, Asambleas y Congresos, se notaba su falta si é1 no asistia.

El hueco que deja vacio serd muy dificil de llenar.
Constructor, inventor, poeta y, sobre todo, hombre de caricter y hombre de ingenio.

Relacionado desde muy joven con D. Eduardo Torroja, intervino con €l en la construc-
cién del Acueducto de Tempul (1925) y de los cajones de cimentacion del puente de Sancti
Petri, en la Bahia de Cadiz (1926), entre otras obras. Construyé el Mercado de Algeciras
(1936) y el arco central del viaducto del Esla (1941), ambos records mundiales.



En los afios de las postguerra construyd numerosos puentes en toda Espafia, solucio-
nando innumerables problemas que las circunstancias planteaban, llegando a ser llamado ‘el
mago de los puentes”.

Estrechamente ligado desde su fundacion al antiguo “Instituto de la Construccién y
Edificacion”, hoy “Instituto Eduardo Torroja de la Construccion y del Cemento”, intervino
activamente con su apoyo en innumerables ocasiones, cuando estimaba que su ayuda podia
servir de algo; pues siempre se sintid formando parte del alma de esta Institucion a la que
consideraba como algo que, en parte, también era suyo.

En 1952 creé la primera patente espafiola de un sistema de pretensado, el “Sistema Ba-
rredo” conocido hoy mundialmente y empleado en numerosas obras de todo tipo. Puentes
como los de Almarail, Loriguilla, Valdecafias, Eduardo Torroja en Corella, Santiago en Zara-
goza; cubiertas como las del Mercado de Ruzafa, Universidad Laboral de Tarragona, la co-
bertura de la calle Aragon en Barcelona; dep6sitos como los de Fedala, Somosaguas, los de la
estacion depuradora de Las Palmas; y obras varias como el refuerzo del aeropuerto de Bara-
jas, el edificio para el reactor nuclear experimental en la Moncloa, la Iglesia del Grao de Gan-
dia, las jadcenas de apoyo de las cubiertas de los talleres de laminacién de Ensidesa en Avilés,
la terraza volada en el chalet Barredo de San Fernando, Madrid, son una muestra de ello.

Decia que el pretensado le proporcionaba unas manos muy fuertes con las que apretar
las obras; y lo empled, en muchas ocasiones, para reforzar estructuras dafiadas.

Apoy6 con todo su empefio la creaciéon y desarrollo de la A.T.E.P., de cuya Junta de
Gobierno formo parte, espiritualmente, siempre, y de manera formal, desde enero del 67 a
diciembre de 1975, pasando a ser Miembro de Honor de la misma. Recibi6 una de las prime-
ras Medallas que concedi6 esta Asociacion en reconocimiento de lo que habia supuesto su
impulso para el desarrollo del pretensado en Espafia.

Con un total de 35 patentes en Espafa y diversos paises, y obras construidas en tres
Continentes, ha participado activamente en Asambleas Nacionales y Congresos Internaciona-
les en los que su personalidad ha dejado imbdrrable recuerdo.

Fue galardonado en numerosas Ferias y Exposiciones nacionales y extranjeras y, recien-
temente, le habia sido concedida la Medalla al Mérito en el Trabajo.

Por donde pasaba pregonaba siempre su condiciéon de “‘espafiol” pues, segin su propia
definicién era

“Pastor, extremefio, espafiol y algo bruto”
aparte de constructor e inventor.

Estamos de luto.
Descanse en paz.
Asi sea.
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Resultados de la investigacion relativa

a la influencia de los diferentes pardmetros
que intervienen en el comportamiento

de las pilas esbeltas en ménsula’

Juan J. Arenas de Pablo y Luis Villegas Cabredo
Dres. Ingenieros de Caminos

Dpto. Tecnologia de las Estructuras
E.T.S.I1.C.C.P. Universidad de Santander

1. INTRODUCCION

En este articulo se aplicardn de forma sistematica los “programas de ordenador DPIR y
DPES para el estudio de pilas esbeltas en ménsula de hormigdn armado, con seccion simétri-
ca variable y armado también variable a lo largo de su altura y solicitadas por acciones con-
tenidas en uno o en sus dos planos principales”, puestos a punto en (1) y descritos en el
nimero 149 de esta Revista.

Se analiza aqui la influencia que, en el comportamiento de distintas pilas con seccion
celular, tienen los diferentes parametros que intervienen en su resistencia y deformabilidad.

El objetivo de fondo de este articulo es “tomar el pulso” al elemento estructural pila
esbelta, observando la variacion de su respuesta resistente en funcion de los diversos parame-
tros geométricos y mecanicos que intervienen en su disefio.

El esquema de carga que s contempla es el de una pila solicitada en cabeza por una
fuerza vertical biexcéntrica, el cual responde a la situacion real que atraviesan las pilas de los
viaductos construidos por avance en voladizo durante la fase constructiva del tablero, sien-
do, por tanto, de total aplicacion a las mismas los resultados que se obtienen.

5.  COMPORTAMIENTO TEORICO DE PILAS ESBELTAS EN MENSULA SOLICITA-
DAS POR CARGAS CONTENIDAS EN UNO DE SUS PLANOS PRINCIPALES

2.1. Influencia de la distribucion de las armaduras a lo largo de la altura de la pila

En la figura 1 se representan las cinco distribuciones de la armadura a lo largo de la al-
tura de la pila que se han considerado, teniendo todas ellas en cimentacion la misma seccién
de acero, y habiendo tomado para este estudio el valor correspondiente a una cuantia meca-
nica igual a 0,51 en la seccion de base inferior.

(*)  Este Articulo es continuacién de los dos aparecidos en los niimeros 148 y 149 de nuestra Revista y firmado por los
mismos Autores. :



Hemos contemplado dos distribuciones con variacion lineal creciente hacia la base, “1”
y “2”, dos distribuciones parabolicas, “3” y “4” y una distribuciéon de armadura constante
a lo largo de la altura, “5”. El volumen de acero dispuesto en cada pila es proporcional al
area encerrada por las lineas que delimitan la distribucién de la armadura, Asi, la “2” contie-
ne un 30 por 100 mas de acero que la “1” y la “5”un 100 por 100 mas que la “1”.

l 1000 |

24,

1000 | -| 1000 J«—1000 _|

DISTRIBUCION DISTRIBUCIONES PARABOLICAS DISTRIBUCIONES  LINEALES
UNIFORME
FI1G. 1

Fig. 1. Influencia de la distribucion de la armadura a lo largo de la pila, a igualdad de 4rea de acero en la sec-
cion de la base,

En este caso, y en el resto de las pilas estudiadas en este apartado 2, s6lo se ha conside-
rado el efecto de la armadura principal de cada seccion, compuesta por dos capas de barras
corrugadas colocadas a 5 cm de ambas caras exteriores que limitan el canto de la pila. Los
nimeros que aparecen en los esquemas de armado de las figuras | y 4 expresan los centime-
tros cuadrados de acero dispuestos en cada capa. Por ejemplo, en el esquema 2 de la figura
1, 1a seccion de empotramiento tiene 1.000 cm? de acero en cada cara exterior, decreciendo
este drea linealmente a medida que nos alejamos de aquélla.

La seccion de cabeza tiene un armado similar al de la seccion base més proxima a ella,
como muestra la linea quebrada de las figuras 1 y 4 que ajusta la distribucidn teérica. En los
esquemas “1” y “3”, en que el limite superior de aquélla es nulo, la armadura dispuesta en
estas dos tltimas secciones cumple con las limitaciones Je armado minimo que proporciona
la Instruccién EH.

La geometria de la pila se mantiene constante a lo largo de su altura, habiéndose adop-
tado la seccion celular que se muestra en las figuras 2 y 3, de dimensiones externas 8,00 x
X 5,00 m? con espesor de paredes de 30 cm.

Para la esbeltez, A = 2 L/h, se han tomado tres valores (20, 30y 40) y para cada uno
de éstos cuatro posibles excentricidades de actuacion de la carga vertical (h/20, h/5, h/2y
h), resultando, pues, 12 casos diferentes por cada distribuciéon de armadura considerada.,

Se han procesado con el programa DPIR (descrito en el n® 149 de esta Revista) los 60
casos estudiados en total, resumiéndose en las tablas 1 los valores de las cargas verticales
méaximas resistidas en cada uno de ellos, y el tipo de estado limite Gltimo que agoto6 a la pila.

Los valores de cargas que agotan a las pilas (bien por inestabilidad, bien por rotura de
la seccién mas solicitada) a que nos referiremos en este trabajo son en realidad cargas ultimas
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de célculo, P . Para ello, hemos trabajado en todos los casos, con las siguientes resistencias
de calculo de los materiales constituyentes:

f.q =200 kp/cm2 (f,, =200x 1,5x 1,1 =330 kp/cmz)
fyd = 3.820 kp/cm2 (fyk= 3.820x 1,1 =4.200 kp/sz)

habiendo considerado que el acero es de dureza natural.

ALTURA DE PILA = 50 m. ) A =2L/h= 20
ARMADO 1 1 (4s) 2 (1,3 Ag)[3 (1,33 As)| 4(1,53 As)| 5 (2 As)
| LINEAL LINEAL PARABOLICO | PARABOLICO| UNIFORME
EXC (m) 0-1000 300-1000 0-1000 300-1000 1000-1000

|
i .
1n/20=0,25 ' 12000t (R)| 13800t (R)|12600t (R) | 14200t (R) 16200t (R)

h/5= 1 | 9200t (R) 10600t (R)| 9600t (R) |10800t (R) | 12000t (T)
|

h/2 = 2,5 5200t (R)| 7000t (R)| 6000t (R) 7200t (R) | 8000t (I)

h =5 1 8pot (R)| 2600t (R)| 1400t (R)| 3000t (R) | 5200t (R)
ALTURA DE PILA = 75 m. N =2Lh=23 ‘
T T () 12 (13 a0 301,33 49) | 41,53 As) | 5 (2 4)) |
LINEAL LINEAL |PARABOLICO | PARABOLICO | UNIFORME E
Exc (m) 0-1000 300-1000 0-1000 300-1000| 1000-1000 |

n/20= 0,25 11400t (1)| 12400t (T)|12200t (R) | 13200t (1) 13600t (1) |
h/5= 1 8600t (R)| 9200t (T)| 9200t (R)| 9800t (I)| 10000t (1)

h/2 = 2,5 4600t (R)| 5800t (I)| 5600t (R) 6200t (I)| 6600t (I)

h = 5 806t (R)| 2600t (R)| 1400t (R) 3000t (R)| 4200t (I)

ALTURA PE PTLA = 100 m. N = 21/h = 40
ARMADO |1 (As) 2(1,3 Ag) | 3(1,33 Ag)|4(1,53 A5) | 5 (2 A)
3 LII‘EM., LINEAL P ARABOLTCO| PARABOLICO UNIFORME
EXC (m) 0-1000 300-1000 0-1000 300-1000 1000-1000

h/20=0,25 | 9000t (I) | 9400t (I) |9800t (1) |toooot (1) | 1odoot (T)

h/5= 1 6600t (I) | 7000t (I) |7200t (1) 7400t (I) 7600t (I)

h/2 = 2,5 | 3600t (I) | 4400t (I) |d4600t (1) | 4800t (1) | 5000t (T)

h = 5§ 800 t (R) | 2400t (R) |1l400t (R) 2800t (R) 3400t (I)

TABLA I

Influencia de la distribucién de la armadura alo largo dela pila, a igual area de acero en la seccion de
empotramiento. Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

En las figuras 2 y 3 se detallan los resultados de dicho analisis para 10 de los casos estu-
diados, mostrando en cada una de ellas el comportamiento de los cinco tipos de pila, a través
de la evolucion de la flecha en la seccion de cabeza a medida que se incrementa el valor de la
carga vertical. Los gréficos correspondientes a los otros 50 casos estudiados pueden consul-
tarse en (1).

En estas figuras, y en el resto de las que aparecen en el Articulo, cuando el estado 1imi-
te se alcanza por.rotura de'una seccion se sefiala en los dibujos con (x) y cuando es por ines-
tabilidad de la pila con (e). '

1
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ultimo que se tiene en casi todos
te ultimo que se alcanza en la ma-

ite

imi
imi

,

3

el estado 1

Fig. 3.

b

el estado 1
nto resistente de una secci

40,
= 20

de los casos es por agotamie

3

yoria
El caso X = 30 es intermedio entre los dos anteriores.

los casos es de inestabilidad.

De la observacion de las Tablas 1 podemos destacar los siguientes aspectos:
En las pilas menos esbeltas, A

1) En las pilas més esbeltas, A
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2)Para el tipo de cargas que se contemplan en este apartado, la distribuciéon uniforme
de armadura a lo largo de la pila no es interesante. En efecto, se observa en las tablas
el pequefio incremento de carga vertical que puede resistirse con esta distribucion en
relacion a otras notablemente mas econdmicas en volumen de acero consumido.

3)Para las esbelteces A =20y A = 30, se observa como el armado “2”” admite mayores
valores de la carga vertical P que el “3”, aun teniendo esta solucidon un mayor volu-
men total de acero que la otra.

En todos estos casos, el estado limite ultimo de la pila “3” se produce por agotamiento
resistente de la seccién 10, proxima a coronacion, lo cual nos esta indicando que esta pila
adolece de falta de armadura en su zona superior. Y, asi, se observa que la pila “2”, que dis-
pone de mas armadura en cabeza que la “3”, aun con menos volumen de acero que ésta,
ofrece mejores resultados y es, por tanto, claramente preferible como esquema de distribu-
cion de armaduras.

Puesto que los esquemas de armado indicados en la figura conducen a diferentes volui-
menes de acero consumido, hemos juzgado interesante repetir el estudio con diagramas de
distribuciéon de armadura analogos a aquéllos, pero modificando la seccion de acero del em-
potramiento de la pila, de tal modo que todos ellos incluyan idéntico volumen de armadura
(ver figura 4). De este modo, la carga critica que agota a la pila con cada esquema de distri-
bucién serd un indice directo de la-eficiencia resistente de cada uno de ellos.

500 ‘ 300, 0 |_30_Q| 0

200 | L 1000__|

DISTRIBUCION DISTRIBUCIONES DISTRIBUCIONES LINEALES
UNIFORME PARABOLICAS

Fig. 4. Influencia de la distribucion de la armadura a lo largo de la pila, a igualdad de volumen de acero
utilizado,

Procesando con el programa DPIR estas pilas para los mismos casos de carga y alturas
que la vez anterior se tienen los resultados que aparecen reflejados en las tablas 2.

En ellas se observa coémo, a igualdad de volumen de acero utilizado:

1)No existe un esquema Unico de maxima eficiencia resistente. La distribucion de ar-
madura 6ptima depende de la altura de pila y de la excentricidad de la carga en su
coronacion.

13



ALTURA DE PILA = 50 m. A=21/h= 20

ARMADO | 1A (As) 24 (As) 34 (As) | 4A (Ag) 54" (Ag)
" LINEAL LINEAL PARABOLICO |PARABOLICO UNIFORME
EXC (m) 0-1000 300-700 0-750 300-600 500-500

h/20=0,25 | 12000t (R)| 13400t (I)|12200t (R) |13400t (R) |12800t (I)
h/5 = 1 9200t (R)| 10000t (I)| 9400t (R) | 9800t (I) | 9400t (T)

h/2 = 2,5 5200t (R)| 6400t (I)| 5600t (R) | 6400t (I) | 6000t (I)

h = 3 800t (R)| 2400t (R)| 1200t (R) | 2600t (R) | 3000t (I)

ALTURA PILA = 75 p A =30

RMADO | 1A (Ag) 24 (Ag) 34 (Ag) 44 (Ag) 5A (Ag)
LINEAL LINEAL PARABOLICO | PARABOLICO UNIFORME
EXC (m) 0-1000 300-700 0-750 300-600 500-500

h/20=0,25 | 11400t (I) | 11200t (I)| 11600t (I) | 11000t (T) |10600t (1)

h/5= 1 8600t (R) 8400t (I)| 8600t (I)| 8200t (1) | 7800t (I)

h/2 = 2,5 | 4600t (R) 5000t (I) 5000t (R)| 5000t (I) [ 4600t (I)

h =

o

800t (R) 2400t (R)| 1200t (R)| 2400t (R) | 2600t (R)

ALTURA PTLA = 100 m N\ =40

ARMADO | 14 (As) 24 (As) 34 (Ag) 4 (Ag) 5A (As)
LINEAL LINEAL | PARABOLICO | PARABOLICO | UNIFORME
EXC (m) 0-1000 300-700 0-750 300-600 500-500

h/20=0,25 9000t (I)| 8600t (I)| 8800t (I) | 8400t (I) 8000t (1)

h/5= 1 6600t (1) | 6200t (I)| 6400t (T) | 6200t (T) 5800t (I)

h/2 = 2,5 | 3600t (I)| 3600t (I)| 3800t (1) | 3600t (1) 3400t (I)

h =5 800t (R)| 2200t (R)| 1200t (R) | 2200t (R) 2000t (1)

TABLA 2

Influencia de la distribucion de la armadura alo largo de la pila, a igual volumen de acero utilizado.
Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

2) Las diferencias, para unos determinados valores de la altura y excentricidad de carga,
entre las cargas criticas que corresponden a los esquemas de maxima y minima efi-
ciencia no son excesivas. Salvo los casos de excentricidad relativa (e/h = 1), tales
diferencias alcanzan un 23 por 100 en un sélo €aso, y no-son superiores al 14 por
100 en los demas.

3) De las distribuciones estudiadas en la figura 4,y para los 12 diferentes casos de carga
de las tablas 2, la distribucion trapecial “2A” y la parabdlica “4A” son las que dan
globalmente mejores resultados.

4) Las distribuciones uniforme “5A”’ y lineal “1A” son las que en conjunto ofrecen
peores resultados.

Sin embargo, la solucidén “5SA’ aparece como la mas adecuada para los casos en que la
carga actia con maxima excentricidad h, lo que se explica bien por las fuertes flexiones de
primer orden que en este caso aparecen desde la misma coronacién de pila.

En cambio, cuando las excentricidades en cabeza son pequeiias (y, con ellas, las flexio-
nes de primer orden en la zona), las distribuciones “1A”’ y “3A” son las que ofrecen mejores
resultados.
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La tabla 3 que se incluye a continuacion suministra informacion directa y resumida de
los esquemas de distribucion de armadura que, a igualdad de volumen de acero, conducen a
los valores de carga critica maximo y minimo. Esta tabla puede tener valor orientativo para
el disefio Optimo de pilas esbeltas de puente de geometria constante. Ademads de la altura de
pila, el proyectista habra de determinar, previamente, cudles son las excentricidades relativas
de las acciones que solicitan a la pila en su coronacion, encontrando a renglon seguido en la
tabla la distribucion de armadura que resulta més eficiente.

ALTURA | EXCEN- | ESQUEMA DE ARMADO | ESQURMA DE ARMADO| mé x
DE TRICI- | MAS EFICIENTE MENOS EFICIENTE | _crit
PILA DAD RE- nin

LATIVA . ! omax min pcrit

(m) e/h | NS PPerie(t)] Xe Popic(t)

1/20 24 | 13400 1A 12000 1,12

| ‘

1/5 24 ¢ 10000 1A 9200 1,00
50 ‘

/2 | 24 6400 1A 5200 1,23

E :

1 5A ! 3000 1A 800 3,75

1/20 3A 11600 SA 10600 1,09

1/5 1A {8600 5A 7800 1,10
75 . ¢

1/2 24 . 5000 5A 4600 1,09

1 SA i 2600 1A 800 3,25

1/20 1A | 9000 sa 1 8000 1,13

/5 1A 6600 A 5800 1,14
100

1/2 3A 3800 5A 3400 1,12

1 2A 2200 1A 800 2,75

TABLA 3

Esquemas de distribucion de armadura que, a igualdad de volumen de acero, conducen a los valores
de carga critica maximo y minimo

2.2. Influencia del incremento del espesor de las paredes de la seccion o de la armadura de
la misma

En la pila contemplada en el punto anterior, y adoptando en ella una distribucion tra-
pecial de la armadura segun el esquema «2” de la figura 1, se estudia ahora la influencia que
tiene en su comportamiento el aumentar el espesor de pared en toda su altura o el area de
las armaduras en cada seccion.

Los resultados obtenidos estan representados en las dos tablas 4, apareciendo compara-
das en cada una de ellas 5 diferentes pilas.

La pila considerada como base de referencia es la del esquema 2 de la figura 1, conun
espesor de pared de 0,30 m y el armado alli definido.

Las otras cuatro pilas restantes resultan de: mantener la misma armadura y aumentar el
espesor de pared a'0,40 6.0,50 m, o mantener constante el volumen de hormigon de la pilay
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aumentar el de acero hasta 1,5 6 2 veces el dispuesto en la pila de referencia, conservando el
esquema de distribucion de la armadura.

Se han considerado dos valores para la esbeltez (\ = 2 L/h) de la pila: 30 y 40;y tres
valores para la excentricidad con que actia la carga vertical: (h/20, h/5 y h/2).

En total, se han analizado 10 pilas distintas, con, cada una de ellas, 3 excentricidades
de carga diferentes. Las respuestas en los 30 casos que resultan quedan resumidas en las ta-
blas 4.

ALTURA DE PILA = 75 m. >\ = 2 .L/h= 30
ESPESOR DE 0,30 0,30 0,30 0,40 0,50
TABIQUE m.

Q)EER?M Vs 1,50 Vs 2,00 Vs Vs Vs

h/20= 0,25 12'400‘5 (I)] 14400t (I)|15800t (R) 14600t (I) 16800t (I)
h/5 = 1,00 -920012 (I)| 10800t (I)f 12000t (I) |11000t (I) 12400t (1)
h/2 = 2,50 5800t (I) 7000t (I)[ 8000t (I) 6600t (I) 7200t (I)

ALTURA DE PILA = 100 m. >\ = 2 L/h = 40
ESPESOR DE 0,30 0,30 0,30 0,40 0,50
TABIQUE m.

Iﬁi\)i(E:R?m) Vs 1,50 Vs 2,00 Vs Vs Vs

h/20= 0,25| 9400t (I) 11200t (I)|13000t (I) |11200t (I) 12600t (I)

h/5 = 1,00 | 7000t (I) 8400t (I)| 9800t (I) 8000t (I) 9000t (I)

h/2 = 2,50 | 4400t (I) 5600t (I)| 6600t (I) 4800t (I) 5000t (I)
TABLA 4

Influencia del incremento del espesor de las paredes de la seccion o de la armadura de la misma.
Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

En las figuras 5 y 6 se representan graficamente los resultados obtenidos en 10 de los
casos estudiados. En concreto: las 5 pilas de 75 m de altura para una carga vertical creciente
que actia con excentricidad e = h/5 (Fig. 5). Y las 5 pilas de 100 m para carga vertical cre-
ciente con excentricidad e = h/2 (Fig. 6).

Los graficos correspondientes a los otros 20 casos analizados pueden consultarse en (1).
La observacion de las tablas 4 pone de manifiesto:

1) Para los dos menores valores de la excentricidad, h/20 y h/5, tenemos que el incre-
mento de carga vertical, respecto al valor maximo admitido por la pila de referencia,
a que conducen las soluciones en que se aumenta el hormigén de la pila viene a coin-
cidir con el que proporcionan las soluciones en que se incrementa la armadura.

Se observa como la respuesta de pilas con paredes de 40 cm coincide practicamente
con la de pilas de 30 cm de pared y 1,5 veces el volumen de acero de aquéllas. Y
también, como el fendmeno se repite.entre las pilas con 50 cm de espesor de pared y
las de 30 cm y volumen de armadura doble.

Tal incremento de carga vertical resistida supone un sobrecosto respecto a la pila de
referencia, que estd dado por el incremento de coste de los materiales.
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Admitiendo que el precio de una tonelada de acero de armar es del orden de 10 ve-
ces el de un metro cubico de hormigdn, tenemos que el coste del incremento de ace-
ro que supone pasar de un volumen V. a 1,5 V, viene a ser del orden del doble de lo
que cuesta aumentar el espesor de tabique de 0,30 a 0,40 m. Proporcién que se man-
tiene con las soluciones de doble volumen de acero o espesor de tabique igual a 0,50
m.

Llegamos as{ a la conclusion de que, en estos casos de actuacion de cargas verticales
con pequefias excentricidades, es decir, de compresiones compuestas, y admitiendo
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que las dimensiones bdsicas (b x h) de la seccidn estén prefijadas por otros condicio-
namientos, resulta mas rentable econémicamente incrementar el espesor de tabique
de las piezas que el volumen de armadura de las mismas.

2)Para la excentricidad h/2, maximo valor considerado, se observa como las soluciones
en que se incrementa el espesor de tabique son menos interesantes que en el caso an-
terior.

Para la pila de altura menor dan resultados similares, tanto en cuanto a la carga verti-
cal maxima resistida como en cuanto a la deformabilidad de la pieza, las soluciones
en que se incrementa el espesor de la pared a 0,50 m o el volumen de acero a 1,5 \'
resultando similar el coste de ambas.

En la pila de mayor esbeltez, L = 100 m (Fig. 6), puede verse como, al comparar la
solucion de pared igual a 50 cm con la de pared de 30, con 1,5 veces el volumen de
armadura de aquélla, presenta esta tltima mejor respuesta resistente (con mayor car-
ga critica de inestabilidad), siendo su coste similar.

3)Podemos resumir las conclusiones de este apartado diciendo que en aquellas pilas en
que predomine la flexion sobre la compresion (flexion compuesta), resultard intere-
sante para una geometria externa dada, aumentar la seccion de acero antes que el
espesor de las paredes de hormigén. Esta afirmacion es tanto mas cierta cuanto ma-
yor es la altura de pila, ya que las flexiones de segundo orden crecen muy deprisa
con la esbeltez, y elevar el espesor de las paredes supone incrementar fuertemente el
peso propio que, en la pila deformada, contribuye en medida importante a dichas
flexiones.

Por el contrario, en las pilas sometidas principalmente a compresion compuesta (pi-
las sometidas a cargas en cabeza actuantes con pequena excentricidad relativa), resul-
ta mas ventajoso aumentar espesor de pared que el volumen de armadura. Todo
ello, l6gicamente, en el supuesto de que se disponga de buena cimentacién, cuyo cos-
to no se vea sensiblemente alterado por el aumento de peso propio de la pila.

2.3. Influencia de la variabilidad de la seccién de hormigén

Presentaremos en lo que sigue los ultimos resultados de este apartado en que se estd
analizando el comportamiento de pilas esbeltas frente a cargas contenidas en un plano prin-
cipal.

Se trata de poner de manifiesto la influencia que en el mencionado comportamiento
tienen las dimensiones basicas de la seccion, canto y ancho, viendo los resultados que pro-
porcionan cuatro tipos de pilas que, a igualdad de los deméas pardmetros, se diferencian por
la forma en que varian dichas dimensiones a lo largo de su altura.

En la figura 7 se presentan las cuatro pilas estudiadas, ordenadas segiin el volumen de
hormigén que contiene cada una de ellas.

Para cada pila se dibuja, en primer lugar, su alzado longitudinal, que muestra el canto
con que hace frente a la carga vertical excéntrica actuante en dicho plano, y a la derecha su
alzado transversal que muestra la variabilidad del ancho de la seccion a lo largo de la pieza.

El volumen de acero dispuesto en todas estas pilas es el mismo, siendo su distribuciéon
parabolica, segiin’el esquema “4” de la figura 1. El espesor de tabique en todas ellas es de
0,30 metros, siendo también constante el canto que tienen en la seccién de empotramiento.
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Admitiendo que el precio de una tonelada de acero de armar es del orden de 10 ve-
ces el de un metro cubico de hormigdn, tenemos que el coste del incremento de ace-
ro que supone pasar de un volumen Vi a 1,5 V_viene a ser del orden del doble de lo
que cuesta aumentar el espesor de tabique de 0,30 a 0,40 m. Proporcién que se man-
tiene con las soluciones de doble volumen de acero o espesor de tabique igual a 0,50
m.

Llegamos asi a la conclusion de que, en estos casos de actuacion de cargas verticales
con pequefias excentricidades, es decir, de compresiones compuestas, y admitiendo
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que las dimensiones bdsicas (b x h) de la seccidon estén prefijadas por otros condicio-
namientos, resulta mas rentable econémicamente incrementar el espesor de tabique
de las piezas que el volumen de armadura de las mismas.

2)Para la excentricidad h/2, maximo valor considerado, se observa como las soluciones
en que se incrementa el espesor de tabique son menos interesantes que en el caso an-
terior.

Para la pila de altura menor dan resultados similares, tanto en cuanto a la carga verti-
cal maxima resistida como en cuanto a la deformabilidad de la pieza, las soluciones
en que se incrementa el espesor de la pared a 0,50 m o el volumen de acero a 1,5 '
resultando similar el coste de ambas.

En la pila de mayor esbeltez, L = 100 m (Fig. 6), puede verse como, al comparar la
solucion de pared igual a 50 cm con la de pared de 30, con 1,5 veces el volumen de
armadura de aquélla, presenta esta ultima mejor respuesta resistente (con mayor car-
ga critica de inestabilidad), siendo su coste similar.

3)Podemos resumir las conclusiones de este apartado diciendo que en aquellas pilas en
que predomine la flexion sobre la compresion (flexion compuesta), resultara intere-
sante para una geometria externa dada, aumentar la seccion de acero antes que el
espesor de las paredes de hormigon. Esta afirmacion es tanto mas cierta cuanto ma-
yor es la altura de pila, ya que las flexiones de segundo orden crecen muy deprisa
con la esbeltez, y elevar el espesor de las paredes supone incrementar fuertemente el
peso propio que, en la pila deformada, contribuye en medida importante a dichas
flexiones.

Por el contrario, en las pilas sometidas principalmente a compresion compuesta (pi-
las sometidas a cargas en cabeza actuantes con pequena excentricidad relativa), resul-
ta mas ventajoso aumentar espesor de pared que el volumen de armadura. Todo
ello, l6gicamente, en el supuesto de que se disponga de buena cimentacién, cuyo cos-
to no se vea sensiblemente alterado por el aumento de peso propio de la pila.

2.3. Influencia de la variabilidad de la seccion de hormigén

Presentaremos en lo que sigue los ultimos resultados de este apartado en que se estd
analizando el comportamiento de pilas esbeltas frente a cargas contenidas en un plano prin-
cipal.

Se trata de poner de manifiesto la influencia que en el mencionado comportamiento
tienen las dimensiones bésicas de la seccion, canto y ancho, viendo los resultados que pro-
porcionan cuatro tipos de pilas que, a igualdad de los demas pardmetros, se diferencian por
la forma en que varian dichas dimensiones a lo largo de su altura.

En la figura 7 se presentan las cuatro pilas estudiadas, ordenadas segin el volumen de
hormigén que contiene cada una de ellas.

Para cada pila se dibuja, en primer lugar, su alzado longitudinal, que muestra el canto
con que hace frente a la carga vertical excéntrica actuante en dicho plano, y a la derecha su
alzado transversal que muestra la variabilidad del ancho de la seccidn a lo largo de la pieza.

El volumen de acero dispuesto en todas estas pilas es el mismo, siendo su distribucion
parabolica, segin’el esquema “4” de la figura 1. E] espesor de tabique en todas ellas es de
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Fig. 7. Influencia de la variabilidad de la seccion de hormigon, Alzados longitudinal y transversal de diferentes
pilas. ’

Al igual que en el punto anterior, se han considerado dos alturas de pila, 75y 100 me-
tros, y tres valores de la excentricidad (0,25, 1 y 2,50 metros), resultando de ello un total de
seis casos diferentes para cada tipo de pila.

Hay que hacer notar que los diseflos de pila de canto variable tienen en coronaciéon un
canto (h = 3,00 m) elegido para que tales secciones dispongan de capacidad resistente cierta
frente a los momentos de primer orden que las va a solicitar. De modo que las diferencias
resistentes entre unos y otros disefios estdn regidas por el comportamiento global de la pila
(efectos de segundo orden) y por la resistencia de secciones intermedias o de base de la mis-
ma.

En las tablas 5 se resumen los resultados obtenidos con el programa DPIR al analizar
los 24 casos estudiados.

ALTURA DE PILA = 75 m N 2 L/h = 30
PILA
1 2 3 4
EXC(m)
0,25 |10800t (1) |13200t (T) | 11400t (I) | 14200t (R)
1,00 7400t (I) 9800t (I) | 7800t (R) | 10800t (R)
2,50 3800t (R) | 6200t (I)| 4000t (R)| 7000t ()
ALTURA DE PILA = 100 m. A=2L/h=40
PILA
1 2 3 4
EXC(m)
0,25 8000t (I) | 10000t (I) 9000t (I) | 11600t (I)
1,00 5200t (1) 7400t (1) 6000t (I)| 8600t (I)
2,50 3200t (I) 4800t (1) 3400t (R)| 5400t (I)

Tabla 5. Influencia de la varfabilidad de la seccién de hormigbn. Carga
resistida por la pila (R = rotura; | = inestabilidad).
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En las figuras 8 y 9 se representan graficamente los resultados obtenidos en 8 de los
casos estudiados. Los dibujos correspondientes a los 16 restantes casos pueden consultarse
en (1).
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De los resultados de las tablas 5 puede destacarse:

1) Los méximos valores de la carga vertical resistida se tienen para las pilas 2 y 4, que
presentan un canto constante a lo largo de su altura.

La pila 2 que tiene menor volumen de hormigdén que la 3, da mejores resultados que
ésta. ) '
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Estos valores resaltan la influencia que en la reduccion de la capacidad de carga de la
pila tiene un disefio taluzado en el plano longitudinal. La disminucion lineal del can-
to desde su base supone disponer de secciones mas débiles y, por tanto, mds incurva-
bles, que producen mayores efectos de segundo orden, conduciendo a cargas criticas
menores. La comparacion, en todos los casos, entre las curvas respuestas, de las pilas
1 y 3 por un lado y, de las 2 y 4 por otro, demuestra indirectamente la economia del
canto constante (relacion de cargas criticas comparada con relacion de volumenes de
hormigén; la armadura es siempre la misma). A favor del canto variable estd, sin du-
da, la estética de la obra y el hecho de que canto variable significa mayor canto en la
base a igualdad de canto medio, con lo que las condiciones de la comparacion ante-
rior se ven modificadas.

2) A igualdad de alzado longitudinal, pilas 1 y 3, y pilas 2 y 4, el aumento del ancho de
la pieza a medida que nos aproximamos a la cimentacion mejora, como es logico, el
comportamiento longitudinal de la pila, ademas de las ventajas que esto suponga
frente a un viento transversal a la misma.

3. COMPORTAMIENTO TEORICO DE PILAS ESBELTAS EN MENSULA, SOLICITA-
DAS POR FLEXO-COMPRESION BIAXIAL Y CARGAS CONTENIDAS EN SUS
DOS PLANOS PRINCIPALES

3.1. Efecto de un viento transversal a una pila esbelta durante la construccion de un dintel
por avance en voladizo a partir de aquélla

El estudio de las pilas altas de viaductos construidos por avance en voladizo se aborda
en el proximo articulo y, como se verd en el mismo, ellas pasan por su fase més critica du-
rante la construccion del dintel, situacion en la que funcionan como grandes ménsulas.

A lo largo de la construccion del tablero, la pila se ve solicitada por cargas verticales
excéntricas contenidas en el plano longitudinal del viaducto. Un viento transversal al mismo
convierte el problema resistente de la pila en una flexo-compresion biaxial, en que se deben
tener presentes los efectos espaciales de segundo orden, habida cuenta de la esbeltez de la
misma.

En este apartado se estudia el efecto que origina el viento transversal en cuatro disefios
diferentes de pila de un posible viaducto construido por avance en voladizo.

Los disefios se muestran en la figura 10. Hemos jugado con:
— Canto en sentido traAnsversal: Constante (pilas “C””) o variable (pilas “V7).
— Espesor de pared de pila: Las pilas “1” tienen 30 cm, y las pilas “2”, 40 cm.

_ Secci6n total de acero, uniformemente distribuida en todo el perimetro externo de
la seccion: Las pilas “1” disponen de 2.080 cm?, mientras las ““2”’ cuentan con el do-
ble (4.160 cm?). Esta armadura se mantiene constante en toda la altura de la pila.

_ En todos los casos, el canto longitudinal es constante, y buscando acentuar efectos
de esbeltez, se ha tomado igual a L/20, o sea, hL =100/20 = 5 m.

Se tienen asi cuatro pilas distintas que representan casos bastante extremos en cuanto a
rigidez transversal y robustez de seccion de hormigén y acero. La C1 es la pila mas débil y la
V2 resulta la mas robusta.

21



Los volumenes de hormigén incluidos en cada disefio son, en funcién del volumen de la
pila C1, los siguientes:

Vol (V2) = 1,53 . Vol (C1)

Vol (C2)=1,31. Vol (Cl1)
Vol (V1) = 1,16 . Vol (C1)

P
! f_ i e, A&At
. 'lr " A
T [ ]
e h.=8,00 e
‘ Pila “C"y"v" =
. 8 ™9 . ™9
n bt ey
-
! Pila **C"' || Pila"'Vv" L
f 1 ‘ u
hz=500m h1= 8,00m = hT= 1200 m
A =2L/h =40 )\Y=2L/ht=25 )\T= 2L/h.;=16,67
ALZADO LONGITUDINAL ALZADO TRANSVERSAL
SECCION DE CABEZA Y CARGAS ARMADO DE LAS PILAS
QUE ACTUAN EN LA MISMA piLa | ESPESOR DE | AREA DE ARMADURA (em?) | BASE
A {FLECHA TABIQUE (m) | Cte a lo largo de la altura w
e L] onGITuDINAL
t c1 0,30 2080 0,53
' P Vi 0,30 2080 0,40
eLI F,
- . - h=500] ¢, 0,40 4160 081
f; ! i
FLECHA l i v2 0,40 4160 0,61
TRANSVERSAL T
hy= 800 [~ Armadura unitormemente

distribuida en todo el
perimetro exterior ,a
0,05 m

Fig. 10, Efecto de un viento transversal a una pila esbelta, Caracteristicas de las pilas analizadas.

Nuestro objetivo es observar el comportamiento de estos cuatro disefios frente a la ac-
cion combinada de carga vertical y viento.

En la figura 11 se expone la respuesta de la pila C2 (canto transversal constante y 40
cm de espesor de pared) sometida a una carga vertical de 4.000 t en su cabeza que actua con
dos diferentes excentricidades longitudinales (hipotesis A:e; = 0,333 hL = 1,67 m. Hip6te-
sis B: ep = 0,56 hL = 2,80 m), mas un viento que produce empuje unitario q. La fuerza Ft
es la accion de viento transmitida por el dintel, siendo er la excentricidad de P engendrada
por el par transversal del mismo origen. El grifico incluido suministra, para cada intensidad
de viento (q), les valores de las flechas en cabeza en ambos planos longitudinal y transversal.

Puede observarse el ya comentado efecto del “ablandamiento” (ver Hormigén y Acero
n° 148) que la acci6n concomitante del viento transversal provoca en la respuesta de la pila
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en el plano longitudinal. Asi, una intensidad: q = 150 kp/m? supone un aumento del 16 por
100 en la flecha longitudinal debida a la sola accion de P = 4.000 toncone; = h, /3.

En dicho grifico se observa bien la no linealidad de la respuesta, indicandose con (x)
los puntos de agotamiento resistente de la pila que, como puede verse, corresponden a inten-
sidades de viento irreales. Logicamente, a la hipotesis B (maxima e ) corresponde un menor
valor de presion de viento critica.

COMPORTAMIENTO DE LA PILA "C2" FRENTE AL VIENTO
3 P=4.000t (v=0,20)

Frekya

3% ACTUA UN VIENTO "q"{ .
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Fig. 11. Comportamiento de una pi|avesbelta frente al viento.
Hipotesis A: e; = 0,333,h; = 1,67 m.
Hipotesis B: e; = 0,660.h; =2,80m.

Para mejor entender el fendmeno tensional anterior, hemos representado en la figura
12 los planos de deformacion existentes en seis secciones base de la pila para q = 100
kp/m?2. Se observa una inclinacion progresiva de la fibra neutra desde coronacion hasta em-
potramiento al incrementarse el flector transversal.

La figura 13 incluye las respuestas de los cuatro disefios de pila frente a las hipotesis
AV (o sea, fuerza P = 4.000 ton, con e¢; = h/3, mas accién de viento, q, creciente). Fijan-
donos en las flechas en el plano longitudinal, apreciamos el fuerte incremento resistente de
V1 respecto a C1 . O sea, el crecimiento de canto transversal (de 8 a 12 m) redunda en un
aumento superior al 100 por 100 de la carga critica de viento, con sélo un 16 por 100 de
incremento de hormigdn, resultado, por lo demds, totalmente esperable.

Pero mas contundente es la comparaciéon de las curvas V1 y V2. En efecto, la ultima
pila, con un 13 por 100 més de hormigén y doble peso de acero que la primera, sélo supera
su viento critico enun 16 por 100.
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Fig. 13.

Finalmente, la comparacién entre V2 y C2 deja sentenciada la conveniencia de no esca-
timar canto transversal (acudiendo, logicamente, a un disefio de ancho variable) en las pilas
altas de viaductos.

En (1) pueden consultarse otros graficos paralelos a los aqui recogidos.
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Comportamiento de las estructuras de
hormigén en edificacion durante el
proceso constructivo

Por Ricardo Alvarez Garcia Lubén
Ingeniero de Caminos

INTRODUCCION

Durante la construccion de la estructura de un edificio existe un proceso determinante,
tanto en la fase de proyecto, para efectuar el calculo correcto de solicitaciones que va a te-
ner la estructura, como en fase de construccion ya que se ha de realizar la obra en condicio-
nes 6ptimas de seguridad y de rendimiento. Este proceso, comun a todas las obras de edifica-
cion, recibe el nombre de “desapuntalamiento”.

La construccion de la estructura, se realiza mediante el apuntalamiento del encofrado
correspondiente a cada forjado. Al considerar el factor econémico, que determina la rentabi-
lidad o né del proceso, y cuya optimizacion se alcanza si la construccion se realiza en el mi-
nimo tiempo posible, los tiempos de ejecucion de los correspondientes forjados se reducen
creando un ritmo de ejecucion, acorde con las necesidades de realizacion de la obra. Como
consecuencia, al minimizar el tiempo de ejecucion, el hormigoén, durante este periodo, no es
capaz de desarrollar la resistencia necesaria para soportar, el solo, todas las cargas, precisan-
do del apuntalamiehto durante un tiempo adicional al de ejecucion, por lo cual, el apuntala-
miento se va superponiendo de unos pisos a otros.

Al intervenir, a su vez, la rentabilidad del encofrado, siendo su cantidad limitada para
cada obra, hemos de trasladar los puntales desde el piso mas bajo, que esté apuntalado al
mas alto que se desee construir. Para la realizacion de este proceso, se tienen que desapunta-
lar los niveles mas bajos a medida, que va avanzando la obra, ocasionando, mediante este
desapuntalamiento, una redistribucion de todas las cargas que en ese momento existen en la

_estructura y que la propia estructura reparte en funcion de la rigidez a flexion de sus elemen-
tos. :

El diferente nimero de plantas apuntaladas, ocasiona que la redistribucion de las cargas
que se realiza entre todos los forjados apuntalados, varie y puede llegar a ser condicionante
su eleccion, aunque en la mayoria de los casos no llegue a ser determinante, como 1o son, en-
tre otros, el ritmo de ejecucion de la obra, la capacidad de realizacion de los tajos o la viabili-
dad de la rotacion del propio encofrado.
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Durante el proceso de construccion, se presentan momentos criticos que pueden afec-
tar a la seguridad de la estructura, ya sea porque los puntales puedan estar infradimensiona-
dos para las cargas que han de soportar, pudiendo asi producirse su pandeo y originando
que la estructura resulte, en el mejor de los casos, gravemente daflada, o bien porque la
estructura propiamente dicha, no sea capaz de aguantar las cargas a las que se ve sometida
durante el proceso constructivo, pudiendose producir defectos importantes que pueden lle-
gar a ocasionar el colapso de la obra.

ANTECEDENTES

Para homogeneizar criterios, definiremos como ‘“‘ratio de carga” el coeficiente que ex-
presa la relacion entre la carga que soporta durante la construccion el elemento considerado,
ya sea forjado o puntal, y la carga que le supone el peso propio del forjado junto con su co-
rrespondiente encofrado. En adelante, se considerardn todos los forjados de iguales carac-
teristicas, para poder hacer_referencia a un “ratio de carga’’ homogéneo, no obstante, las
teorias que se exponen pueden aplicarse a distintos tipos de forjados de un mismo edificio.

Nielsen (2) en 1952, desarrolla un método de analisis para determinar durante el pro-
ceso constructivo, la carga maxima que soportan los forjados y los puntales, debida a la in-
teraccion que existe entre ellos, teniendo en cuenta sus respectivas deformaciones. En la ta-
bla n° 1, se indican los ratios méximos de carga que obtuvo para diferentes tipos de puntales
y nimero de plantas apuntaladas. ‘

TABLA 1
Ratios de carga méaxima segiin Nielsen.
Puntales Forjados*
(sin apoyar en el suelo)
m=2 m=3
m=2 m=3
K=0,3 2,28 2,53
K=0,3 1,34 1,80
K=0,8 = 2,56
K=0,8 - 1,71
* Estos ratios son los alcanzados en 1a 22 planta,
Puntales Simbologia:

(apoyando en el suelo)

m: Esel nimero de plantas apuntaladas.

m =2 m=3 K: Esel coeficiente de rigidez del encofra-
. do. -
K=0,3 1,96 2,76 ., .
6 : Esla deformacidn vertical del encofra-
_ do para una carga de 1 Kg/cm?.
K=0,38 - 2,42 .
Siendo K = 1/8.
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La complejidad matematica que supone la utilizacion del método de Nielsen, es sosla-
yada por Grundy y Kabaila (3) en 1963, al considerar que los puntales son infinitamente
rigidos en comparacion con las flechas de los forjados y que las cargas se reparten en funcion
de la rigidez a flexion de los forjados apuntalados. Este método puede considerarse adecua-
do en régimen elastico, y las experiencias realizadas por Agarwal y Gardner (9), obteniendo
desviaciones entre el 5 por 100 y el 10 por 100 asi lo confirman. Las diferencias que se ob-
servan en los ratios de carga son debidas, principalmente, a que Nielsen considera un modulo
de elasticidad en el hormigdn bajo y ademas, existen pequefias diferencias en los tiempos del
ciclo de desapuntalamiento, ocasionando que el ratio de carga maximo de Nielsen sea algo
superior que el de Grundy y Kabaila.

Posteriormente se desarrollan métodos de construccion que aportan pequefias mejoras,
al alcanzar el ratio de carga maximo en forjados con mas edad y que, consecuentemente, tie-
nen mas desarrollada su capacidad resistente, como indica Blakey y Beresford (5), consi-
guiendo mejorar las condiciones resistentes de los forjados mas jovenes al alargar el ciclo de
construccion.

Para disminuir el ratio de carga mdximo que soportan los forjados, surge la técnica del
“reapuntalamiento”. Esta técnica, en sus diferentes versiones, tiene sus mejores defensores
en Taylor (6), Marosszeky (7) y Wheen (8, 13) entre otros, permitiendo reducir ostensible-
mente el ratio maximo de carga que se produce mediante un apuntalamiento normal, a cos-
ta de redistribuir la carga a los forjados mas jovenes.

Tanto las experiencias realizadas por Agarwal y Gardner (9) en los edificios de Alta Vis-
ta Drive en Otawa y Place du Portage, Hull en Quebec, como las realizadas por Lasisi y Ng
(11) en el Government of Canada Building N°5 en Otawa, nos confirman que la técnica del
reapuntalamiento es muy dificil de controlar, ya que aunque se realice con equipos sofistica-
dos, como los utilizados en estos casos, llegan a alcanzarse dispersiones, en los ratios de carga
de las plantas en que se realiza el reapuntalamiento, muy altos y que se cifran entre el 22 por
100 y el 46 por 100, dependiendo del nimero de niveles de apuntalamiento que se tenga 'y
del propio nivel en el que se realiza el reapuntalamiento, lo cual complica ain mas una pre-
diccion simple y fiable de los ratios de carga para poderlo aplicar con suficiente seguridad a
las obras.

No obstante, dada la utilizacion de esta técnica en otros pafses, ya que no existe infor-
macion sobre experiencias que se hayan realizado en Espafia, se cree conveniente comentar
que si se realiza el reapuntalamiento en las plantas recien hormigonadas, condicionéndolas
Gnica y exclusivamente a que sean capaces de soportar su propio peso, como indica Marcoss-
zeky (7), estamos sometiendo a hormigones muy jovenes a unos esfuerzos que se traducirdn
en deformaciones permanentes muy grandes, al tener un modulo de deformacion longitudi-
nal excesivamente alto, al ser o, > 0,5 f; y aunque se reduzca el ratio mdximo de carga a
1,33 para tres niveles de apuntalamiento, el método parece totalmente improcedente.

En cuanto al método de Taylor (6) de “slackening and tightening”, se ha de indicar,
que los propios precursores del reapuntalamiento lo critican al precisar de una estricta super-
vision inusual en las obras. El ratio maximo de carga, que se obtiene mediante este método,
es de 1,44 para tres niveles de apuntalamiento, pero se consigue aflojando todos los husillos
de los puntales de una determinada planta simultaneamente, hecho que complica el método
y lo hace inoperante.

Parece mds razonable, aunque no por ello se deje de desaconsejar, utilizar la técnica del
reapuntalamiento en las plantas mas bajas, ya que los forjados con mas vida tienen, conse-
cuentemente, una capacidad-mayor para resistir los esfuerzos a los que se verdan sometidos.

La técnica del reapuntalamiento es viable desde el punto de vista de la investigacion y
en algin caso muy especifico, en el que se precise esta técnica y esté avalado todo el proceso
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por un estudio previo y un control intenso en su realizacion. El intento de Wheen (8, 13), de
promocionar su puntal “elasto-pldstico”, con una rigidez variable, no parece viable dado el
grado de desarrollo que actualmente presenta la construccion.

En resumen, la técnica del reapuntalamiento consiste en un desapuntalamiento con un
posterior apuntalamiento, de ahi su nombre, que tiende a igualar los ratios de carga de los
forjados, durante la construccion, a base de descargar los forjados méis cargados a costa de
los que soportan menos carga, con aumento de las flechas que se producen en los forjados
que no se ven sometidos a este proceso.

Por ultimo, hay que sefialar que es una técnica inusual en nuestro pafs; es muy cara
por precisar mucha mano de obra; practicamente incontrolable en la obra; va en contra de
todas las normativas vigentes en cuanto al aumento de las flechas que se producen en los for-
jados; y desprecia la capacidad que poseen las estructuras ductiles de redistribuir los esfuer-
zos, reduciendo por si mismas los ratios de carga eldsticos, cuando la estructura no puede
soportarlos. :

CALCULO DE LOS RATIOS DE CARGA EN FUNCION DE LA CAPACIDAD DE REA-
DAPTACION DE LA ESTRUCTURA V

Comportamiento a flexion

Cuando en cada una de las secciones criticas, el momento mayorado que se produce
durante el proceso constructivo es inferior al momento de agotamiento deducido con los
coeficientes de seguridad de los estados limites altimos (p.ejoy, =115y Y. = 1,5). Es de-
cir:

YoM, e <M, (1, ,7,) M

Siendo: v
Mpp :momento debido al peso propio del forjado m4s el peso del encofrado.
«p :ratio de carga del forjado.

M, :momento de agotamiento

la distribucion de los ratios de carga es totalmente eldstica, y las tensiones que se originan en
el hormigdn son inferiores a 0,5 fJ (/s . /v, < 0,5 f,) teniendo, por lo tanto, durante el
proceso constructivo, flechas que no son elevadas al no producirse una fuerte disminucién
del valor del modulo de deformaciéon longitudinal del hormigén. Las deduciones de los ra-
tios de carga realizadas por Grundy y Kabaila son validas en este caso.

A titulo de ejemplo del método de redistribuciéon de las cargas en funcion de la rigidez
a flexién de los elementos de la estructura (forjados o vigas), se han elaborado los procesos
de construccion, que estan representados en las Figs. 1 y 2 respectivamente. Cifiendose al
caso de tener tres plantas apuntaladas, el esquema del ciclo constructivo se representa en la
tabla 2 y corresponde al caso en el que se hormigona una planta por semana y cuyos ratios
de carga son los expuestos en la Fig. 2.

Como aclaracion, y basdndonos en la curva de endurecimiento del hormigoén que nos
proporciona la EH-82 en el cuadro 10.4.b se va a indicar como se realiza la redistribucién de
los ratios de carga.

Una vez apuntaladas las tres primeras plantas, se desapuntala el nivel mas bajo. En el
momento de desapuntalar, los forjados tienen 5, 12 y 19 dias de edad, y se ha de repartir el

ratio de carga de los puntales que se quitan, es decir o, = 3, entre las rigideces a flexién que
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RATIOS DE CARGA PARA DOS PLANTAS APUNTALADAS

Ratio

Ratio Edad
del del del
forjado hormigén puntal 6 5
0.0 0.28
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0 2 0.9 (> 137 1L 172 L1
10 o) 063
00 HH g el 163 (UL 10
20 .
77 T2 - 77 A L L L e A 77
0.0 0.44
10 056
0.0 0.56 1.03 156
1.0 044 0.97
075 1.44 197 10
1.25
2.25 ~ 1.0 1.0 1.0
1.0 1.0 10 10
7 T L L L T
0.0 04%
Los ratios de carga 1.0 052
0.94 152
convergen d:
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206 1.0
% SE REALIZA EL HORMIGO
NADO DE UNA PLANTA -- 1.0 10
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hormigonado puntalamiento
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RATIOS DE CARGA PARA TRES PLANTAS APUNTALADAS

30
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poseen estos forjados. Al ser la rigidez a flexién proporcional al médulo de deformacién
longitudinal y considerar todos los forjados de iguales caracteristicas, el reparto es propor-
cional también al modulo de deformacion longitudinal de los hormigones de los forjados.

Forjado Edad del % E Coeficiente
hormigén de reparto
1 19 dias 0,96 0,373
2 12 dias 0,88 0,342
3 - 5 dias 0,73 0,285
2:2,57 1,00
Forjado Ratios de carga oy
1 3x0,373 = 1,11
2 3x0,342 = 1,02
3 3x0,285 =0,86

Los ratios de carga de los puntales se obtienen restando de la carga total que soportan
la carga que absorben los forjados. En el caso analizado sera:

Puntales

Ratio de carga ay

Del forjado 2 al 3
Del forjado 1 al 2

1-0,86 =0,14
2—- (0,86 + 1,02) = 0,12

La fase siguiente sera el hormigonado de la 42 planta, y se realizara cuando los forjados
tengan 7, 14 y 21 dias. El ratio de carga a repartir en esta fase sera a; = 1, correspondiente
al peso propio del forjado que se va a construir junto con el encofrado correspondiente.

Forado Edad del % E Coeficiente de
hormigon reparto
1 21 dias 0,97 0,36
2 14 dias 0,91 0,34
3 7 dias 0,80 0,30
z: 2,68 1,00
Forjado Ratios de carga oy
1 L,11+ 0,36 = 1,47
2 1,02 + 0,34 = 1,36
3 0,86 + 0,30 = 1,16
Puntales Ratios de carga oy,
Del forjado 3 al 4 1,0
Del forjado 2 al 3 2—-1,16 =0,84

Del forjado 1 al 2
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El resto del proceso se completa al repetir alternativamente las operaciones de desapun-
talamiento y de hormigonado anteriormente indicadas.

Se ha de sefialar, que los ratios de carga obtenidos al variar la resistencia de un hormi-
géon de endurecimiento normal a otro de endurecimiento rapido, siguiendo el cuadro 10.4.b
de la EH-82, son similares y presentan variaciones del 3 por 100. Asimismo, el proceso cons-
tructivo de hormigonar una planta cada dos semanas, en vez de tardar una semana por plan-
ta, representa muy poca variacion en los ratios de carga, cifrdindose en una disminucién del 1
por 100.

Ratios de carga maximos en los
forjados ogp sk

m=2 m =3
1 semana/planta 2,09 2,36
2 semanas/planta 2,08 2,34
Si se verifica:
¥t Mpp o > My (5, 7e) (1)
Puede ocurrir, que el momento que se produce durante el proceso constructivo con
coeficiente y; = 1, sea inferior al momento de agotamiento deducido con coeficientes
¥ =K = I,
Mp'p-af<Mu (7s=7c=1) (I11)

En este caso, la distribucion de los ratios de carga sigue siendo elastica, aunque al sobre-
pasar las tensiones del hormigén el valor 0,5 fj se producirdn fuertes deformaciones, como
ocurre en las estructuras pretensadas cuando se aplica en exceso el esfuerzo de pretensado.
Las altas deformaciones, son debidas a una disminuciéon del modulo de elasticidad del hor-
migoén, o lo que es igual, a unas deformaciones por fluencia muy altas que modifican la dis-
tribucion totalmente elastica de los ratios de carga. La fluencia tiende a uniformar los ratios
de carga apartdndolos de la distribucion elastica inicial.

Por el contrario, si se verifica:

Mp,p,af>Mu &, =5, =1) (IV)
La estructura puede tener comportamientos distintos, ya que rompe si es fragil o plas-
tifica redistribuyendo los esfuerzos si se cumplen las condiciones de ductilidad necesarias.

Una estructura es ductil, cuando la profundidad de la fibra neutra de deformaciones es
inferior a un determinado valor que varia segun las normas (CP-110, MODEL-CODE,
EH-82), o bien, cuando la cuantia geométrica de la armadura de traccion es inferior a un
cierto valor tal y como indica la norma ACI 318-77. (Art. 8.4).

Si llamamos cuantia geométrica critica aquella con la que se alcanza el agotamiento si-
multianeo del acero y del hormigdn (balanced strain condition ACI 318-77 Art. 10.3.2), la
cuantia geométrica en una secciéon ductil sera siempre una cuantia infracritica, de tal forma
que se pueda plastificar el acero al alcanzarse la deformacion por agotamiento a compresion
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del hormigén. Solamente las estructuras con ductilidad suficiente serdn capaces de plastifi-
¢ar, proporcionando asi el giro aneldstico hecesario para que todas las secciones criticas de
una pieza alcancen simultaneamente su momento de agotamiento con la actuacion de la car-
ga mayorada o de disefio.

En el caso de que la estructura sea ductil y se verifiquen (II) y (IV), si el momento de
plastificacion es “K” veces el momento de peso propio, al alcanzarse este valor la estructura
redistribuird el exceso de carga entre los forjados restantes, redistribuyéndose los valores de
los ratios eldsticos a otros valores aneldsticos mas uniformes.

Coetficiente
. = 0.0 014
Considerado ° 1.8
10 0.86
0.0 0.86 116 1.33
Lo o 014 0.84 053
0.0 - 1.02 1.36 153
| 2.0 012 048
0.0H 1.1 147 1.0
O 3.0
L
7 77 S 73
r = = = == o= === , _______ :
[ | 1 1
' 0.0 TTT rg | 0.0 ! ; l : 017 | 0.27 ]
10 | ipho ! 0.83 | 073
| 044 - 0.80 = I 10 . 112 |+
| ' .
| | |156' D20 083 ‘ 0.6l
187 ;1860 1.82 ! 1.60
I i
089 060 | ,
[ 189 I 1860 ;10 1.0
b ‘ !
| 1.0 1.0 10 | 1.0
! |
| | '
— P { = = | == —
l | | ‘
Pam i o e e Converge e - o Converge
Redistribuye Redistribuye

Fig. 3. Comportamiento de la estructura si se verifican las condiciones de ductilidad.

En la Figura 3 se ha desarrollado un caso de comportamiento dictil para un valor de
K = 1,6 que se ha elegido caprichosamente entre los diferentes valores que pueden tomarse.

Si la estructura es frégil no cabe ninguna redistribucién posible sobreviniendo el fallo
cuando en una Unica seccidn critica se alcanza el momento de agotamiento de la misma. Sin
embargo hay que reseflar que la mayoria de los forjados son dictiles y de ahi que se alcan-
cen grandes deformaciones cuando la estructura redistribuye el exceso del ratio de carga
para el que no fué calculada.



Comportamiento a cortante y punz onamiento

Las deformaciones de la estructura por esfuerzos tangentes se pueden considerar des-
preciables frente 4 las deformaciones estudiadas por tensiones normales. En la estructura por
lo tanto ~n son de temer deformaciones importantes por esta causay tan s6lo habrd que es-
tudiar si puede sobrevenir el fallo si se verifica en algin punto:

Qpp Qg >Vu]

Siendo:
Qpp el corw. . <1, nzonamiento) debido al peso propio del forjado mas el enco-
frado de una planta.
o el ratio de carga del forjado en cuestion.
el cortante (o el punzonamiento) de agotamiento para la seccion critica conside-

H rada a la edad dej dias.

No se pueden dar reglas generales sobre el comportamiento de la estructura frente a es-
tas solicitaciones ya que depende de numerosas variables como: tamafio de los pilares, tipo
de estructura (forjado plano o forjado unidireccional, etc.), relacion canto/luz, ancho de los
nervios del forjado, cuantia de la armadura transversal, etc. Incluso el comportamiento de
un mismo forjado puede variar dentro de un mismo edificio puesto que los pilares de las
Gltimas plantas son de menor dimension que los de las plantas inferiores y el peligro de
punzonamiento aumenta con la altura. Todo esto pone de manifiesto la complejidad del pro-
blema que se habrd de estudiar en cada caso concreto sin que se puedan dar reglas de cardc-
ter general aunque no se debe de olvidar este punto como lo recuerdan Long (10) y Webster
(12) que han hecho un estudio probabilistico del tema citando casos en los que el esfuerzo
cortante y el punzonamiento produjeron el colapso de la estructura.

Referencias al proceso de desepuntalamiento existentes en las Normativas mds importantes

A continuacion se comenta el diferente tratamiento que recibe el proceso de desapun-
talamiento en las diferentes normativas. En general, se encuentra una reglamentacion poco
concreta en el tema que nos ocupa a excepcion de la normativa del “American Concrete Ins-
titute’’, que plantea los problemas que pueden ocasionar las cargas quc se producen en la
fase de construccion de la estructura.

Las Reglas B.A.E.L. 80, tanto en el articulo A. 3.1.32. que trata de las cargas en el pro-
ceso de ejecucion, como en el articulo B. 3.1. de evaluacion de acciones, hace referencia,
unicamente, a que los calculos en fase de ejecucion deben de hacerse con detalle y se ha de
precisar en que situaciones han sido evaluados.

El Codigo Modelo C.E.B.—F.I.P. en su capitulo 6, Art. 6.3.2. referente a las acciones
variables que deben considerarse, indica que los responsables de la ejecucion deben realizar
un control para que no se sobrepasen los valores nominales de las cargas.

La normativa del American Concrete Institute ACI 318-77 en su articulo 6.2 unica- '
mente hace mencion a la seguridad y durabilidad de la estructura que ha de quedar garanti-
zada en el proceso de apuntalamiento. Sin embargo, no hace mencién especifica al tema,
siendo éste tratado en los Comentarios de dicha norma fijando unas condiciones muy gene-
rales y, en definitiva, dejando al ingeniero proyectista la responsabilidad de planear a su cri-
terio todo el proceso constructivo. No obstante, hace referencia al Comite 347 que ha elabo-
rado la Norma 347-68 y a la publicacion de Hurd como bibliografia especializada.

Con referericia a las acciones producidas durante la ejecucion, la normativa espafiola
EH-82 en su articulo 23.2, Gnicamente hace mencion a la posible necesidad de determinar
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las solicitaciones que se producen en las distintas fases de puesta en carga. Basindonos en la
normativa del ““American Concrete Institute” ACI 347-68, y concretamente en su articulo
2.8.2, se podia ampliar el comentario al articulado:

“Cuando todas las plantas apuntaladas comiencen desde el suelo, los puntales se han de
dimensionar para que sean capaces de transmitir todo el peso propio de las plantas situadas
por encima de su nivel mas el peso del encofrado que soportan junto con la carga de cons-
truccion que tiene la Gltima planta.

En el caso de que el apuntalamiento del primer forjado haya sido suprimido; si el nu-
mero de plantas apuntaladas es de dos, se dimensionaran los puntales para una carga de 1,30
veces el peso propio de los forjados, junto con el peso del encofrado mas la sobrecarga de
construccion. En el caso de que el nimero de plantas apuntaladas sea de tres, el coeficiente
anteriormente indicado sera de 1,60.

Si el nimero de plantas fuese distinto, requerird un estudio concreto en cada caso’.

Este mismo articulo de la EH-82, remite al articulo 28.5, referente a los valores carac-
teristicos de las acciones debidas al proceso constructivo, no concretando el valor minimo
que se ha de adoptar. En este punto, la normativa ACI 347-68 en su articulo 1.2.1, referen-
te a las cargas de disefio, establece un minimo de 245 kg/m?, incluyendo los valores de im-
pacto. Las experiencias de Lasisi y Ng (11) indican que, para el calculo del encofrado, el va-
lor indicado por la norma ACI puede considerarse apropiado.

En cuanto al coeficiente de seguridad que se ha de adoptar durante el proceso de cons-
truccion, la normativa EH-82 en su articulo 32 deja al criterio del proyectista la valoracion
de dicho coeficiente recomendando no bajar de vs = 1,25, sin embargo, el articulo 21 reco-
mienda que la seguridad de la obra en ninglin momento sea inferior a la de servicio.

Se juzga que es el articulo 21 el que se ha de aplicar en este caso, ya que siendo un pro-
ceso que se desarrolla con hormigones muy jévenes con un médulo de elasticidad bajo, se
pueden producir roturas y, si existe ductilidad suficiente, deformaciones anelasticas impor-
tantes que se mantienen permanentemente durante toda la vida de la estructura. Estas defor-
maciones se traducen en flechas o abombamientos en el centro de los vanos, lo que exige
hormigon de regulacién o de relleno a veces en cantidades importantes, traduciendose en
una disminucion de la sobrecarga real de la estructura, Existen experiencias en losas macizas,
con abacos, de 11 metros de luz cuyo canto en el centro del vano era de 28 cms., y que du-
rante el proceso constructivo llegaron a tener una deformacién total de 12 cms. de flecha
por término medio lo que indica la gravedad e importancia del tema.
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Cinematica de laminas

Por: Salvador Monleon Cremades*®
Juan F. Moya Soriano**
Pedro Fuster Garcia***

SINOPSIS

Las ecuaciones generales que rigen la deformacion de las estructuras laminares,

(1) ecuaciones cinemdticas,

(2) ecuaciones del movimiento,
(3) ecuaciones constitutivas, y
(4) condiciones de contorno

suelen tradicionalmente reducirse a sistemas definidos sobre un dominio bidimensional,
denominado superficie de referencia de la lamina (usualmente su superficie media), y a pos-
teriori sufren una serie de simplificaciones adicionales en funcion del tipo de problema que
se pretenda estudiar: célculo de esfuerzos en régimen lineal, estabilidad, comportamiento
no-lineal...

En el presente trabajo presentamos el primero de estos sistemas, definiendo en conse-
cuencia las componentes del tensor de deformacién de la lamina en funcioén del campo de
desplazamientos, para cualquier geometria. Mostraremos cOmo obtener las ecuaciones cine-
miticas en funcidén de pardmetros exclusivamente definidos sobre su superficie de referen-
cia con total generalidad, y posteriormente se aplicardn a la construccion de teorias cine-
mdticas mds simplificadas y aptas en cada caso a un determinado tipo de ldmina o de proble-
ma a resolver sobre la misma. ‘

(*) Dr. Ingeniero de caminos, profesor encargado de la cdtedra de Puentes de la ETSICCPV.
(**) Ingeniero de caminos, profesor ayudante de Puentes en la ETSICCPV.
(*#*%) Dr. Ingeniero de caminos, catedratico de Calculo de Estructuras de la ETSICCPV.
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1. INTRODUCCION

Para la derivacion de unas ecuaciones cinemdticas adecuadas al estudio de ldminas del-
gadas pueden seguirse dos vias claramente diferenciadas.

(1) Dadas sus caracteristicas de cuerpo tridimensional, la deformacién de estas es-
tructuras puede estudiarse a partir de las ecuaciones generales de los medios con-
tinuos. Dentro de estas ecuaciones presentaremos la correspondiente definicion
Lagrangiana de la deformacién del medio.

(2) Aprovechando el cardcter degenerado de la geometria de una ldmina, puede re-
ducirse el estudio de la deformacién de ésta al de la deformacién de su superfi-
cie de referencia (usualmente ésta serd su superficie media). Para ello es necesa-
rio obtener dos conjuntos de ecuaciones: las relativas a la deformacién de la su-
perficie de referencia y las correspondientes a la extensiéon de este sistema a toda
la ldmina.

El primero de estos dos sistemas se reduce, en su formulacion Lagrangiana, a la
definicion de los tensores métrico y de curvatura de la sueprficie de referencia
cuando ésta adopta una configuracién = en funcién de sus valores en la configu-
racion inicial S (que supondremos libre de deformacién) al imponer un campo
de desplazamientos d definido en cada punto de S.

Para la extension de estas ecuaciones a todo el espacio laminar se deberd formular
una determinada hipétesis de variacion de su tensor métrico en una direccion ex-
terior a la superficie de referencia, usualmente la direccién normal a ésta. Asf
definiremos el segundo conjunto de ecuaciones.

En las siguientes secciones se presentan las ecuaciones generales de ambos puntos de
vista, tridimensional y bidimensional, suponiendo referidos los puntos del medio a un sis-
tema curvilineo 0%, En el segundo enfoque su derivacion sigue el orden expuesto en lineas
anteriores: deformacién de la superficie de referencia y a continuacién deformacién de la
ldmina en términos de los cambios de métrica y de curvatura de S.

Este otro tipo de formulacién de la deformacién de la ldmina exige implicitamente
la reduccién de los infinitos grados de libertad de los puntos del cuerpo no situados sobre
la superficie de referencia a un numero finito de pardmetros definidos sobre esta regidén
bidimensional. En consecuencia siempre existird una pérdida de informacioén intrinseca
a cualquier tratamiento bidimensional de la cinemdtica de una lamina; por ejemplo la tra-
dicional hipétesis de Love-Kirchhoff conduce, como es sabido, a un modelo de ldmina sin
deformacion transversal y no serd adecuada esta modelizacién para el estudio de ldminas
moderadamente gruesas o constituidas por un material con gran deformabilidad transver-
sal (este es el caso de las ldminas-sandwich). A cambio de ello toda la deformacién del cuer-
po quedard exclusivamente en funcidon de los cambios de métrica y de curvatura de S, no
siendo necesario definir grados de libertad suplementarios sobre la superficie de referencia
en la hipétesis de Love-Kirchhoff. '

Los capitulos 2 a 4 presentan sucesivamente la derivacién sistemdtica del tensor de
deformacién de la ldmina para una discretizaciéon transversal general (ecuaciones 3.25) y
posteriormente condensada a un Unico grado de libertad: el cambio de normal, descrito
por la ecuacién 3.28 y que conduce a una nueva definicién del tensor de deformacién de
la ldmina (ecuaciones 3.32) sobre la cual pueden ficilmente deducirse teorias cinematicas
derivadas, entre las cuales la de Love-Kirchhoff, segiin se expone en la seccién 3.4.3.
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Ademds en el anexo A se han incluido unos elementos de geometria diferencial de su-
perficies donde quedan definidos todos los sistemas caracteristicos de la geometria de la
superficie de referencia utilizados en las siguientes secciones.

Para la exposiciéon de los cdlculos se ha optado por la notacién tensorial, realizando en
alguna ocasion la particularizaciéon de las expresiones deducidas a notacién convencional
de Love.

2. FORMULACION TRIDIMENSIONAL DE LA DEFORMACION
DE UNA LAMINA

Dado el sistema curvilineo ' del espacio tridimensional Euclideo y siendo p el vector
posicion de un punto del cuerpo correspondiente a una configuracion cualquiera del mismo,
los vectores naturales del sistema coordenado serdn

gf =Py (2.1)

Andlogamente en la configuracion inicial, descrita por el vector P, tendremos

Gf =P, (2.2)
En ambas ecuaciones la derivacion parcial se ha anotado mediante coma: aaer =()y-

Los dos sistemas anteriores pueden a su vez relacionarse a través de d*, campo de desplaza-
mientos caracteristico del cambio de configuracion:

p =P+ d* (Y, (2.3)

resultando

g =2 Gf 24

z¥ = 6] + e 2 s
o =d*ﬁ 3 .5)

El sistema z¥' se denomina gradiente del movimie:ito, y s€ calcula a partir de las ecua-
ciones (2.5). Depende exclusivamente de las derivadas covariantes de las componentes con-
travariantes del campo de desplazamientos de los puntos de la lamina, d*. Las ecuaciones
(2.1) a (2.5) permiten definir directamente el tensor de deformacion de Lagrange del conti-
nuo laminar, para ello basta evaluar la variacion del cuadrado de la longitud del arco al im-
poner al medio unos desplazamientos d*. Tendremos pues

do? —ds? =dp -dp —dP - dP =do’ [z} G} z}** — Gf] ded, (2.6)

siendo G el tensor métrico del sistema curvilineo 0.

El tensor de deformaciéon de Lagrange se define sobre la semi-variacién del cuadrado
de las longitudes elementales de arco como sigue:

%(dcﬂ _ ds?) = dol ¢ do), 2.7)
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resultando el sistema ei”J‘- (tensor de deformacion) igual a la semi-variacién del tensor métri-
co,

1
e = 3 [z G 2 — G (2.8)

La ecuacién (2.8) define completamente la deformacién de la ldmina. Junto con las
ecuaciones del movimiento de Cauchy y la ley de comportamiento del material constitutivo
del medio nos permitird llegar a una formulacién en desplazamientos del problema (estdtico
o dindmico) planteado.

Sin embargo no se ha hecho restriccién alguna sobre el tipo de sistema de referencia a
definir, salvo las habituales condiciones de regularidad, y por lo tanto cabe plantearse si la
descripciéon de la deformacién de una limina puede tomar una forma mds adaptada a las
peculiaridades geométricas de estas estructuras, predominantemente superficiales. Este otro
punto de vista constituye la base del capitulo siguiente.

3. FORMULACION BIDIMENSIONAL DE LA DEFORMACION DE UNA LAMINA

3.1. Cambio de métrica

Sea ahora r el vector posiciéon de un punto de la superficie de referencia de la ldmina,
R corresponderd al vector posicién asociado al mismo punto material de la superficie en su
configuracién inicial S. Supondremos que la superficie de referencia estd parametricada en
6%, en lo sucesivo sus coordenadas de superficie.

Podremos definir, de forma andloga a lo realizado en la ecuacién (2.4), unas relaciones
entre los vectores naturales de S y ¥, configuracién deformada de la superficie media. Para
ello es conveniente recordar las férmulas de Gauss y Weingarten:

F?\
aa’B “lap a, + bO[ﬁ as
= A
a3, = — by a,

Estas ecuaciones son vélidas para cualquier configuracion de la superficie de referencia,
y en particular la inicial (escribiéndose entonces con mayusculas). baﬁ define la segunda
forma cuadrdtica fundamental de 2, lo denominaremos tensor de curvatura. F&B son los
simbolos de Christoffel de segunda especie de £ y a; su vector unitario normal, quedando

asi completado el triedro natural en cada punto de la superficie de referencia: {a,, a3} .
De forma andloga a la ecuacidon (2.3) tendremos ahora

r=R+d6Y, (3.1)

y derivando parcialmente

a, = Ay, + dy,

pero el campo de desplazamientos de S puede definirse por sus componentes contravariantes
en el triedro natural de la configuracién inicial, esto es

d=d* A, +d® A, (3.2)
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directamente las formulas de Gauss-Weingarten se obtiene
(3.3)

Aplicando
RN
d’a = €y A, —%u As
e>&=d"‘a~d3B7& l
, N (3.4)
Py =—@ ot B, o) )
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mensional,
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Particularizando (3.5) para a = 1,2 y efectuando el producto vectorial se obtiene di-
rectamente

a, Xa, = (2} A, — ¢, A3)x (24 A, — ¢y A3)

A LA 3
= — (1 Z e, Ty Zh Exug) A" +zy 2 ey, A (3.9)

Utilizando ahora las propiedades del sistema €qps ©Sta Ultima ecuacion puede susti-
tuirse por la siguiente expresion:

L oa xa, =gy () — g, 2] AN + 7 A3 (3.10)

VA
z es el determinante del sistema 22, A el correspondiente al tensor métrico Ay

Alcanzado este punto de la exposicion conviene reescribir las ecuaciones (3.8)y (3.10)
en forma mds compacta. Para ello definiremos cuatro nuevos sistemas auxiliares tal y como
se indica a continuacién:

Fap = 24Thp + 20+ v B} 2 (3.11)

Bop =24 Bug —vu,p )

Sn = (29) — 9, 23
\ (3.12)
z~|zul

por lo que (3.8) y (3.10) pueden reescribirse como sigue:
aOt ,B :Faﬁ A}\ &+ BaB A3
a; xa, =VA (§, A + 2 A?)

Las ecuaciones permiten llegar a una expresion concisa del tensor de curvatura asocia-
do a una configuracién cualquiera T de la superficie de referencia de limina. Su cambio de
curvatura se obtiene por simple diferencia de este sistema asociado a las configuraciones
Sy 2 respectivamente:

KO‘B =Baﬁ*baﬁ (313)

Te+zB
bag = EM (3.14)
[§" &+ 27
El conjunto de ecuaciones (3.4), (3.5) y (3 .7) definen completamente deformaciones
internas de S. Asi mismo las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13), (3.14) describen los cambios
de curvatura de la superficie media, y por lo tanto su deformacién externa. Ambos grupos
configuran las ecuaciones cinemdticas de S con toda generalidad.

Estas ecuaciones dependen exclusivamente de la geometria inicial de S y del campo de
desplazamientos impuestos, pero asi como los sistemas eﬁ, P, dependen linealmente de las
componentes de d (luego también serd el caso de zﬁ, aa’ﬁ) no sucederd lo mismo con los
tensores de deformacién y de cambio de curvatura, resultando una cinemdtica no lineal pa-
ra el medio en cuestidn.
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3.3. Extension a todo el espacio laminar

La ecuacién (2.8) proporciona la expresion completa del tensor de deformacion de
la ldmina, expresado en un sistema curvilineo espacial 6i. En la presente seccion nos pro-
ponemos reducir la definicion de este tensor de deformacion al conocimiento de los siste-
mas que caracterizan la deformacién de S: €48 ¥ Kaﬁ’ en lo sucesivo denominados defor-
maciones generalizadas de la superficie de referencia. Con ello quedaria establecida una
formulacién bidimensional de la deformacién de un medio laminar, y como paso previo
deberemos construir un sistema de referencia espacial del mismo basado en el sistema
A, caracteristico de la configuracion inicial de S.

Entenderemos por espacio laminar €l volumen ocupado por el cuerpo material cons-
titutivo de la l4mina. Definidas unas coordenadas de superficie 0%, las lineas 63 se tomardn
ortogonales a S y las denominaremos en lo sucesivo

n=63 (3.15)
A partir de esta ecuacién, para cualquier punto P del espacio laminar puede definirse
un punto R € S tal que
P=R+ N¥*,

(3.16)
N* =n A,

Las dos expresiones anteriores proporcionan una construccion adecuada del espacio lami-

nar, basada en el dominio bidimensional definido por la superficie de referencia de la lamina.
Derivando parcialmente (3.16) obtendremos

Gi=Ay*tn Asq

. (3.17)
G3 = A;
y aplicando la formula de Weingarten resulta
G* — A
a ™ Ha Ay (3.18)

Mg = 8 —n By

El tensor mixto u& transforma el vector natural A, tangente a S en el vector natural G;

tangente a la superficie n = Cste El sistema inverso u) se denomian tensor laminar. A
partir de (3.18) puede evaluarse el tensor métrico de la ldmina en su configuracion inicial:

G§B=Aaﬁ~2n Baﬁ+n2 C(Xﬁ (3.19)
Gy, =0 (3.20)
G =1

Generado un sistema curvilineo con las caracteristicas deseadas podemos expresar la ecua-
cién (3.16) asociada a una configuracion ¥ de la superficie de referencia:

p=r+n*(6%n), (3.21)

donde los vectores p v r serdn los homologos de P y R, por lo tanto el vector n* resultard
igual a

n* = N* + (d* —d)
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en virtud de (2.3). Esta relacion queda grafiada en la figura 3.1.

Fig. 3.1. Cinematica de S.

El vector n* puede desarrollarse a su vez en serie de potencias de n, resultando el
siguiente cuadro de isomorfismos

Configuracion inicial Configuracion deformada
R (6%) r (6%)
P (0%, n) p (6% n)
P=R+ N* p=r+n*
N*=n A, n* =3 nN[nl 0%) a;]
N=1 N
La serie
n*= % gV (niay) (3.22)
N=1 N

serd convergente en el espacio laminar con tal de que se cumpla

Inl/min {Ry} <1
ABS (Bf) < 1 /min {R,}

(3.23)

R, son losradios de curvatura de S. Para estudiar la deformacién de la ldmina necesitaremos
evaluar las derivadas parciales del vector n*, estas seran
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ne=(2 1 pay + (X om 2a) as

)\’Y = n7 o n3 b'y '
NN (3.24)
Izl\g‘ = 11\11,301 + ;}}\ baa s

Por lo tanto en tensor métrico del espacio laminar podra definirse en funcion de estas series
de potencias de n. Basta recordar (2.1) para escribir

g&p = (ag + %) - (ag + np)
P

oo oo 1
— N P E) 333
=agg + N§1 n %aﬂ*‘%‘ﬁ@*‘ P§2 n Z (A a>\76+P2\MaI\)/}ﬁ)

M=1 PM ™M

[ R— * ) . n*
g’73 (a'y T na’y) n53

@0 -] P_l
=3 Np¥ln + 2 P T M(AYn,+ N 3ng)
N=1 N P=2 M=1 pM'M PMTM
gl =nj -nj

o P-1
=3 g2 ¥ P-M)M(n’'n,+ n ;ng)
= P-M M P-M M

Sobre estas expresiones puedén ya definirse los elementos del tensor de deformacioén de La-
grange siendo su métrica de referencia la definida en (3.19) y (3.20).

1 14
€ap = €ap T 5 ;n (71\043 + i\ﬁa + 2Bypg) + n? O%aﬁ + é‘ﬁa —Cyp + )1‘0‘ );vﬁ +

- . P-1
SN S N it dg)F o T (N LA +x3x3§ 3.25.1
1“15) Neg (N"‘ﬁ Nﬁa) p=3 1 Mt (P—ManB P-MaMB) ( )

_1 3 N-1 1§ P v 3

=1 § N +L 3 > M(XZn, + A 3.25.2

o T T2 Ghev i Pt e ( )

N 1 o P2 P-1

e = ; $ P2 T P-M)M(n n, + n3n3);IE (3.25.3)
P2 21 pM M'  PM M

Estas ultimas ecuaciones no son todavia las deseadas puesto que en su estructura interna

dependen tanto de los tensores métrico y de curvatura correspondientes a la configuracion

> como de los elementos n' que definen el desarrollo en serie de n* (ecuaciones 3.22 y
N

3.24).

Para definir el tensor de deformacion del espacio laminar ei"g bdsicamente en funcion
de €48 ¥ Kaﬁ debera pues formualrse alguna hipdtesis cinemdtica adicional, y ello implicara
un cierto nivel de aproximacion frente al planteamiento tridimensional formal. El éxito
de la modelizacion bidimensional del medio laminar estara consecuentemente ligado al tipo
de simplificacién cinemdtica que se adopte.
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Volviendo a la ecuacion (3.22) el razonamiento anterior serd equivalente a tomar un
numero finito de términos en el desarrollo de n* en serie de potencias de n. Por ejemplo
la tradicional hipdtesis de Love-Kirchhoff, que pertenece al tipo de hipdtesis simplificativas
mencionado en el parrafo anterior, se traducird en

n* = n a3 )
luego

(3.26)

Esta hipdtesis exige, como es sabido, que la ldmina no se deforme transversalmente. Ello
puedo comprobarse llevando (3.26) a (3.24) y (3.25), obteniendo e;“a =e¥ = 0. Geomé-
tricamente corresponde a suponer que las normales a S se mantienen normales a % e inex-
tensibles en cualquier configuracién de la ldmina.

La teoria cinemdtica presentada en las siguientes pdginas estd basada en el supuesto
que a continuacion se expresa:

(1) se admite que las normales N* a S se mantienen rectas durante todo el
proceso de deformacion de la ldmina, en consecuencia

n* =nv(@%) (3.27)

Nétese que el campo de validez de cualquier simplificacion cinemdtica puede determinarse
por comparacion de los resultados del andlisis con la solucidn correspondiente a un trata-
miento tridimensional: para una geometria dada del problema, es decir para una relacién
Inl /min {R,} concreta, puede cuantificarse el error inducido, e inversamente adoptada
una cota de error se definird precisamente el intervalo geométrico de aplicabilidad de la
modelizacién adoptada.

Volviendo a la ecuacién (3.27), el vector v siempre admitird una descomposicién en
la forma

v=az + w (6% (3.28)
Con esta descomposicién la modelizacién de Love-Kirchhoff corresponderia a w = 0.
Llevando a (3.22) se obtienen los correspondientes valores de los coeficientes ni (%) de la
: N
serie

n=0 VN=>2
N (3.29)
n*=w%, n®=1+w3
1 1
y por (3.24) el sistema auxiliar %}x valdra
AL=0VN>2
N (3.30)

¥;=W%4«1+w%bgg§g=w;+\waxS

sean )‘(g[ Y Y4 los siguientes tensores, definidos sobre el sistema anterior
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v = wY _W3b7:)\7+b7
Xa lo o~ o a 3.31)

Vo = _(W?a +wY bya)Z*)l\gc

Volviendo a (3.25), los distintos elementos del tensor de deformacion de la ldmina corres-
pondiente a nuestra modelizacién bidimensional resumida en la ecuacion (3.27) podran
expresarse en funcién de estos nuevos tensores, resultando

C ~ ~ - -
clp = cap + 1 [Kag + & (ap +Xga)] +75 [Wa¥g+ (0% =38) 0y —Xyp) ~ Cag]

[w, +n (W §(V7 + wfy —w ¥l (3.32)

e =L
2

*
Y3
e¥ =w +1—wiw'
33 E i

Las ecuaciones (3.32) constituyen la expresion deseada del tensor de deformacion
de la lamina: proporcionan una descripcion bidimensional de su cinematica en funciéon de
los cambios de métrica y de curvatura de S y de las componentes del campo w (6%) carac-
teristico del cambio de normal dentro de la teoria desarrollada en la presente seccion. Pue-
den facilmente reducirse al modelo cldsico de Love-Kirchhoff, basta para ello hacer wl =
(luego )A(M = li/)\ = 0) en todas ellas, comprobdndose directamente la no-deformabilidad
transversal de la ldmina. En la siguiente seccion presentamos otras teorfas de deformacion
derivadas de la desarrollada y fundamentalmente basadas en linealizaciones sucesivas de la
cinemdtica de S; en cada caso se indican las condiciones de aplicacion e hipdtesis asociadas.

3.4. Teorias derivadas
3.4.1. Linealizacion del tensor de deformacion de S

Partiendo de la ecuacién (3.7) y aplicando las definiciones (3.4) se obtiene
_1 1 v
€af = 3 (eqp + eﬁa) + 3 (Py g + ey €,8) (3.33)

El primer paréntesis del segundo miembro de esta ecuacion contiene precisamente la frac-
cién lineal del tensor de deformaciéon de S, para demostrarlo realizamos el siguiente cam-
bio de variable

d=ed, (3.34)
todos los sumandos afectados del factor €™ se agrupardn en el término v (e™) segun la no-
tacién de Bachmann-Landau. Bajo estas condiciones de ecuacion (3 33) puede reescribirse
como sigue '

L= g :
€ap —ei(eaﬁ+ ege) T v (€7),
quedando demostrado que los sumandos de orden uno coinciden con la fraccién lineal de

eaﬁ.
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3.4.2. Linealizacion del tensor de cambio de curvatura de S

Apliquemos ahora el cambio (3.34) a la ecuacién (3.8) definitoria del vector g6,
con la notacién anterior obtendremos

a8 ={Top+e[eh Thg+ Ehp+ Po B3I} Ay +
+ {Bop +e[eg Bg —papl} As (3.35)

y para (3.10)
a; xa, =VA (€@, AP + [1 + 2€ ()] Ay + v (e?)} (3.36)

para esta ultima relacion hemos empleado la forma explicita del determinante z del gra-
diente del movimiento de S (z = lzzl =1+ (e9) + Ieﬁl), y partiendo de ella puede eva-
luarse [a; X a, |, resultando

la; xa, [ =VA {1+ 4e@)+vEe™}?, m>2
El vector normal unitario a la configuracion Z serd pues

= 1 = A <o 3 2
BTG o CHATT I 2 @IAT )

desarrollemos en serie de potencias de (€7) el primer factor del segundo miembro de esta
igualdad,

[T+4e@D+v(E)] 2=1-2e@)+v(m);

el vector normal unitario podra escribirse consecuentemente en la forma
a; =€, AM+ A3 + v (e™) (3.37)
Efectuando finalmente el producto escalar de las expresiones (3.35) y (3.37) se obtiene
bOlB = Baﬁ + € [557\ Fg[ﬂ + EZ; B)\B ‘—‘Pa,ﬁ] + v (e™) (3.38)
La estructura del tensor de curvatura de la superficie 2, segiin queda descrita en esta tltima
ecuacion, no refleja su simetria intrinseca. Para probarla serd suficiente demostrar la sime-
tria del vector ay g respecto de los indices a y § en funcién de las componentes del campo

de desplazamientos; particularizando (3.35) para € = 1 tendremos

agg = {Thg + [e4 Tig+ eap+ g Bg]} Ax + {Bag+ [l Bg — a5l As (3.39)

Permutando indices y restando las dos ecuaciones asi generadas obtendremos, ya en fun-
cion de las componentes de d (%) (para ello basta recordar las ecuaciones 3 .4):

%06 ~aga = {d" [['G, Thg + T p — By Bo, — T4, Ty — Th, o + BY By 1 -
~d® [T}g B4 + By — T2, Bg — B 1} A, +
+ {4 4, B,g+ By, 5 — T4, B,, —Bg 1} A, (3.40)

50



ura de Riemann-Chris—

tensor de curvat
q covariante del tensor

de los componentes del
6n de la derivad

Recordando la definicion
inicial asi como la expresi

toffel en la configuracion
de curvatura de S,

_ A A

Ry.\uﬁa - an,ﬂ - FZ:B,OL + Fglv Fuﬁ - F%v F[J.OL
—_ RA A A

B = Bhg * Thp Ba — Tos B

B,alg = Bap ™ F‘&B Buv - F':ﬁ BOLp, ’

de reescribirse en la forma siguiente:

la ecuacion (3.40) pue
_+ B} Bg, ] _d® [Byp ~BRll A

= {d’ [R?vﬁa - B% B,

a8 ~ 28
+wvwmm~BmmnA3

o bien, en componentes covariantes:
= {d" [R, 80 ~ B, g Boa " B,, B,gl — d3 [Bygip Bwla]} AN +

agg — 3
+ {d” [B,ai ~B,giol} A°, (3.41)
Codazzi-Gauss, particularizadas a la configuracion inicial
en toda

ocando las ecuaciones de
= 30

de referencia,
bre S a partir

se establece directamente la igualdad agg
de la ecuacion 3.1).

e cambio de curva
llada eliminar v (e

n las altimas lineas,
rizada

e inv
de la superficie
configuracion > generada soO

Sea ahora Xqp la forma linealizada del tensor d
de referencia, basta para obtener su expresion desarro

¢ = 1. Como este nuevo tensor, por lo demostrado €
ico lo definiremos en lo sucesivo mediante la ecuacion simet

tura de la superficie
myen (3.38)Y hacer
también ha de ser

simétr
1 1
XOLB = ,i_ (¢a’ﬁ + ng’a) — Lp?\ F:\XB + —2— (eg B)‘B + e% B}\Oi)] (342)

3.4.3. Generacion de las teorias derivadas

34.3.1 Teoria con cam bios de curvatura linealizados
omando como deforma-

inemadticas (332)t
de la superficie de refe-

nes C
rvatura

Esta teoria se basaria en las ecuacio
o cambios de cu

ciones de S las definidas en (3.33) y com
rencia los obtenidos en (3.42),¢s decir
(a) Tensor de deformacion de S
1 1
€af = 7 (eap + eﬁa) + 5 (Po ¥ * ey e’é)

(b) Tensor de cam bios de curvatura de S

Ko = XaB

‘ 1
B~ % (Pagp+ 9pe) —r Tag* 3 (e} Byg * < Ban)!

,. e
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Los sistemas lineales ez, Py XZ: y l//u quedan definidos en (3.4) y (3.31). En consecuen-
cia esta teoria ser{a una feoria no-lineal de liminas con inclusion de deformacion por
Cortante, basada en dos tnicas simplificaciones:

(1) las normales $¢ mantienen rectas durante todo el proceso de deformacion, y

(2) selinealizan los cambios de curvatura de la superficie de referencia.

3.4.3.2 Teoria de Sanders

Deriva directamente de la anterior, imponiendo una hipétesis adicional relativa a la
fraccion lineal del tensor de deformacién de S ¥ sus cambios de curvatura:

(3) se desprecian los términos de segundo orden en ef; dentro de Ia deformacién
y los términos en ef; B, , dentro de los cambios de curvatura de la superficie
de referencia, resultando

(a) Tensor de deformacion de S

| 1
€af 25 (eaﬁ + eﬁa) + Egaa vp

(b) Tensor de cambio de curarnirg de S

Kog = Xap

1
Xap =5 (Pap + 0p4) — iy T3g

esta teoria corresponde también a una teoria no-lineal con inclusién de deformacién por
cortante bajo la restriccion suplementaria (3).

3.4.3.3. Teortalineal

(a) Tensor de deformacion de S
Gaﬁ = % (eaﬂ + eﬁa)
(b) Tensor de cambios de curvatura de S

Kag =X

X =%(500t,ﬁ + Wﬁ,a) - [Sox Pz)\lﬁ + % (e}‘a Bg * “AB BQ)]

Finalmente, seria inmediato derivar ecuaciones cinematicas sin inclusién de deforma-
cidn por cortante dentro de las tres teorias descritas en las lineas anteriores. La hipétesis
de Love-Kirchhoff exige, seglin se vi6 en Ia seccién 3.3, )Eﬁ = l]/“ = 0, e imponiendo esta
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condicién en (3.32) se obtendrian los sistemas 6{‘3 (en realidad sélo e&"ﬁ resulta no-nulo)
deseados.

En el anexo B se ha incluido la obtencion de los términos de segundo orden en la ex-
presion de los cambios de curvatura de S; la implementacion de estas ecuaciones en las teo-
rias anteriores permitirfa ampliar la hipotesis (2) formulada en 3.4.3.1 hasta cambios de
curvatura con inclusion de efectos de segundo orden. Sin embargo, debe cuestionarse su
empleo siempre que esté asociado a un comportamiento transversal simplificado de la la-
mina como el expresado en la hipotesis (1).

Una anotacién suplementaria, y de considerable importancia, deriva igualmente de
esta simplificacion. Al linealizar el comportamiento transversal de la ldmina, puesto que en '
la serie (3.22) hemos retenido Gnicamente los términos de orden 7m, las componentes del
vector w (asociado al cambio de normal) formalmente definidas en el triedro a; correspon-
derdn a la fraccion lineal de sus componentes en el triedro inicial Aj. Esta propiedad se
demuestra facilmente a partir de las ecuaciones (3.5) ¥ (3.37) interpretadas en funcion del
cambio de variable (3.34):

a, = Ay + € &, Ay —9q A3)
a; =A; + €@ A)+v(E)

luego
w=w*a, + w’ a;

w=wE Ay + W Ay e [(WHEy+ W PN AL — (W) Al H U (e™) (3.43)
Realizando con w un cambio similar a (3.34) tendremos:
w=¢[W* A, + W Aj]+tv (™), m=>2 (3.44)

La ecuacion (3.44) demuestra que, en efecto, las componentes w! coinciden con las compo-
nentes de w linealizadas, y referidas al triedro A;. Ahora bien,

_ si las deformaciones transversales se han supuesto infinitesimales (esta
hipotesis estd implicita en la linealizacién de n*) serd licito admitir
que el vector w es también de orden €, y en lo sucesivo lo definiremos
como w = wi A;. (3.45)

4. COMPONENTES FISICAS E INTERPRETACION GEOMETRICA
4.1. Componentes fisicas de la deformacion de una lamina

En la presente secciéon supondremos la superficie de referencia inicialmente referida a
sus lineas de curvatura. Bajo esta condicion las coordenadas de superficie % seran principa-
les en su configuracién de referencia, y podrdn entonces definirse unas componentes fisicas
de cualquier sistema definido sobre el espacio bidimensional S como sigue

_ (Aaa ... Agg )1/2 Ta...ﬁ (4.1)

T
(a...B*y...a) A77 ---A66 Y yus®

Estas componentes fisicas pueden interpretarse como las correspondientes a un sistema
vectorial ortogonal unitario definido en cada punto de la superficie de referencia, en conse-
cuencia se obtendrin en sus correspondientes unidades dimensionales, de ahi su utilidad.
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Ademds adoptaremos, para describir todos los sistemas caracteristicos de la geometria
y cinemdtica de la ldmina, la denominada notacion convencional de Love. En esta notacion
las coordenadas curvilineas 6*, ahora ortogonales, vendran representadas por

01 o
02 = ! (4.2)
63 n
y el tensor métrico serd ahora
Ay A A A? 0 0
Ay, A A = 0 B? 0 (4.3)
Az A Aj 0 0 1

donde A y B son los médulos de los vectores naturales A, y A, . Se les denomina usual-
mente parametros de Lamé de la superficie. Los simbolos de Christoffe] del sistema curvi-
lineo adoptado se calculardn a partir de su definiciéon general,

AM A, tA —-A ]

-
F/.w o, (277 WY ,0

1
2

Elresultado se recoge en la siguiente tabla, en funcion de los pardmetros de Lamé.

TABLA 1

Simbolos de Christoffel de S, coordenadas principales

1 1 1 2 2 2
Fll Flz F22 I_‘ll F12 l—‘22

El siguiente paso en orden a detallar las ecuaciones cinemdticas de la ldmina consiste

en expresar los sistemas lineales e;‘, Y,y Xﬁ, ¥, en funcién de las componentes fisicas del

campo de desplazamientos d (6%) y del cambio de normal w 69):

de) u W) Wy
de3y w W(3) w,

relacionadas con sus componentes contravariantes por (4.1) y (4.3). Emplearemos las ecua-
ciones (3.4) y (3.31) con tal intencidén, resultando la siguiente tabla resumen (recuérdese
3.45).
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TABLA 2

indice covariante i 1 2
u A u B
eil _ﬁ-{- _iv-}- i _£ o 902‘
A AB Ry A A
v A v B
eiz ;Ol — ’ﬁu ;B-F _;au w
B B? B AB RB
W W
@; A(B———’a_) B(V___’E)
R, A Rg B
R w A w w B
)(.1 a’a+—’6 B+_ﬂ ___a,ﬁ #_";wﬁ
! A AB Rg A A
R w A w B w
x 2 5’0‘;_’60305 _ B_’@+ _’awa+__"7
' B B? B  AB Rg
Y A Lo _Ene g (9B “nb
' Ry A Rg B

En estas expresiones Ry, Rg son los radios de curvatura de la superficie de referencia
en su configuracion inicial segun las direcciones principales a,8 (lineas de curvatura de S).

Recordemos que el radio de curvatura R de una superficie T segin una direccion N es

I Abgg
R MW

Definiremos ahora, de forma andloga a lo realizado para las componentes fisicas de los
campos d y w, las componentes fisicas del tensor de deformacion de la ldimina:

[ * * P 1 = 1 o«

€y a2 6(13>T € 5 YoB §7aj

er .\ €/ e = | Lyx e L., (4.5)
@1y 2> "3 5 Y BB 5 7Bn ‘
* * * 1« * *

F(sn €32y €(33) |2 e 5 TnB ennJ

Este tensor, simétrico por definicion, tendra por forma explicita la expuesta en la ecua-
cién (3.32) adecuadamente traducida a componentes fisicas a partir de (4.1); el resultado

es el siguiente
- R
€ao =€qa TN Koo T Xl T

. (Kga+ X . R )
+ 12 ﬂi—"‘_"‘ + % [(Kg + Xaq)? + (Kgg + Xpgo)? + V2]
' o
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€gg = €pp + M [Kgg + Xgg] +

Kgg + X . . -
+ 172 _BBR‘Bﬁﬁ+ % [(Kaﬁ +X013)2 += (Kﬁﬂ + Xﬁﬁ)z + ll/é]

e L2 + w2 + w2
G wn,+2[wa+w6+wn]

(4.6)

Kag + kaﬁ N Kﬁa + f(ﬁa N
R, Rﬁ

Yo = Tap + M [2Kyp + Xop + Xgal + 1’
+ (Kag + Xgq) Kag +Xop) + (Kgg + Xpo) (Kgg + Xgg) + Vo Vg
7&"” =wWo + 1 [w, o+ W, Xoa + wg )Acﬁa —w, ‘I;a]

Yoy = Wp + M@y g+ Wy Xag +wpRgg — w, Ug]

En estas seis ecuaciones aparecen las componentes fisicas del tensor de deformacién
de la superficie de referencia y las del tensor de cambio de curvatura asf como las de los
sistemas )Acﬁ y \0#, caracteristicas de la deformacion transversal de la ldmina. Todos ellos
pueden reducirse a componentes fisicas del campo d y del cambio de normal w. Basta para
ello emplear la Tabla 2 apoyada en las ecuaciones (3.33) y (3.42), si se adopta una teoria
con cambios de curvatura linealizados. El resultado seria el siguiente,

(1) Tensor de deformacién de S

1
€aa = Caq 5 leda + €fo + w21

g = cpp + 5 ledp + efg + 3] 4.7.1)

Yap = Cap T €ga + [Cqa Cap T Cga €p + o vgl

(2) Tensor de cambios de curvatura de s

Koo = Mo
Kag = Xag (4.7.2)
Kgp = Xgg

Los sistemas lineales que aparecen tanto en las ecuaciones de la l4mina (4.6) como en
las de la superficie de referencia (4.7), expresados en componentes fisicas, se explicitan en
funcién de las componentesde d y w en la siguiente tabla.
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Tabla 3

indice i
(compenentes o g
fisicas)
u B
e . li:g+lv+lv_ _l@,;_ﬁv
ai A AB R, B AB
A v
eg; Vo 2B VB, Ba W
A AB B  AB Ry
u Wa v V8
vi R, A Rg B
A + B
N 1 (v, P8 ApeatBavs,
Xai %‘—“H—’ﬁw 4 o 2| B A AB
: A AB Re
€
, GoB | Ba
R, Rg
L{%ag, #pa Ap¥at Dot
2 B A AB
xﬁi m+B_‘a¢ +eﬁ_ﬁ
B AB'% R
L Caf 4 Ba B
R, Rg
iou Qa,a+ﬂw +_w_” wa,ﬁ_]_g_,oiw
A AB PR, B AB
5(31 wﬁ’a_éﬁwa wﬁ,ﬁ+B~,Olwa+wn
A AB B AB Rﬁ
Vi Yo Pna “p_“nb
R, A Rg B

Conviene anotar la no-simetria de los sistemas €y, )A(M cuando el sistema X, (ten-
sor de cambio de curvatura de S linealizado) si la posee. Si ademds se recqerdan las ecua-
ciones (3.4) y (3.31) se deduce de ellas que los sistemas €x,, Py Y Xaus Y, se generan a
partir de un mismo operador diferencial aplicado alternativamente a los vectores despla-
zamiento d y cambio de normal w. Esta propiedad queda en evidencia en la tabla anterior.

4 2. Interpretacion geométrica

A lo largo de los cdlculos anteriores han ido definiéndose unos sistemas tensoriales
fundamentales para la descripcion de la deformaciéon generalizada de la superficie de re-
ferencia, y por el tipo de formulacion adoptada estos tensores (€qp, Kqg) han resultado
bésicos para la definicion de la cinemdtica laminar, junto con unos sistemas auxiliares cuya
finalidad era aportar mayor concision a nuestros desarrollos (por ejemplo )22, J/u ).
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Sin embargo estas definiciones auxiliares también responden a determinadas propie-
dades de la cinemdtica del medio, y es objeto de esta seccidn el realizar su interpretacién
geométrica. Comenzaremos por estudiar los cambios inducidos por el campo de despla-
zamientos sobre la propia superficie de referencia y posteriormente nos interesaremos por
el cambio de normal.

4.2 1. Extension de la superficie de referencia

Sea I" una curva trazada sobre S, ¥y ¥ CZ su curva homéloga al imponer el campo de
desplazamientos d (0%). Las longitudes de un segmento elemental de la curva en ambas con-
figuraciones de la superficie de referencia serdn respectivamente:

ds? = do% A, 40P
do? = df%a,qd6P

(4.8)

Si € es un escalar que define la extension, o alargamiento unitario, del segmento elemental
de I' tendremos directamente

do=(1+e€)ds (4.9)
Utilizando las dos ecuaciones anteriores y recordando la definicion (3.6) del tensor de defor-

macion de S podremos expresar la extensién de I", de vector unitario tangente A, en funciéon
del sistema €ag:

o
A= Av Ay » A¥ U (4.10)
ds
ey =[1+2 A%, AB]"12 (4.11)

Sea ¢ la forma cuadrdtica A% -eagAB, la extension de S en la direccion A podrad escri-
birse como serie de potencias de ¢. Basta desarrollar, para ello, la expresion (4.1 1) en serie
de Taylor, resultando '

=¢— > (—¢)N 4.12.

€y = ¢ N=2( )" ay ( a)
N-1

ay = T (2M — 1)/N! (4.12.b)
=1

En consecuencia las extensiones de la superficie de referencia de la ldimina en las direc-
ciones coordenadas podrdn escribirse directamente como serie de potencias de las compo-
nentes €., de su tensor de deformacion:

2 3
€ € €
€pg =21 [fa ) 1 faa ] (4.13)
o Aaa 2 AO(O( 2 AOiOl
puesto que en las direcciones anteriores se cumple
A=A, /Auq

La ecuacién (4.13) es extensiva a todo el espacio laminar; si nos interesamos ahora por la
fraccidn lineal de estas elongaciones deberemos recurrir a la ecuacién (3.33),
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€aB 2—;— (eaﬁ + eﬁa) + v (€?)

luego
e
eAa=_"ﬂ+u(em) ) (4.14)
ax
e
por lo tanto las elongaciones linealizadas de S en las direcciones coordenadas valdrdn —aa
(640

quedando grafiada esta propiedad a continuacion.

Fig. 4.1.

siendo V Agq d0% el segmento elemental de linea coordenada 0.

4.2.2 Distorsion angular de la superficie de referencia

Sean ahora /A, I1 dos vectores unitarios tangentes a S en un punto R (6%). El dngulo
formado por ambos vectores en las configuraciones inicial y deformada podréa calcularse
a partir de su producto escalar, obteniendo respectivamente

— %
cos = A Aaﬁ 1 4.15)

cos w = A%a,g #

Siahora A2, ) representa la disminucion angular sufrida por las direcciones A1l traza-
das sobre S, al imponer el campo de desplazamientos. Podremos, por diferencia entre las
ecuaciones (4.15) y utilizando la férmula de transformacién de una resta de cosenos en pro-
ducto de senos, escribir:

sen%AQ(A,H) - sen [Q+ %AQ(A,H)} = A% €4 e (4.16)

ecuaciéon que puede a su vez expresarse en forma de serie de potencias del argumento

1 AQ(A’H) como sigue

2 \
1 ? 1[1 ¥
+ {5 AQ(A’H)] -cosQ—g l:—z— AQ(A’H)} -sen §2 ... (4.17)

Particularizando nuevamente esta ultima ecuacion a las direcciones coordenadas obtendre-
mos la definicion de la disminucion angular registrada entre éstas, en funcién de la compo-
nente €,, del tensor de deformacion de S:
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€2 A
2“_—‘A‘Q(ANM) VA AL t
VA, A, 11 A

1 Ap 1 A
+ = [AQ P— 1 AQ & l/‘
2 (Al,Az) \/A“ A22 12 (AI:A2) All A22

S
All A22

0 bien, dividiendo por sen § = }

1

€12 A,
2T My ay =A% 4] -

VA 2VA

De esta ultima ecuacién puede deducirse la fraccién lineal de Ia disminucién angular su-
frida por las direcciones coordenadas. Para ello procederemos como anteriormente, apo-
yando nuestro cédlculo en la ecuacién (3.33):

[AQp, 4P - (4.18)

1
VA

(en+ezl)=AQ(A1,A2)+v(em) , m=2 (4.19)

Nuevamente la distorsion angular linealizada de S referida a sus direcciones coordenadas

serd directamente (€12 + €;1), su representacion grifica se proporciona a continua-

cién.

Fig. 4.2,

4.2.3. Deflexiones de la superficie de referencia

En los dos apartados anteriores nos hemos interesado por la descripcidn de las variacio-
nes geométricas de S, por ello tanto sus extensiones como su distorsién se han interpreta-
do en funcién del tensor de deformacién de la superficie de referencia. Sin embargo, esta
descripcion solo es relativa a los cambios de geometria interna, prueba de ello es su rela-
cién directa con el cambio de métrica de S, v la deformacién espacial de ésta debe estu-
diarse a partir de sus deflexiones, es decir las rotaciones registradas por sus lineas coorde-
nadas dentro del plano normal a S. Para ello formaremos los siguientes productos vecto-
riales

Oy = Ag X 3y, (4.20)

siendo a, la componente de a, contenida dentro del plano normal a S definido por los
vectores A, v Aj; por (3.5) su expresion en el triedro de referencia inicial serd:

3y =78 Ay — 9y As (4.21)
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luego los vectores ), serdn directamente
_ A
Vo = €ars A" Pa (4.22)
Sea ¢, la deflexion de la linea coordenada 6%, es decir el giro de su vector tangente

A, dentro del plano normal a S que la contiene. Utilizando directamente la definicion
(4.20) se puede escribir

lwﬂl = |Aa| . |5a| 'Sen¢a
y recurriendo a su vez a (4.21)
® 2 | 1/2
o
lon| = A - |1+ 2 ey + (e3)? + ( ) - sen g (4.23)
V Aa

Pero este médulo también puede evaluarse a partir de (4.22), y utilizando las propie-
dades del sistema €, asi como la definicion de AM expuestas en el anexo A, se llega fd-
cilmente a:

10| =l - VAga (4.24)

Comparando las ecuaciones (4.23) y (4.24) se obtiene una relaciéon definitoria de la de-
flexién ¢, esta es

Yol 114 2e@ w12, (4.25)

sen ¢, =
(6464
l @y |

Aga
Su representacion gréfica, apoyada en la ecuacion vectorial (4.22) que nos permite orientar
vectores, . se adjunta seguidamente.

y las deflexiones linedlizadas de las lineas coordenadas de S valdrdn precisamente

Fig 4.3.

4.2.4. Rotacion de la normal a S

La hip6tesis cinemdtica (1) formulada en la seccion 3.3, relativa al tipo de deformacion
transversal de la ldmina exige que los segmentos normales a S se mantengan rectilineos en
la configuracién deformada, pero no coarta su giro respecto a la normal a 2. Para evaluar
esta rotacion, diréctamente relacionada con los deslizamientos 75‘:” y 7En en (n = 0), basta
evaluar '

a; -ng=n(l+w;) (4.26)
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donde ﬁ&“ es la componente del vector n* dentro del plano normal a ¥ definido por los
vectores a; y a, . Por otra parte se cumplird

a3 -ng =laz |- |nk| cos 2, (4.27)
siendo 24 el dngulo formado por a, y ﬁ&", es decir la rotacion de la normal a T dentro del
plano de estudio (la normal a S ha girado, ademads, el correspondiente valor de la deflexién

anteriormente obtenido). Desarrollando (4.27) e igualando el resultado a (4.26) obten-
dremos

n(1+ws)=n[wwy + (1+w3)2]"2 cos @, ,

luego, elevando ai cuadrado ambos miembros de esta igualdad se llega a la siguiente ecua-
cion de definicion del dngulo buscado:

0=w*w, —sen® Qg [w* wy, + (1 + wy)?],

luego

wo W
sen 2, = (4.28)

W wy + (1 + wy)?

Aplicando a esta ultima expresién el proceso de linealizacion empleddo en los apartados
anteriores se llega a la siguiente relacion

Qy =VWew, +v(Em)  m=2 (4.29)

La ecuacion (4.28) describe exactamente la rotacién 2, sufrida por la normala X, y (4.29)
proporciona su expresidon linealizada cuya interpretaciéon grdafica serfa la recogida en la
figura 4.4.

4.2.5. Aplicacién a componen tes fisicas

Las expresiones correspondientes a la utilizacién de la notacidon convencional en la
interpretacién geométrica de la cinemdtica de S se indican a continuacién en forma de
tabla. Debe recordarse que ahora las lineas coordenadas son direcciones principales de la
superficie de referencia en su configuracién, inicial, quedando entonces ésta referida a sus
lineas de curvatura.

Las relaciones existentes entre componentes fisicas y tensoriales quedarian todas re-
sumidas en (4.1).
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Tabla 4

Direccion coordenada o §
Extensiones linealizadas Caa epp
Distorsion linealizada €fa €ap
Defelxiones linealizadas Vo B
Rotacién de la normal linealizada Wy wg

A la luz de las interpretaciones geométricas expuestas en la tabla 4 puede explicitarse
cada uno de los elementos definitorios del tensor de deformacion de la 1dmina, resumidos
en las ecuaciones (4.6) y (4.7) en componentes fisicas (andlogas interpretaciones se aplica-
rian a su version tensorial expuesta en el sistema 3.32).

Por ejemplo el elemento €yq del tensor de deformacion de la superficie de referencia
podra descomponerse en dos sumandos:
(1) una fraccién lineal, coincidente con la elongacion linealizada de S en la direc-
cidn « : eqos Y
(2) una fracciéon no-lineal igual a la semi-suma de los cuadrados de las elongaciones,

distorsiones y deflexiones linealizadas de S segiin esta misma direccion:

1
5 [eéa + eéa + 921

Noétese que en la teoria de Sanders esta fraccion no-lineal se reduciria a la mitad del
cuadrado de la deflexion linealizada ¢y, .

ANEXO A
A.1. Geometria intrinseca de una superficie

Por lo expuesto en la introduccion, resulta obvio que la superficie de referencia va
a jugar un papel determinante en la descripcion de la cinemdtica de la lamina. En esta sec-
cion se recogen los fundamentos de la geometria diferencial de una superficie, paso previo
a un andlisis cinematico de la deformacién bidimensional de una lamina.

A.1.1. Vectores naturales

Consideremos una superficie X, perteneciente al espacio tridimensional Euclideo, y
representada por una ecuacion paramétrica del tipo

r=r(0%),

donde r es el vector posicién de los puntos de la superficie. Admitiremos en lo sucesivo
que los indices griegos toman los valores 1 6 2, mientras que los indices latinos pueden
valer 1,2 6 3. Los vectores naturales de > se definen como

=r, = (A.1)

or
o] aoa'
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El vector a; serd tangente a la curva 62 = Cste, y a, serd tangente a la curva ! =
= Cste. Se deduce que estardn en el plano tangente a la superficie 2 en el punto {6“} consi-
derado. Siempre que se cumpla

a,; xa, #0 (A.2)

diremos que estamos en un punto ordinario. En caso contrario hablaremos de un punto
singular.

A.1.2. Transformacién de coordenadas sobre una superficie
Sean 6P las nuevas coordenadas, se definirdn a través de la ecuaciéon
6% =0 (§P) (A.3)

Supondremos ademds que la transformacién definida por (A.3) es regular, es decir

9 0%

Y #0 (A.4)

de tal forma que exista, localmente, la transformacién inversa
6% =g« (98 (A.5)
Los elementos diferenciales serdn

9o _ _
doe =29 4pb  gpe =39 (A.6)
2 68 90

Adoptaremo_s también el criterio de indicar todas las cantidades referidas al sistema
de coordenadas 8% mediante una barra sobre el correspondiente simbolo, por ejemplo
a,, para los vectores naturales.

A.1.3. Tensores de superficie

Las ecuaciones (A.6) rigen la transformacion de elementos diferenciales sobre la su-
perficie, y pueden sugerir la definicién de tensores en un dominio bidimensional (como
la superficie Z) mediante la transformacién

rieas _ 308 g 5% 5 6m AL S PO
Oy ...0p d 0&1 d 00!1- 9 '6“51 0 555 61 Br

(A.7)
‘71,..q528061 . 2 08 58M _“6575 51 ...8
Ay ...0p aaal “agar 8051 8055 ﬁl Bl‘

quedando implicita toda la terminologia usual del an4lisis tensorial.



A.1.4. Curvas sobre una superficie

Una curva sobre una superficie (Fig. A.1) puede definirse, a través de su representacion
paramétrica, en la forma

0o = 0% (1) (A.8)

La direccién tangente a esta curva viene definida por

dr _ do% _ do¢

@ Sedar de e (A2

La magnitud de esta derivada dependerd obviamente de la parametrizacion adoptada.

Fig. A.1.

Evidentemente, la tangente a la curva en el punto r (ordinario) estd contenida en el
plano tangente a ~ en r, definido por los vectores a, y a, . Podemos en consecuencia hablar
de vectores tangentes a la superficie, o vectores de superficie. Cualquier vector v tangente a
¥ podrd expresarse como combinacion lineal de los vectores naturales a,, que son lineal-
mente independientes en virtud de (A.2):

v=v"a, (A.10)

en esta ecuacion v¥ serdn las componentes contravariantes del vector v.

A.1.5. Laprimera forma fundamental

El elemento de arco de una curva trazada sobre la superficie 2 puede calcularse, en
el espacio tridimensional Euclideo, por

do? =dr . dr = (d0%r ) - (r g dOF)
= d0® a,, - ag d6P (A.11)
= d0% ayg d6P
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con

a3 = ay - ag (A.12)

La forma cuadrdtica dﬁaaaﬁd()ﬁ se denomina primera forma fundamental de la super-
ficie, los términos ayp son por definicion las componentes covariantes del tensor métrico
del dominio bidimensional .

Por ser conmutativo el producto escalar de vectores, el tensor métrico resulta ser simé-
trico. Sea a el determinante de la matriz [aaﬁ],

a=|aa5| (A.13)
las condiciones (A.2) impuestas en los puntos ordinarios implican
a¥+0 (A.14)

luego la matriz [aaﬂ] tendrd una inversa [aaﬁ], con

jo8 — A%
a

(A.15)

donde A%P ¢s el cofactor de agpg en el desarrollo del determinante (A.13). Definiremos los
vectores naturales (contravariantes) a®, conjugados de los vectores naturales (covariantes)
aﬁ, medijante

a% = 3B ag (A.16)

De esta ecuacion se deduce directamente

a%h = g (A.17)

a® sers el tensor conjugado de a8 también simétrico. Como puede comprobarse sobre las
ecuaciones (A.12) y (A.17), tendremos

44 — Sa
a -33—55 (A.18.1)
an — fQ
a a)\ﬁ—ﬁﬁ (A.18.2)
Donde 6% es el tensor delta, de Kronecker. El tensor métrico puede en consecuencia

servir para “subir o bajat” indices, y se utiliza para calcular la longitud (norma) |v| de
cualquier vector v de la superficie:

— v -
v=v*a, =v,a

(A.19)
VI= [ ag) - (F a)]2 = (v 2y V)1 12 = (v, a® vg)!/2
El coseno del dngulo formado por dos vectores de la superficie u, v se obtiene a partir

del producto escalar (en el espacio tridimensional Euclideo)

a g
u-v _ U dapV (A.20)

s V) = T Tl
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El elemento diferencial de drea sobre la superficie puede a su vez obtenerse del pro-
ducto vectorial de vectores infinitesimales sobre a; y a, :

d% = |(a, x a,)| 0! d6% =Va d' dO? (A.21)

La primera forma fundamental contiene informacién sobre la métrica interna de la su-

perficie, pero no (en general) sobre la curvatura (luego la forma) de Z en el espacio tridi-
mensional en el que estd contenida.

A_1.6. Derivacion covariante. El tensor de curvatura de Riemann-Christoffel

La existencia de un tensor métrico nos permite definir (en el dominio bidimensional)
una diferenciaciéon covariante:

-

Taly = Tay — Ty In
1§, =19, 17, T
By =Ty * TR To — Ty 1 (A.22)
Ta% = To‘g + 'Y T8 + ny TON
Togly = Togy — Fzy Toa — Fz)\z'y T\p

con los simbolos de Christoffel de 2:

Fag ™ Rap & =~ % 85 | (A23)
{ :
F(Xﬁu - a'YV F’&B :;(aal’»ﬁ & aBVaa o aaB:V) S

En (A.22) la diferenciacion covariante se indica mediante una simple raya vertical (1);
aplicando (A.22.4,5) a los tensores a®h Y 2y se deduce inmediatamente

a®f =aggpy =0 (A.24)

resultado conocido que nos indica que la derivada covariante del tensor métrico es nula
(Teorema de Ricci). El cdlculo de la derivada covariante de segundo orden conduce a

= A .
Taigy = Tap —Tap TV, — Ty (T~ Tiup T
— T4 (Tg,— Tou T
Permutando los indices B,y y restando ambas expresiones se obtiene
_ — DA
Talpy = Talyg = (Toyp — Tagy + Tay Tug—Tag L)) Th = Riapy Ta L-23)

El sistema Rx'aﬁy definido por la ecuacion anterior se denomina tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel, deduciéndose que un dominio bidimensional la derivacién covariante
resulta no ser conmutativa. El tensor covariante de cuarto orden asociado al tensor de cur-
vatura de Riemann-Christoffel se definird de la forma siguiente

Regys = 3an R'gy, (A.26)
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Se demuestra facilmente a partir de (A.25) y (A.26) que las componentes de ROZBW
son bien nulas, bien expresables en términos de R, 1, Gnicamente.
A.2. Geometria externa de una superficie
A.2.1. El sistema€ y la normal ala superficie

Definiremos en este apartado el sistema €, también conocido como tensor de permu-
tacion, a partir del producto vectorial

a, Xag =€3qpa° , (A.27)

siendo a3 = a, el vector unitario normad a 2, definido por

a; Xa,

(A.28)
Va

as

puesto que, segun se vi6 en (A.21) el médulo de a, x a, coincide con la raiz cuadrada del
determinante del tensor métrico. De este modo ha quedado ampliado el sistema a, de tal
forma que la terna de vectores a;- forme en cada punto de Z un triedro, o base local. Por la
definicién del vector normal dada en (A.28) tendremos

a; -az = | (A.29)
Derivando parcialmente respecto de 8% se obtiene
a3 * as’a = O (A30)

lo que demuestra que el vector a3 o €s ortogonal a la direccién normal a la superficie, luego
paralelo a su plano tangente. Por otra parte, y utilizando la definicion de a,, también se
cumplird

a3 -aq =0 (A.31)

Volviendo a las propiedades del sistema €, tendremos las siguientes relaciones directa-
mente basadas en (A.27):

a; Xa, =€y, a°
a; Xa; =€, a°

A; X a3 = €4,3 al

y en virtud de (A.28) y de las conocidas propiedades del producto vectorial resultan las si-
guientes definiciones caracteristicas del tensor de permutacién:

€ a5 = Va = — €3 ...

€aas =0=¢€q3q ...

(A.32)

)
¢

A.2.2. La segunda forma fundamen tal
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Para estudiar la curvatura de una superficie es conveniente formar el producto escalar
dr - da; anotando que ambos vectores diferenciales estdn contenidos en el plano tangente

ax,
—dr - daz = — (ag dga) : (33,5 dOﬁ)

= — d0% aq - a5, d6P e
Derivando parcialmente (A.31) respecto de 08 tendremos
a8 -aq T as -y p = 0 (A.34)
luego (A.33) podrd reescribirse como sigue:
_dr -da; =d6% a; -a, g 0 = d6% by a6 (A.35)

La forma cuadratica d@abaﬁdGB se define como la segunda forma fundamental de la super-
ficie. El sistema bqgg se comportard como los tensores de superficie en el espacio tangente

ax.

Sea b%‘ el tensor mixto definido sobre el sistema anterior, se cumplird
Q — O\
bB a b?\ﬁ
Se define como curvatura media de Z a la mitad del primer invariante de este sistema:

2
 b?, (A.36)

K = [b§] = [Dag] (A.37)

H y K son invariantes de 2; a través de (A.26)y (A.37) quedan definidos en funcion de los
elementos caracteristicos de la segunda forma fundamental.

A.2.3. La formula de Gauss-Weingarten

Hemos construido en cada punto ordinario de la superficie una terna de vectores ba-
se, a;. Vamos a definir ahora las derivadas parciales de estos vectores respecto de la coorde-
nada de superficie 6% como combinaciéon lineal de los propios vectores base. Por (A.30)
sabemos que los vectores az o estan contenidos en el plano tangente a ¥, luego existirdn

unos coeficientes k} tales que
as,q = ki ax (A.38)

Para determinar estos coeficientes multiplicaremos ambos miembros de esta ecuacion por
ag, y aplicaremos seguidamente (A.34). El resultado es el siguiente:

_ _ 1A
ag -3 q = — 33 "dq,f Ko a4
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luego

—bag = ka a4
Llevando a (A.38) se obtiene la conocida formula de Weingarten:
agq = —bYa, (A.39)
En cuando a las derivadas de los vectores naturales de 2, podemos escribir
a5 = ngB a, t 844 a3 (A.30)

Multiplicando ambos miembros de (A.40) por a, y a; separadamente y utilizando los
resultados expuestos en (A.23) y (A.35) se obtienen las siguientes identidades:

Y =Y
FaB SaB
baB = Saﬂ
La férmula de Gauss se expresa a continuacién como

a6 = I'gga, + byp a; (A.41)

A.2.4. Las ecuaciones de Codazzi-Gauss

La ecuacidon (A.41) explicita la simetria del sistema a8, O beg, segln se desee. Esta
propiedad se hereda directamente de la definicién de los vectores naturales de 2 si se admite
que el vector posicion cumple el teorema de Schwartz. Imponiendo esta condicién al siste-
ma a,, lo cual seria equivalente a exigir que r fuera derivable hasta el tercer orden con conti-
nuidad en todas estas derivadas, tendremos

a4 af — A o =0 (A.42)

Partiendo de (A.41) tendremos, tras aplicar las formulas de Gauss y Weingarten sucesi-
vamente,

T {Fia,ﬁ F an F;ﬁ —bra bE} a, + {an b’yﬁ + bxa,ﬁ} a3 (A.43)
y llevando a (A.42) resulta
ahyaﬁ —a)\sﬁa - {vaﬂa - (b7\01 bZ{ - b}\ﬁ bl&)} al)

& (b)\alB = b)\ﬁla) az = 0

En consecuencia en cada punto ordinario de £ deberdn anularse las tres componentes
de esta ecuacién separadamente. Ello proporciona las ecuaciones de Codazzi-Gauss de la
superficie:

b —b =0
Aalf T Ao (A.44)
Raﬁ*yv :ba'y va - bau bﬁy

Tan solo dos ecuaciones de Codazzi y una de Gauss son independientes, éstas son
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biil, —byal =0 :
byaly — bzl =0 (A.45)

Riz12 =byy b '(b12)2

Ademds, la ecuaciéon de Gauss nos permite definir el tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel en funcién de la curvatura total de Z. En efecto, recordando (A.37) tendremos
directamente

Ry, =Ka ' (A.46)

Las ecuaciones de Codazzi-Gauss constituyen condiciones necesarias y suficientes para que,
dado un conjunto de funciones bgg, eXista una superficie cuya segunda forma fundamental
sea precisamente la definida por este sistema.

A.2.5. La tercera forma fundamental

En algunas ocasiones puede ser util recurrir a una tercera forma fundamental de Z, de-
finida ésta por

day - da, = (b} a, d6%) - (b4 a, dOF) (A.47)
= d0% b)) by g d6°
= d6% c,g doP (A.48)

La ecuacién (A.48) define completamente la tercera forma fundamental de la super-
ficie. Sus coeficientes se calculan a partir del sistema b : puede expresarse como sigue

CaB = ba b7\6 =2H b(xﬁ — Kaaﬁ (A.49)

A.3. Curvas sobre una superficie

Sea y una curva trazada sobre una superficie 2, y parametrizada en o (longitud de ar-
co). El vector unitario tangente a esta curva es, segun (A.9)

A= 3_';: A a, (A.50)
con
[0
AQ :%‘% (A.51)

La curva y tendrd una curvatura x (o) definida por la ecuacion de Frénét

d}\=K (A.52)

x = e
H do

siendo M el vector unitario conocido como normal principal de la curva, y K el vector de
curvatura de y. Utilizando (A.50) y la férmula de Gauss, este ultimo puede expresarse en el
triedro local como sigue
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B ;i
K= o dat A% ag g ciiio= (% +A* T2 kﬁ) a, + A% byg Ma, (A3

La curvatura normal de la superficie, en el punto r por el cual pasa la curva v, se define por
Xmy =K -2;3 =A% by AP (A.54)

Esta curvatura depende, obviamente, de la direcciéon de la tangente a la curva v enr,
pero permanece invariante para todas las curvas que tienen la misma tangente en el punto
considerado. (Teorema de Meusnier).

Como A es un vector unitario tendremos
A2 =\ a5 N =1 (A.55)

Multiplicando por A% aap A8 (equivalente a la unidad) el primer miembro de (A.54)
se obtiene, restando ambos miembros de la igualdad

A (baﬁ - X 3a5) )\ﬁ =0 (A.56)

Esta ecuacion en A% suministra las direcciones segun las cuales la curvatura normal
tiene un valor determinado X(ny- Por otro lado Xm) Vvaria continuamente en la direccion
de la tangente, en general, y se plantea la cuestion de determinar los valores extremos
adoptados en cada punto por la curvatura normal. Utilizando el método de los multiplica-
dores de Lagrange se obtiene la ecuaciéon deseada:

(bag —¢ ag5) M =0 (A.57)

Para que este sistema homogéneo, lineal en A8 tenga soluciones no-triviales, X(n)
deberd ser solucién de la ecuacion

Ibag — ¢ a8 =0 (A.58)
Desarrollando esta ultima expresion se obtiene
laggl 9% —a%F by laggl ¢ + [bggl =0 (A.59)

Utilizando ahora la definicién de los invariantes K v H dada en las ecuaciones (A.36)
vy (A.37), esta ecuacién se reduce a

$2 —2H¢ + K =0 (A.60)
Las raices de (A.60) deberdn satisfacer las ecuaciones
Xt X =2H

(A.61)
Xa) * X2y =K

X(1) ¥ X(2) se denominan curvaturas principales de la superficie en el punto considerado, y
las direcciones asociadas direcciones principales. Escribamos nuevamente la ecuacién (A.57)
para cada una de las dos direcciones principales,
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(bag — X1y 2ap) Ny =0

8 (A.62)
(bag —X(2) 2ap) M) =0
Eliminando bozB entre ambas se deduce
Xy — X A% 2ap M) =0 (A.63)

y si r no es un punto umbilical (en tal caso todas las direcciones son principales se tendra
X(1) # X(2) luego

En otros términos, las direcciones principales son ortogonales. Definiremos a conti-
nuacion los radios principales de curvatura COmo

R, =_
2
X)
(A.65)
R, =— _1_
X@2)

El signo negativo se ha introducido para adecuar la definicién de radio de curvatura
al siguiente criterio de signos:

_ 1os radios de curvatura se tomaran como positivos cuando el vector unitario normal
se aleje del centro de curvatura. Las curvas tangentes en todo punto a las direccio-
nes principales de la superficie se denominarén lineas de curvatura.

Si X1y +* X2)> las lineas de curvatura se obtendrdn de (A.57) sustituyendo A8 por
RLL y eliminando X entre las dos ecuaciones del sistema

b,gdof a,p doP 1 0 (A.66)
bog d0f  asp d0F | [ X 0

Soluciones no triviales de esta ecuaciéon matricial exigen que se anule su determinante.
Si se desarrollan los cédlculos correspondientes se obtiene

(byy ajp — bya ay;) d0! d01 + (b8, — by a;,)d0? d6? +

+ (by; 2 — by ay,)dO! d6* =0 (A.67)

Las lineas de curvatura, en virtud de (A.64), seran ortogonales, luego sobre ellas se
cumplird

a;, =0 (A.68)
Llevando este resultado a (A.67) resulta
by, (ag, d0% d6? —a;, d6! d6')+ (byy axn — b2 a,,)do! de? =0
Esta ultima ecuacion diferencial deberd cumplirse indiferentemente sobre las lineas

g1 = Cst y 62 = C**°, es decir para d0' =0y df? = 0 por separado. Esta observacion exi-
ge que sobre las lineas de curvatura se verifique también '
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b, =0 (A.69)

Las condiciones (A.68) y (A.69) son necesarias y suficientes para que un sistema cur-
vilineo sea de lineas de curvatura. Estas condiciones resultan satisfechas por todos los siste-
mas ortogonales que se tracen sobre el plano o la esfera.

ANEXO B
B.1. El tensor de curvatura de >

En el apartado 3.4.1 se anuncié la ampliacién del sistema Xqp @ términos no-lineales
de segundo orden, con la intencidon de poder construir una teoria cinemdtica mds completa
que la basada en la linealizacién de los cambios de curvatura de S.

Para obtener las distintas fracciones no-lineales del sistema Kap procederemos de la
siguiente forma: en primer lugar obtendremos una nueva expresion del tensor byg sobre la
que puedan identificarse comodamente los sumandos de distinto orden que lo configuran
(en la ecuacién 3.13 este sistema se di6 en forma compacta, quedando implicita su estruc-
tura no-lineal). En la seccion siguiente se particularizard este resultado a m = 2, siendo m
el orden mdximo considerado dentro del desarrollo de beg en serie de potencias de €, gene-
rado a partir del cambio

Partiremos pues de la ecuacién de definicién del tensor bag

baﬁ = a3 ° aa,ﬁ
recordando (3.8) y (3.10) tendremos

ag,p = {Lap+ [y Thg + ) g+ v, Bg1} Ay + {Bag + [ef B,g — v p]} As (B.1)

[A o o "A
a; = Vg {on * Loy ef — ¢, e$1} AN + 2 \,; A3 (B.2)

Estudiemos en primer lugar el factor |/ % . El determinante del tensor métrico en la

configuracién deformada ¥ puede expresarse en funcién de A y de los sistemas ¢, e?.
Para ello basta partir de la ecuacién

QB = Aaﬁ + 2 Eaﬁ (B.3)
Desarrollando el determinante de la matriz [aaﬁ] obtendremos:
a=lagg|=A+ 2A-A‘”’eav+4|6

UVI

por lo que

gyl | 2
= [l+2A‘”’e”+4 /:” J (B.4.1)

NS

s iz . . €
Esta ultima expresién puede desarrollarse en serie de potencias de A%V €, + 2'—2”—[, re-
sultando:

A - [ N J(—I)N ( lewl)N
=14+ 3 I M—1) |=—L (A%e,, +2 (B.4.2)
a N=1 1 N! A
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conviene ahora agrupar, dentro de esta ultima expresion, los distintos sumandos de esta
serie segiin su orden respectivo. Para ello comenzaremos por definir la estructura de los
escalares A°” €,, v |€4, | Recordando la ecuacion (3.33) tendremos

2
€ap :’Z‘ (Cqp + €ga) + % (Lo P T € )

ecuaciéon que puede reagruparse en la forma
1
€aB =5 (e Lyp + €? Ngg) (B.5)

siendo respectivamente Lqog ¥ Nqog las fracciones lineales y de segundo orden del tensor de
deformacién de la superficie de referencia. Nos interesaremos ahora por

AP e g = % (€ A% Lyg + €2 A% Ngp)
- % [e (A% ggo + AB% &) + €2 A% Nog]

aplicando las propiedades del tensor métrico a la fraccion lineal de esta expresion y desa-
rrollando la estructura de Ngg se obtiene ’

2
A ep=c (%) + % (A% 5o pg + AY T T,0)

donde €% es el primer invariante del tensor €. Si ahora se desarrolla explicitamente el
Gltimo sumando en €2 y se realizan posteriormente las oportunas condensaciones y con-
tracciones indiciales se puede volver a expresar en la forma siguiente

(€21 — €12 )?

por lo que
- 2 o 5. 5.1
A eyp =€ (&) + % 0, 97 + el + [“’AJE]_

El determinante del sistema €,g, a partir de la expresion (B.5), serd a su vez

(B.6)

fum—

S {e?|L,, |+ € L N,, +€* INg, I}
4 (B.7.1)
L

Lav = | aul'LOV

|e

av

" donde el término de segundo orden resulta valer
Ll I =18, | — = Gar = E0)? (B.7.2)
4 o av 4

Las ecuaciones (B.4), (B.6) y (B.7) permiten evaluar completamente el factor \/—T‘g,
como serie de potencias de €:

0 N
V—é =1+ 3 [PI (2M—1)i|(—_i)— fe (&) +
M N!

3 - 4
+e? (%@ w +%e’;'5;') +2 |€V|) + % LN, +5 INg, I} (B.8)
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Volviendo a la ecuacién (B.2) donde se definié el vector normal a la superficie 2, el
escalar z también puede definirse en funcién del primer invariante y del tercero (o deter-
minante) del sistema €7, resultando

z=1+e€()+e€?[e| (B.9)

Efectuando el producto escalar de (B.1) y (B.2) y utilizando la ecuacién anterior po-
dremos dar una nueva definicién del sistema beg, ésta es:

baﬁ = ‘/—é{Baﬁ + € [Baﬁ (E‘;) _>—<0(B]+
€ [Bag i | —Xap (5) + 9y S5+ wo BYI + (B.10)
+ € (@ @) — 2, &) @yyp + Pa BY) — Xep 1811}

Para llegar a esta expresién el cambio de curvatura linealizado, definido en (3.38)
en su forma no simetrizada, se ha hecho aparecer voluntariamente y se han agrupado todos

los términos en Paﬁ resultando su suma nula. Sustituyendo ahora en (B.10) ';i‘por su ex-

presion (B.8) se llega a la forma deseada del tensor de curvatura de la superficie 2, como
serie de potencias de €, quedando entonces afectada la fraccién de orden-m de este tensor
por el factor e™ ,

B.2. Teoria de segundo orden

Si al efectuar el producto de la expresion (B.8) por el término correspondiente de
(B.10) retenemos tnicamente aquellos sumandos que vengan afectados por €™ m < 3,
generaremos una expresién no-lineal del cambio de curvatura de S con inclusidon de efec-
tos de segundo orden. Esta serd:

baﬁ = BO‘B — € iaB + €2 {Tpx (Ez\llﬁ + @a Bz}) +

+Bog [ @) —1 G, 7+ T+ 2 (%11} (B.11)

Desarrollando el corchete que viene multiplicado por Baﬁ’ haciendo € = | y sime-
trizando el resultado se llega a-la expresion prevista del cambio de curvatura. Esta es

Kap = Xap —% {on (g + €fjo) + P(Bj + ¥ Bg —Bag @)} +v (™) m=>3
(B.12)
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RESUMEN

Se presenta una técnica de cdlculo plastico incremental especifica para el modelo es-
tructural lamina plegada, cuya eficiencia se intenta cuantificar en comparaciéon con otros
procedimientos de calculo plastico de estructuras.

El complejo problema tridimensional que aparece implicito en este tipo de estructuras
se ha reducido a dos andlisis monodimensionales mas sencillos —longitudinal y transversal—
a los que se han aplicado procedimientos tipicos de célculo plastico de estructuras de barras.

Se ha estudiado el modelo en una serie de ejemplos practicos que han corroborado la
validez del mismo, al tiempo que han mostrado las extraordinarias posibilidades de aplica-
cidn a situaciones reales de gran interés en la ingenieria.

1. INTRODUCCION

El modelo estructural 1amina plegada ha sido utilizado en la ingenieria desde hace va-
rias décadas, a partir del primer trabajo de Ehlers, publicado en el afio 1930 (1). Desde en-
tonces, y dependiendo de las simplificaciones introducidas en el modelo lamina plegada, han
sido numerosos los procedimientos de anélisis desarrollados, que han permitido elaborar téc-
nicas orientadas tanto al calculo manual como al computador. En cada una de ambas direc-
ciones son dignos de mencion, respectivamente, los trabajos de Yitzhaki (2) y Scordelis 3).

La trascendencia del modelo lamina plegada en la ingenierfa estructural se debe a su
gran versatilidad, al permitir simular el comportamiento de una gran variedad de construc-
ciones reales: tableros de puentes, laminas cilindricas, depositos, silos, paneles, cubiertas,
zonas de nucleos tubulares, etc. E1 amplio rango de aplicacion del referido modelo queda
reflejado en las numerosas publicaciones que existen sobre el tema, entre las que cabe des-
tacar, por su cardcter monogréfico, las realizadas por la Sociedad Americana de Ingenieros
Civiles (A.S.C.E.) (4) y por la Asociacion Internacional de Estructuras Laminares y Espacia-
les (I.A.S.S) (5).
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En Espafia ha existido una gran tradicién constructiva y de desarrollo teodrico de lami-
nas plegadas, que tiene su origen en la figura de Eduardo Torroja, fundador y primer presi-
dente de la LA.S.S., el cual dio un gran impulso al estudio de las estructuras laminares v,
particularmente, de las laminas plegadas. Posteriormente, merecen ser citados los trabajos de
Del Pozo, Torroja y Lopez Palanco (6), Granell (7) y Del Pozo y Samartin (8).

Hasta la fecha, la mayoria de los métodos de analisis de ldminas plegadas se han basado
en teorias eldsticas y lineales, refiriéndose, fundamentalmente, a estructuras prismaticas. En
el célculo elastico de ldaminas no prismaticas cabe destacar el trabajo desarrollado por John-
son y Ti-ta Lee (9), cuya metodologia ha sido ampliada recientemente por Samartin y Gon-
zélez de Cangas (10), (1 1), (12) para el analisis de estructuras continuas con seccion trans-
versal y acciones totalmente arbitrarias.

Si bien la mayoria de los casos estudiados en la Ingenieria Civil pueden ser tratados
dentro de un régimen lineal, particularmente si se considera la'situacion de servicio o de las
tensiones admisibles, conviene, no obstante, destacar el hecho de que en la actualidad existe
la practica de comprobar las tensiones en la estructura en su fase de rotura, dimensioniando-
la, por lo tanto, de acuerdo con este criterio.

Asi pues, un cédlculo méas consecuente consistiria en un andlisis de la misma ‘ab initio”
en régimen no lineal. Esta filosofia ha sido aplicada en el caso simple de estructuras de ba-
rras y especialmente porticadas, en cuya direccion estdn los trabajos de Baker (13) y Neal
(14). La extensién a estructuras bidimensionales, tales como placas, ha sido llevada a cabo
por otros investigadores, entre los que se puede mencionar a Johansen (15), que introdujo la
teoria de las lineas de rotura, y mas actualmente Telemaco Van Langendonck (16).

Estos métodos suponen una situacion plastica final de colapso (aparicién de rotulas o
lineas de rotura, segiin los casos), en la cual la estructura es un mecanismo y puede ser anali-
zada de un modo simple mediante recursos elementales de la estdtica. Adolecen, sin embar-
go, de varios defectos importantes; por ejemplo: la dificultad de encontrar, entre todos los
posibles, el mecanismo real de rotura; la complejidad de un tratamiento de la influencia del
esfuerzo axil o del esfuerzo cortante en el valor del momento de rotura; la no consideracion
de requerimientos de ductilidad, etc.

Los defectos anteriores pueden ser paliados mediante la utilizacion de métodos alterna-
tivos, basados en técnicas incrementales, que han alcanzado un importante desarrollo tras la
aparicién del computador. Con ellos es posible simular la transicién de una estructura ini-
cialmente eldstica a la situacion plastica final, considerando todos los estados intermedios;
asimismo permiten introducir otros efectos importantes, tales como los debidos al compor-
tamiento constitutivo del material: endurecimiento de la deformacién, fenémenos de carga
y descarga, etc.

Dentro de estos métodos incrementales se destaca la contribuciéon de Powell (17),
orientada al célculo de estructuras de barras, particularmente entramados planos.

Su extensiéon a otros tipos estructurales mas complejos —placas, ldminas, etc.— se ha
llevado a cabo, de un modo general, mediante la utilizacion de técnicas numéricas no especi-
ficas (en especial, del método de los elementos finitos), a costa de las desventajas inherentes
a dichas técnicas.

En este articulo se presenta un método de calculo plastico incremental, especifico para
un determinado tipo de estructura: la 1amina plegada.

Con el término “‘especifico” se quiere indicar que se tienen en cuenta las caracteristicas
tipologicas de la estructura, lo que permite introducir en el analisis las hipotesis y simplifica-
ciones pertinentes. :
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Dicha técnica supone una extension natural del método de calculo elastico de laminas
plegadas no prismaticas mencionado en (11), considerando de forma explicita el comporta-
miento no lineal del material.

2. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD.
REQUISITOS NECESARIOS EN LA DEFINICION DE UN MODELO DE
ANALISIS PLASTICO

Una de las caracteristicas fundamentales de los materiales pldsticos es la no existencia
de una relacion unica entre tensiones y deformaciones. Por otra parte, una vez que cesan las
fuerzas exteriores y las tensiones debidas a éstas han excedido de un valor critico —tension
de fluencia—, aparecen deformaciones remanentes. ’

En el planteamiento y resoluciéon de un problema plastico de Célculo de Estructuras
existen tres apartados fundamentales:

a) Discretizacion estructural.
b) Eleccion del modelo de comportamiento del material.
¢) Técnicas numéricas de resolucion.

En lo referente al primer apartado, y salvo situaciones particulares de tipologia estruc-
tural, dentro de las que se incluye el modelo de lamina plegada, es necesario recurrir en la
mayoria de los casos a técnicas generales de célculo de estructuras y en particular al método
de los Elementos Finitos.

En la eleccion del modelo de comportamiento del material es necesario definir una se-
rie de parametros bésicos, cuyo significado en los casos de elastoplasticidad plana y tridi-
mensional se esboza a continuacion.

2.1. Definicién de la tension de fluencia

Fig. 1.
Tension de fluencia.

~

No existe un criterio Gnico para la definiciéon del valor de la tension de fluencia; en la
practica se utilizan diferentes métodos, que conducen a resultados distintos, y entre los cua-
les, para el caso de tension plana, se pueden citar los siguientes (figura 1):

— Método del limite de proporcionalidad: En la curva tension-deformacion del mate-
rial, indica el verdadero punto .de desviacion de la elasticidad lineal —tension 0(1) —. En
la practica es de dificil determinacion.

— Método “offset’’: Se define la tension de fluencia, of) , como aquélla que corresponde
a una deformaciéon remanente, €., previamente establecida. Es un método de fécil
aplicacion, si bien el valor obtenido carece de significado fisico, dada la arbitrariedad
en la eleccion de €, .
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— Método de extrapolacién de Lode: La curva o—e se sustituye por dos tramos linea-
les, quedando definida la tensién de fluencia, ag, por el punto de interseéccidon de di-
chos tramos. Se comprende asimismo la carencia de significacion fisica de este pro-
cedimiento.

2.2. Condicion de fluencia

En la elasto-plasticidad tridimensional es necesario, asimismo, definir un criterio me-
diante el cual, conocido el estado tensional en un punto, pueda discernirse si su comporta-
miento corresponde al rango eldstico o al rango plastico.

En general, el criterio viene definido por una superficie en el espacio (0, 0):
f(o,0,K)=0 2.1)

donde o representa el tensor de tensiones en el punto; 6, la temperatura y K la historia de
carga en el rango plastico (figura 2).

t=0
Fig. 2.
<O Condicién de fluencia.

Para puntos interiores al dominio definido por la citada superficie (f<0), el estado ten-
sibn-deformacion es elastico (dominio elastico).

La condicién de plastificacion se alcanza para los puntos situados en la superficie refe-
rida (f = 0); en esta situacion se producen deformaciones remanentes (dominio plastico).

2.3. Ley de flujo plastico

Esta ley establece una relacién entre la deformacion y la tensién en la fase plastica.

En el caso general esta ley expresa que la deformacion pléstica es proporcional al
gradiente de tensién de una funcion g (0, 0, K),denominada potencial pléstico, con los
significados para ¢, 0 y K anteriormente expuestos:

deb =dn 28 (2.2)
aoij

2

en donde €f y 0;; representan, respectivamente, los tensores de deformacion plastica y
de tension, y d)\(g, 0, K, dg, d@) es el factor de proporcionalidad.

En el caso particular de que el potencial plastico, g, coincida con la funcién de
fluencia, f, la plasticidad se denomina asociada, y la ley de flujo plastico adquiere la
forma: :
of (2.3)

0 Oij

de%:dk
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relacién que se denomina ley de normalidad. Esta ley expresa el hecho de que el incre-
mento de deformacion pléstica es normal a la superficie de fluencia (figura 3).

d0j At

Fig. 3. Ley de normalidad.

2.4. Regla de endurecimiento

Mediante esta regla se define la evolucion de la superficie de fluencia ante posibles
procesos de carga y descarga, O lo que es igual, se determina el cambio que se produce en
la condicién de fluencia.

Se entiende por endurecimiento el fenomeno por el cual, en el rango de tensiones que
superan la de fluencia, un aumento en la deformacién requiere un aumento en la tension
correspondiente.

Las reglas de endurecimiento mas utilizadas en la practica son las siguientes:
a) Modelo plistico perfecto (figura 4.a).

En este modelo al alcanzarse la tension de fluencia se produce un aumento de la defor-
macioén a tensiéon constante (igual a la de fluencia).

Se trata de un modelo de gran aplicacion practica por su sencillez, que hace posible la
introduccion de importantes simplificaciones en el analisis.

b) Endurecimiento isétropo (figura 4.b).

En el caso general supone una expansion uniforme de la superficie de fluencia una vez
alcanzada la condicion de plastificacion. En el caso particular de tension plana ello se tradu-
ce en un diagrama o—e bilineal, en el cual la pendiente del tramo pléastico es mayor que cero.
Por lo tanto, la tension de fluencia depende de la deforinacién remanente en cada instante.

¢) Endurecimiento cinematico (figura 4. c).

En este caso la superficie de fluencia experimenta una traslacion en lugar de la expan-
si6n mencionada en el caso anterior, lo cual implica que no existe simetria respecto al origen
en la condicién de fluencia. En la situacion particular de tension plana, dicha traslacion com-
porta que las tensiones de plastificacion a traccion y compresion ya no son iguales.

De esta forma se pierde la isotropia del material, fendmeno que se conoce en la litera-
tura con el nombre de efecto Bauschinger. P

{

d) Endurecimiento con distorsion (figura 4. _d).

En estos modelos se tiene en cuenta el hecho observado experimentalmente de que la
superficie de fluencia, ademas de una traslacion, experimenta una disminuci6n en la dimen-
sion correspondiente a la direccion de aplicacion de la carga.

81



CASO GENERAL TENSION PLANA

4

A
\/

a)Pidstico perfecto

ﬁ"—_‘
’
# ’
P /
P ‘~-\ //
o N 4
s \ /
, /‘\ \ @/ %
AJ 14 7 7 —
o
\\ k_/’,/ ij /, / €
Sva =" / /
/
’
¢ /
7 /
s
b) Endurecimiento isétropo
=T =
’4’ \\ o
’ ¥ PR
N \ = =
\ ) =
v M. /
N . - // 0
- e 2 /
S ed- / ’®
7 7
% / / €
/ .
®y 4 et
7, A -
—’/"

c) Endurecimiento cinemdtico

d) Endurecimiento con distorsion

Fig. 4. Reglas de endurecimiento.

e) Modelos mix tos.

Son modelos que se obtienen al combinar adecuadamente algunos de los anteriormente
mencionados.

2.5. Técnicas numéricas de resolucion
La aplicacién practica de los conceptos anteriores a un problema general discretizado

mediante el método de los elementos finitos conduce, como es bien conocido, a un sistema
de ecuaciones no lieales:

f. (U;,U,, ..., Uy)=P ; (i=12,..,N) (2.4.2)

que puede ser expresado de un modo simplificado mediante una ecuacién matricial del tipo:

K, (U)xU=P (2.4.b)
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en donde los vectores U y P representan, respectivamente, los movimientos en los grados de
libertad considerados —incognitas basicas del calculo—y las cargas actuantes en dichos gra-
dos de libertad. Su dimensiéon es N x 1, siendo N el namero total de grados de libertad del
problema.K; (U) es una matriz cuadrada, denominada matriz secante, de dimension N x N,
en general To simétrica. No tiene una expresion unica y su definicion es arbitraria.

Definido un estado de equilibrio del sistema (conocidos los U, correspondientes a un
estado de cargas P,), es posible analizar las variaciones originadas por un incremento diferen-

cial de carga. Para ello, si se diferencia en la expresion (2.4.a), se tiene:

- o f, o f;
i—f‘—dU1 L qu, +...+ —dUy =dP; (2.5.a)
aU, - aU, 3 Uy

o bien, en forma matricial:
K, (U)x dU = dP (2.5.b)

en donde la matriz Iﬁt, de dimensiéon N x N, se denomina matriz tangente. Sus términos
Ktij = 9f;/aU; son funciones de punto, es decir, dependen del estado del sistema (Ui,Pi). Por
lo tanto, su definicién es Unica. Ademas, si la formulacion del problema esta basada en prin-
cipios energéticos, dicha matriz es simétrica.

La resolucion del anterior problema no lineal (2.4.a) hace necesario recurrir a técnicas
numéricas particulares que pueden clasificarse en tres grandes grupos:

— Métodos iterativos.
— Métodos incrementales.
— Métodos predictivo-correctivos.

A continuacién se analiza sucintamente cada uno de dichos grupos de procedimientos
numéricos. Con el fin de facilitar la comprension de los mismos se hace referencia a un siste-
ma con un dnico grado de libertad.

2.5.1. Métodos iterativos

Estos métodos resultan adecuados cuando se trata de determinar el estado de un siste-
ma bajo un conjunto de cargas supuestamente inferiores a las limites.

a) Método de la rigidez inicial.

Se trata de determinar el estado del sistema (2.4.b) correspondiente a unas cargas cono-
cidas PD (punto C de la figura 5.a). Para ello se considera una K, inicial (en general la co-
rrespondiente al problema lineal) que se mantiene constante a lo largo del siguiente proceso
numérico:

KO . Uo — PD - se obtiene Uo

KO . A Uo = PD - KS (Uo). U() (flgura Sa) g Se Calcu].aA UO y Ul = Uo + A Uo

Ko .0 U, =Py — K, (U). Uy S Se obtiene A U, ; Uy 4 = U, + A Uy

El proceso finaliza cuando en un paso genérico se verifica AU, | <e, siendo € una cota
de error previamente fijada.

83



Notese que KS (Un) debe calcularse en cada paso (en el caso general equivale al ensam-
blaje en cada paso de la matriz Igs).

b)Método de aproximaciones sucesivas,

Se parte, como en el caso anterior, de la resolucién del problema lineal

de donde se obtiene UO'

A continuaéién, y tal como se observa en la figura 5.b, se plantea:

KS -(UO) .U, = PD - Se obtiene U,
engeneral 0T

El proceso finaliza, similarmente a la situacién anterior, cuando se verifica IUn+1 —
- U, [<e.

i Mediante este método la convergencia se alcanza més rapidamente, si bien a costa de un
incremento en el nimero de operaciones a realizar. Asimismo, KS debe ser calculada (o en-

samblada en el caso general) en cada iteracion.

¢) Método de la rigidez tangencial,

El proceso numérico (figura 5.c) es el siguiente:

KO . UO = PD d Se Obtlene UO
K (Us). AU, =Pp — K, (Up). Uy - Seobtienea U, y U, =U, + AU,
Ke Un). 8 Uy =Pp — K (Uy). U, > Seobtienea U, y U, 4 = U, +4 U,

El proceso finaliza cuando [AUnl <e.

La convergencia en este método es aun mas rdpida que en los anteriores, aun cuando es
necesario ensamblar en el caso general, en cada paso, no sdlo K, sino también K., lo cual
incrementa notablemente el niimero de operaciones a realizar.

Conviene sefialar que para determinado tipo de problemas estos tres métodos que se
han descrito pueden no ser convergentes.

2.5.2. Métodos incrementales

Su utilizacién resulta adecuada en aquellos casos en los que, ademas del estado de equi-
librio del sistema bajo un conjunto de cargas, se desea conocer la evolucién de dicho sistema
hasta que se alcanza el estado de equilibrio mencionado.

Como ejemplo de esta metodologia se describe a continuacién el método de Euler.

Se parte de una situacién inicial conocida; en general, la situacién de reposo (P = 0,
U0 = 0). La carga total, P, se aplica en N escalones iguales, es decir AP=PD /N en cada
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escalon (figura 6). El proceso a seguir, adoptando como matriz inicial la K, ya mencionada
en los procedimientos anteriores, es el siguiente:

Ko . AU, = AP ~ Se obtiene AU, y Uy = U, + AU,
K, (U;) AU; = AP ~ Se obtiene AU, ; U, =U, + AU,

K, (Ui) AUi = AP - Se obtiene AU, ; Uy = Ui + AUi

P Pz Kg(U )V PeKglU). U
V P,
” b .
")y |
1/ . 1
o Ko- 8 Ug 1
1 ; :
! |
18Uy " | :
[ D | K (Uy)-U = Pc
I .
: ; KglUg)-U g
Lo KglUp)-Ug | I
KglUo)! I I
! : Ko ! |
L g 1 1 _‘"-
Uy U, v U U v 1]
a) Método de la rigidez inicial b) Método de aproximaciones sucesivas
> PsKg(U)-U
P
o I
: |
| | Ke(Ug)-BU,
|
1
P A K (Ug)
| AUg \ ] PD
|
| |
|
| : KglUg)-Ug
I
I |
Ko | |
1 .
Vo v

¢) Método de la rigidez tangencial

Fig. 5. Métodos iterativos.
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Fig. 6. Método incremental de Euler.
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V( n escalones de carga)

Fig. 7. Métodos predictivo-correctivos.

El célculo finaliza al alcanzar el ultimo escalén de carga.

El mayor inconveniente que presentan estos métodos radica en que, para determinadas
situaciones, es necesario adoptar un valor pequefio para AP, a fin de obtener una precision
minima aceptable, lo cual, obviamente, comporta un mayor ntimero de escalones de carga
con la repercusion correspondiente en el tiempo de computador necesario.

2.5.3. Métodos predictivo-correctivos

A fin de obviar los inconvenientes mencionados en los métodos anteriores, se puede
utilizar una técnica incremental para predecir unos valores iniciales en los desplazamientos
U, y cada vez que se ha aplicado un nimero determinado (n) de escalones de carga, se corri-
ge el resultado obtenido para dichos desplazamientos U, mediante la utilizacidén de alguno de
los procedimientos iterativos anteriormente expuestos (figura 7).
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3. DESCRIPCION DEL MODELO ADOPTADO EN EL ANALISIS PLASTICO DE LAMI-
NAS PLEGADAS NO PRISMATICAS DE SECCION ARBITRARIA

3.1.Introduccion

El modelo que se describe a continuacion (18) es aplicable a laminas plegadas largas, y
se supone que los movimientos y deformaciones producidos son lo suficientemente peque-
fios, de tal forma que permiten considerar lineales las ecuaciones de equilibrio y compatibili-
dad (hipotesis de linealidad geométrica y cinematica). El comportamiento plastico del mate-
rial se define méas adelante.

Un planteamiento general del problema dentro de la teoria de la plasticidad requeriria
un andlisis tridimensional, lo cual exigiria la adopcion de una superficie de fluencia, la defi-
nicién de una ley de flujo plastico y una regla de endurecimiento, asi como una técnica de
discretizacion (por ejemplo, elementos finitos) que permitiesen el estudio de la estructura a
nivel de fibra. Con ello se veria sensiblemente mermada la posibilidad de aprovechar las im-
portantes simplificaciones que, desde un punto de vista computacional, permiten las hipOte-
sis del modelo de lamina plegada utilizado. Las ventajas que dichas simplificaciones reportan
han quedado patentes, para el caso eldstico, en la publicacion (11).

Por este motivo, y coherentemente con el mencionado modelo, se adopta una plastici-
dad monodimensional, a nivel de esfuerzos de viga, en ambas formas de trabajo de la estruc-
tura: extension y flexién.

3.2. Discretizacion del modelo y simplificaciones introducidas en el calculo

Se discretiza la lamina plegada, mediante secciones transversales, en un determinado
numero de segmentos o dovelas de igual longitud (figura 8.a).

El analisis estructural del conjunto se realiza mediante dos célculos basicos:

a) Un célculo transversal para cada una de las dovelas procedentes de la discretizacion
efectuada.

b) El célculo longitudinal de cada una de las losas que constituyen la lamina plegada.

En el cilculo transversal (efecto placa) la dovela se idealiza segin un entramado plano
cuyas caracteristicas corresponden a su seccion transversal central (figura 8.b). Dicha dovela
se sustenta mediante un nimero determinado de coacciones ficticias, de forma tal que el en-
tramado sea intraslacional. Las acciones a considerar son Iss que directamente gravitan sobre
ella (figura 8.b).

En el céilculo longitudinal (efecto laja) se analiza cada losa como una viga cargada en su
plano (figura 8.c). Las acciones correspondientes provienen de la descomposicion de las reac-
ciones en los apoyos ficticios introducidos, en fuerzas en el plano de cada losa (figura 8.d).
Ademas, podran actuar unos momentos en los extremos, si las condiciones de apoyo son di-
ferentes de las de tipo diafragma.

Posteriormente, en ambos calculos debe ser tenido en cuenta el monolitismo estructu-
ral, que modifica los resultados de los analisis anteriores en la forma que detalladamente se
describe para el caso elastico en la publicacion (11).

Coherentemente con la discretizacién anterior, el calculo plastico de la [dmina plegada
se realiza considerando los dos modelos bésicos referidos: entramado plano'y viga. Con ello,
el complejo problema tridimensional se reduce a dos casos de plasticidad monodimensional:
cdlculo plastico transversal y calculo plastico longitudinal.
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a) Cdlculo pldstico transversal.

Este célculo se lleva a cabo siguiendo la teorfa elemental de la plasticidad aplicada a en-
tramados planos (figura 9.a). Por simplicidad, y con fines meramente ilustrativos, se adopta
como diagrama tension-deformacion el correspondiente a un material elastoplastico perfecto
(figura 9.b).

El analisis se efectia a nivel de seccidon y en los extremos de cada viga del entramado,
siguiendo el criterio de plastificacion que se describira posteriormente. En determinados ca- .
sos (existencia de cargas concentradas, acciones repartidas, etc.) es necesario considerar nu-
dos adicionales intermedios que permitan tener en cuenta la aparicion de rotulas en seccio-
nes distintas de las extremas.

b) Cdlculo piastico longitudinal.

El desarrollo del analisis es analogo al descrito en el apartado anterior, aplicdndose en
este caso a vigas, en lugar de entramados planos.

Dada la técnica de discretizacion utilizada, se asimila el comportamiento de cada dovela
al de su secciéon central correspondiente. Consecuentemente, la posible apariciéon de rotulas
plasticas se analiza Unicamente en dichas secciones centrales (figura 10.2).

La ley o—e anterior se modifica para este calculo mediante la introduccion de una regla
de endurecimiento isotropo (figura 10.b). La razon de esta modificacion radica en la propia
técnica utilizada en el analisis, que al estar basada en métodos de flexibilidad, produciria
fenémenos de inestabilidad numérica en el caso de adoptar una pendiente B, = 0. No obs-
tante, con el fin de simular de la forma més aproximada posible el comportamiento inicial-
mente supuesto (material elastoplastico perfecto), se elige un valor de E, suficientemente
pequefio (del orden de un 1 por 100 de E,). ’

En lo sucesivo, en los desarrollos tedricos, asi como en los ejemplos analizados, se utili-
zan las leyes o—e anteriormente descritas, inicamente por razones de indole computacional.
Por lo tanto, esto no debe entenderse como una limitacion intrinseca al modelo, ya que
cualquier tipo de ley o—e podria ser simulado mediante diferentes tramos rectos con pen-
dientes E; adecuadas (figura\l 1).

Fig. 11. Ley general tension-deformacién.

3.3. Criterio de plastificacion. Formacién y cierre de rotulas plasticas

a) Concepto de rotula pldstica.

Segun el valor que alcancen las tensiones en cada fibra de una seccion, se distinguen
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tres posibles estados de la misma, que para el caso de un material elastoplastico perfecto se
representan en la figura 12, y en la 13 para el caso de un material con un endurecimiento
is6tropo a la deformacién.

O<0¢ O Ur
p—t——
UF 0'
a) Seccion b)Estado eldstico ¢) Estado elastopidstico d)Estado pidstico

Fig. 12. Situaciones en una seccion segun su estado tensional (material elastoplastico perfecto).

O<0 - . ag>o g>0

F F F
o, % T¢
UF
>
a)Seccion  b) Estado eldstico c)Estado elastoplastico d)Estado pldstico

Fig. 13. Situaciones en una seccion seglin su estado tensional (material con endurecimiento isotropo).

En el caso de material con endurecimiento isétropo, el hecho de que se alcancen tensio-
nes superiores a la de la fluencia (6>0y ) se debe simplemente al propio modelo a—e consi-
derado (figura 10.b).

En el contexto del modelo adoptado en esta publicacion la definicion de rotula plastica
corresponde a la situacidon de una seccidn en estado pléstico, segtin se ha considerado en las
figuras 12 y 13 anteriores, situacién a la que se llega en virtud del siguiente criterio de plasti-
ficacion.

b) Criterio de plastificacion o fluencia,

En los dos procesos de célculo plastico monodimensional (transversal y longitudinal) a
que se ha reducido el problema plastico general, se tiene en cuenta la accién conjunta del
momento flector y esfuerzo axil. La actuacion del esfuerzo cortante no ha sido considerada,
a fin de simplificar el analisis.

Debido a la propia tipologia estructural de la lamina plegada, el criterio de plastifica-
cion adoptado es el correspondiente a una secciéon rectangular (14), (19), siendo su expre-
sion:

2
o ( N ) 1 3.1)
M, Np
en donde:
M = Momento flector que actuia sobre la seccion.
N = Esfuerzo axil que actiia sobre la’seccion.
Mp = Momento de plastificacion de la seccion por flexion pura.
Np = Axil de plastificacion de la seccién por traccién o compresion simples.

La representacion gréfica del anterior criterio se muestra en la figura 14.

90



M
MP
P.
P| . 2
'Np
\/ Np
-M,
Todos los puntos situados en el interior del recinto (P, ) corresponden a secciones en

fase eldstica o elastoplastica, y los que se encuentran en el contorno (P, ), a secciones en es-
tado plastico.
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Fig. 14.
Criterio de
plastificacion.

¢) Formacion de rotulas.

(@)
) A
/ Al

Segin se describe mas adelante, el método numérico elegido en el modelo aqui consi-
derado ha sido uno incremental modificado.

=i

Fig. 15.
Formacion de
rotulas plé_sticas

Supuesto que al iniciarse un determinado escalon de carga, i, los valores acumulados de
los esfuerzos en una seccion, M y N, corresponden a una situacion eldstica o elastopléstica
(punto 1 de la figura 15) y en el calculo lineal correspondiente a dicho escalon se obtienen
unos valores M; y N;j, tales que definen el vector I, se producird una rotula plastica en esa
seccion, para un valor A del incremento de carga, cuando al desplazar el punto (1) una can-
tidad N se alcance el limite del recinto en el punto (2) (figura 15). Conviene seflalar que el
valor de A\ puede ser menor o mayor que la unidad.

Dado que el proceso anterior debe realizarse para todas las secciones y en ambos calcu-
los, longitudinal y transversal, el valor del incremento de carga correspondiente al escaldon
en cuestion viene definido por el menor de todos los A obtenidos.

Analiticamente, lo anterior implica las siguientes operaciones:
a) Plastificacion longitudinal.
_ Se definen en cada placa y cada seccién nodal las siguientes caracteristicas estructu-
rales:
Momentos de plastificacion positivo (Mp, 1)y negativo (M, 5). Axil de plastificacion:
N -
_ FI analisis ‘comienza a partir de un determinado nivel de carga, suficientemente pe-
quefio para producir en la estructura resultados dentro del rango eldstico y lineal. De
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esta forma se obtienen, para cada seccion nodal de cada placa, los esfuerzos Mgy
Ny (momento flector y esfuerzo axil, respectivamente).

Las cargas se incrementan proporcionalmente hasta que se produce la primera rotula
pléstica en una determinada seccidén (a) de una losa (j), es decir hasta que se verifica

la condicién:
\ 2
[Ll%} + [M NO} o 3.2)

M, Np

siendo A, el factor de escala del primer escalon de carga.

En la losa y seccion donde se produce la plastificacién se modifica el modulo de de-
formacioén longitudinal, que cambia su valor de E, a Ep (figura 10.b). En el resto de
las secciones se mantiene el valor original E..

Se procede a un nuevo célculo eldstico de la estructura, correspondiente a un nuevo
escalon de carga, dentro del cual se alcanza la segunda plastificacion en otra seccidon
de la misma o diferente placa. Es decir:

{A1M0+>\2 MBJJFPINOHZ N’OT_I

M, Np

(3.3)

en donde A, es el nuevo factor de escala, correspondiente a este segundo escalén de
carga, y M’g y N’ representan los esfuerzos del calculo eldstico en el mencionado
segundo escalon. Nuevamente se modifica e_,l modulo de deformacién (de E. a Ep)
en la segunda seccion plastificada.

— El paso anterior se repite hasta que se verifique alguno de los criterios de fallo estruc-

tural que posteriormente se definen.

| m

2m2

=y

AT, f ¢

Fig. 16. Posibilidades de evolucién del estado tensional de una seccion en un escal6n de carga arbitrario.

b) Plastificacion transversal.

El procedimiento es, salvo ligeras modificaciones, similar al anterior. Estas diferencias

se deben fundamentalmente al hecho de que en el andlisis transversal cada dovela se calcula
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como un entramado plano. Asi, solamente pueden aparecer rotulas en los extremos de cada
barra(*). La aparicion de una rétula exige, en este caso, las pertinentes modificaciones en los
términos de la matriz de rigidez del entramado y esfuerzos de empotramiento rigido.

El resto del anlisis sigue los pasos descritos en el calculo longitudinal.
¢) Cierre de rotulas.

Las posibilidades de evolucion del estado tensional en una secciéon para un determinado
escalon de carga se reducen a las cuatro que se representan en la figura 16. El punto 1 (que
pasa a 1°) corresponde a una seccion en la que se forma una rétula, tal como se ha descrito
en el apartado anterior. En el caso del punto 2, una seccion que ya estaba plastificada per-
manece en la misma situacion. El punto 3 corresponde a una seccion en estado elastico o
elastoplastico y que continda en el mismo estado al finalizar el escalon de carga mencionado.
Por tltimo, el punto 4 representa una situacion peculiar, para la cual una seccién que estaba
plastificada vuelve a adquirir sus propiedades elasticas debido a un cambio de signo en los
esfuerzos a que se halla sometida. Esta situacion se denomina “cierre de rétula” y correspon-
de al proceso inverso de la formacion de rotulas ya mencionada.

d) Cambios en la estructura debidos a la formacion y cierre de rotulas.

a

o [
E

(7’_ | e = P UF - __®._ (J

@ ®
®
€, €y
rl i
a) Cdiculo transversal b)'Cdiculo longitudinal

Fig. 17. Formacion y cierre de rotulas.

Los cambios estructurales debidos a la formacion o cierre de rotulas se refieren funda-
mentalmente a las leyes constitutivas. Ello supone la modificacion del valor adoptado para el
médulo de deformacion longitudinal del material. Mientras que éste se halle dentro del ran-
go elastico, el valor considerado es E, (figura 17). Cuando en una seccion se forma una rotu-
la plastica, dicho modulo varia, adoptando en este caso el valor Ep (igual a cero en el célculo
transversal—figura 17.a). Al producirse un cierre de rotula, el proceso es inverso y el modulo
pasa del valor E al E_ elastico inicial.

Este hecho repercute en el anélisis de la forma siguiente:

Si se supone que el cierre de rotula tiene lugar durante el escalon de carga i, se deben
realizar las modificaciones que se indican:

a) Plastificacion longitudinal. Los resultados obtenidos en el mencionado escaldén no se
tienen en cuenta. E1 modulo de deformacion correspondiente a la seccion donde ha
tenido lugar el cierre se cambia, adoptandose el valor inicial E, . Se repite nuevamen-
te el calculo para este escalon i, una vez realizada la modificacién anterior, y los
resultados que se determinen se suman a los obtenidos hasta el escalon i-1.

b) Plastificacion transversal. Las modificaciones a introducir en el anélisis son similares
a las mencionadas anteriormente. En este caso, la r6tula donde tiene lugar el cierre

Nota (*) Esta condicién no supone restriccién alguna al comportamiento estructural, ya que las plasti-
ficaciones en secciones intermedias pueden ser simuladas mediante la introduccion de nudos adicio-
nales.
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se convierte en un nudo rigido, con las consiguientes modificaciones en los términos
de la matriz de rigidez y esfuerzos de empotramiento rigido del entramado transver-
sal correspondiente.

3.4. Justificacion del método numérico adoptado

Como se ha mencionado en el apartado 2.5, al analizar las diferentes técnicas numeéricas
de andlisis no lineal, los métodos iterativos solo resultan adecuados cuando se trata de deter-
minar el estado del sistema bajo un conjunto de cargas supuestamente inferiores a las 1imi-
tes, ya que, en caso contrario, el proceso podria no ser convergente.

Por ese motivo, la técnica aqui adoptada es una técnica incremental. Si ademas se tie-
nen en cuenta las simplificaciones introducidas por el cardcter bilineal de las leyes o—e, el
céilculo puede realizarse de forma lineal entre dos eventos consecutivos (se entiende por
evento la formacion o cierre de una rétula). Esto permite, a su vez, utilizar una técnica incre-
mental tal que, en lugar de considerar incrementos fijos de carga, éstos vienen determinados
de forma directa por la aparicién de un evento (figura 18). La ventaja fundamental que pre-
senta esta técnica frente a la de incrementos fijos de carga radica en el hecho de que las si-
tuaciones que sucesivamente se van obteniendo corresponden a verdaderos estados de equi-
librio.

Sin embargo, tiene los inconvenientes de que, por una parte, la posible existencia de
rOtulas muy préximas entre si —cuya relacion AN/AU sea muy pequefia (figura 18)— origina
un aumento innecesario de iteraciones y, por otra, debido a los errores de redondeo caracte-
risticos de un célculo por computador, no se mantienen las simetrias en la estructura.

Dichos inconvenientes pueden ser soslayados si se introduce el concepto de agrupacién
de rotulas (figura 18). En este caso el escalon de carga determinado segun el proceso general
se incrementa en una cantidad adicional, de tal modo que se considera simultdnea la apari-
cion de todas las rotulas que se formen dentro de dicho incremento. Ello supone una ligera
desviacion de la situacion de verdadero equilibrio, pero siempre inferior a la que se obten-
dria mediante una técnica de incrementos fijos de carga (figura 18), con la ventaja adicional
de aumentar notablemente la velocidad de convergencia.

| A

- - =0
e -
F ot i ] 55 e S B S m e i

o incremento
= - & adicional
5
(8]
P > L

o Agrupacion de rétulas
§ /A
8 /1
o |
w ———  MODELO ADOPTADO

k. ===

e e @= == == o= == AGRUPACION DE ROTULAS

—————————— INCREMENTOS FIJOS DE CARGA

Fig. 18. Método numérico. Representacién para un sistema con un grado de libertad.
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3.5. Criterios que determinan la finalizacion del proceso de calculo

El proceso de célculo finaliza cuando en un ciclo se produce una de las siguientes situa-
ciones:

a) Fallo estructural.

b) Se cumplen determinadas condiciones previamente establecidas.

3.5.1. Fallo estructural

Se consideran como causas de fallo estructural las siguientes:

a) Se alcanza el limite de ductilidad previamente fijado. Se entiende aqui por duc-
tilidad el cociente entre la deformacién total y la deformacion limite elastica, es
decir:

Ductilidad = ——————~
siendo k, la curvatura lfmite elastica de la seccion e Ak; el incremento pldstico de
la curvatura debido al escalon de carga Ap;.

b) En el mencionado ciclo la relacion entre el incremento de carga A y la flecha mdxima
obtenida en el mismo es menor que un valor previamente definido.

¢) Se produce una matriz de rigidez singular en el calculo transversal, como consecuen-
cia de la formacion de un mecanismo en el entramado correspondiente.

d) Se produce una ruina parcial de la estructura por rotura de un voladizo.
3.5.2. Condiciones previas
E] cilculo mencionado debe finalizarse si se alcanza el valor total de la carga aplicada.

A veces, en situaciones estructurales muy anormales, conviene evitar un tiempo excesivo de
computacion prescribiendo el nimero maximo de ciclos de carga permitidos.

4, PROGRAMA DE COMPUTADOR

Basado en el modelo anterior se ha realizado un programa de computador, en lenguaje
FORTRAN, implementado en un ordenador HP3000, que permite el célculo elastopldstico
de laminas plegadas no prismaéticas, largas, de seccion transversal totalmente arbitraria y so-
metidas a la actuacion de cualquier tipo de cargas. El diagrama de flujo correspondiente a tal
programa se muestra en la figura 19.

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

El ejemplo que se presenta en este apartado tiene por objeto el comprobar la validez
del modelo de comportamiento elastopldstico anteriormente descrito, asi como servir de
guia para explicar el proceso general seguido en el mismo. :

Con esa finalidad se ha elegido una lamina prismatica de 30.00 m de luz, cuyas caracte-
risticas geométricas se muestran en la figura 20.

Como datos bisicos del céalculo se han adoptado los siguientes:

__ Médulo de deformacién longitudinal: E, = 2 x 10® t/m?.
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— Coeficiente de Poisson: v = 0.20.
— Modulo plastico: E, = 0.01 x E, = 2 x 10* t/m?.
— Limite eldstico: 5000 t/m?2.

— Coeficiente de forma: 1.5; correspondiente a una seccidon rectangular. Se supone
idéntico para ambos momentos de plastificacion: positivo y negativo.

J.ectura, datos gque dg
finen la geonetrfa

Lectura é» las cargagg]

Tnicializacién datos
globlales:

.Vector que indica el estado el&sticdl
de cada extremo de barras

.Vectores empleados para acumular
esfuerzos v novinientos

Inicializacién variables de control

.Centador de ciclos
.Valor acumulado de incrementos

—®

Se inicia un
ciclo de carga

Se sobrepasa
el limite de Excede el limite
ciclos permitico

Se ensambla la matriz de rigidez
global de la estructura SK

: f

Se resuelve el sistema

SK . RQ = PP
Triangularizando previamente la
matriz SK, y resolviendo el sis
tema por reduccibn.

i

Cé&lculo en cada extremo de Barra,
de las formaciones pldsticas, segln
2l nftodo eruvuesto en 6.1.5

Extremo de barra
en situacibn Extremo de barra
elAastica plastificado

Giro pléstico Obtencibn
. nulo del giro

Tin del
egiclo

Cilculo de esfuerzos en ejes
locales, para cada barra




Ln cada extremo de barra, se
efectda el producto, del mo-
mento acumulado, por el giro
pl&stico obtenido en este ci
clo de carga.

W

20 1< 0 Se produce un
cierre de ro6-
tula en este

extremo de ba
rra ~

Fin de
ciclo

Determinacién del minimo incremento
de carga, para la formaci6én de la

Se pone en estadc

siguiente rdtula, en cada extremo

y para cada harra elastico, el valor

correspondiente de
la matriz que defi
ne la situacibén de
los extremos de ba
EXas -

Cxtremo en situacibn Extremo en situacién
eléstica pléastica.

Nstremo I \\\\T////ri

Se retienen: -
Extremo T INCI: Incremento mfnimo Se repite el
de carga. ¢ Fin del ciclo de carga
INCL: Elemento correspondiente ciclo (%)

\I:ICI-INCJ 1078 -
mer-tucas 1078 -
IICI < T:1CJ INCIYIIC!

Se retienen

IncJ, INCI

con el minimo sig
nificado que en el ce forma rdtula Anulo extremo J Anulo ex
extremo I en los dos extremos tremo I
INEL=0
mc = INCI INEL=0
Inc = INCI
INC=1INCJ

) B
®
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Se calcula en cada nudo, el
incremento de carga, necesa
rio para alcanzar el 1fmite
de giro

Minimo incremento
Nudo correspondiente

Jdndo J Se retiene:
InIc*:
R
Fin de
ciclo
1.C*< 111C

Se toma el nuevo
incremento

Inmc=1uc*

+

Se activa la condicibn
correspondiente:
CONDICION = -1

Se comprueba cue no se
sobrepasa el limite de
carga

FAX; Lfmite m&ximo de incremento
XFAC; Valor acumulado del incremento

AXFAC+INC > FAX

Se substituye por
la diferencia

INC=FAX-XFAC

i

Se activa la condicién
de limite alcanzado
CONDICION = -2

I

Se acunulan los movimientos
calculados en este ciclo

(multiplicados por INC), a
los ya existentes, para
cada nudo

Hludo J Acunmulo:

la direccibn de
la barra

Giro en extremo 1
Giro en extremo 2
Desplazamiento en

Fin de

ciclo
‘lovimiento I
F

in de
ciclo

"ovimiento I
>104

Colapso de
la estructura




i

Obtenci6n de valores acumulados
.Tsfuerzos totales er ejes X,y
.Deformaciones plésticas
.Relaciones en soportes

Condici6bn = -1 Condicibn = -2

Limite de des Condici6n = 0
plazaniento
en el nudo HJ

Se definen las nuevas
rotulas:

INI(*): Matriz que indica
el estado elasti-
co/plastico del
extremo 1 de cada
barra

INJ(*): 1dem, para el ex-
tremo J

se forma r&tula

K\\jf extremo 1 de barra (INEL 0)

|

Se alcanza el
1fnite de car
ga

Se definen su situacibn
pléstica:

nI(IurrL) = 1

se forma rdtula
rn extremo J de barra (INEL 0)

1

se define su situaci6n
plastica:

INJ(JNEL) = 1

]

Se acunula increment
de carga

XFAC = XFAC+INC

Siguiente cicl

Fig. 19. Diagrama de flujo.
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L 3000 l
[~ B
a) Perfil tongitudinal
40.10 ! - O 2
¥ o
o -2 J2.00 ® i1e
;
0.10 3 q
L 4.00 l ®
I~ o
b) Seccion transversal c) Ejes locales en losas y numeracién oristas
Fig. 20. Ejemplo ilustrativo. Geometr a.
1t/
8 i ‘ t/m ‘H/m
A L T T T T T T Ty T T 113
a) Perfil longitudinal b) Seccion transversal

Fig. 21. Ejemplo ilustrativo. Acciones exteriores.

La estructura se discretiza en 10 dovelas, tal como queda reflejado en la figura 20.a.

Se considera como accién exterior un cuchillo de carga de 1 t/m que actda a todo lo
largo de las aristas 1 y 2 (figura 21).

Durante el proceso de calculo no se limita el nimero de ciclos ni el valor maximo de la
carga externa. La Unica limitacién impuesta corresponde a la ductilidad, para la cual se ha
adoptado un valor suficientemente alto —15—, tanto en el cilculo longitudinal como en el
transversal, a fin de poder comparar los resultados numéricos alcanzados con los deducidos a
partir de un calculo manual. ’

Se adopta para el ‘radio”’ que determina el intervalo de plastificacion simultdnea un va-
lor de 0.2.

En la figura 22 se representa, de forma esquematica, la evolucién histérica de la estruc-
tura para los sucesivos escalones de carga, a través de los cuales se aplica la carga total nece-
saria para provocar la supuesta ruina de la estructura cuando una rétula plastica alcance el
limite de ductilidad.
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INCREMENTC DE CARGA -1

(7 |7 v o o &
Aq,z 19.5
5 6 11
Q4 =195
g i L

INCREMENTO DE CARGA-2 .
// 8q,= 0,038
S/ 6/ ©) ® Q',=20,338

Seccion nodal 5 6
Losa 1 4 1 4L
Duc. Long. {1.50]1,50 |1,50 150
INCREMENTO DE CARGA - 3 @
? Aq,=0,872
4 7 k]
ol = 21,21
/ 4 Z 77 3
Seccidn nodal 5 6
Losa 1 2 3 6 1 2 3 4
Duc. Long. |5.98 [3,99 [3,99]5,98]598]3,99[3995,98
INCREMENTO DE CARGA - &
4 4 ]
Aq,=0,912
7 L
/d / ® ® al, =22,112
'll'
Seccidn nodal 5 6 4 7
Losa 1 2 k] 4 1 2 3 4 1 4 1
Duc. Long. 10,67|7,11 7,11 0,67(10,67| 7,11 | 7,11 |10,67 | 1,5 1.5 15 15

|

AqS:O,BLZ
INCREMENTO DE CARGA =5 OTS =22 964
Seccion nodal 5 6 4 =
Losa 1 2 3 4 1 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Duc. Long. 15 10 10 15 16 |10 10 15 |548{365]|3,65|5.48|548]3,65]365 |5.48

® Rotula transversal.

Seccion nodal donde

/ se produce la rétuta
4 plastica

rZZZZZZ2 Plastificacion
longitudinal.

Fig. 22. Ejemplo ilustrativo. Resultados.
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En los esquemas que representan el estado de la estructura en cada ciclo, se afiaden los
valores de los resultados correspondientes a dicho escalén a los obtenidos en los ciclos ante-
riores. También se indica el valor acumulado de la ductilidad en cada una de las rotulas apa-
recidas hasta ese momento, diferencidndose, segin la leyenda, las originadas en el calculo
transversal de las que provienen del longitudinal.

Los resultados obtenidos se pueden comparar con los provinientes de considerar la es-
tructura como una viga de longitud L = 30.00 m. En ese caso, el momento de plastificacion,
Mg, viene dado por (figura 23): ’

10

0

1t
dy‘l‘— :
1A _

|
|
IL = 200
1
I

400

Fig. 23. Momento plastico de la seccion.

M — 01 (ey dy) oF = 4 x 0,2205 x 5000 = 4410 mt

Si se integran las tensiones normales obtenidas en el cédlculo pldstico mediante compu-
tador para la seccion nodal de la dovela 5, se obtiene un momento de valor: M; = 4840.5
mt, que supone un exceso del 9.7 por 100 respecto al momento de plastificacién tedrico an-
terior. La aproximacion alcanzada es bastante buena y el exceso que aparece admite una sen-
cilla justificacion, si se tiene en cuenta que el valor de Mg ha sido obtenido bajo la hipotesis
de material elastoplastico perfecto, por lo que, una vez alcanzada la tension de fluencia, ésta
no es superada en ningln caso. Sin embargo, en el cilculo longitudinal como ldmina plegada
se adopta un modelo pldstico con endurecimiento a la deformacion, lo cual permite a la sec-
cion seguir aumentando sus tensiones aun cuando se haya alcanzado el mencionado limite
de fluencia.

6. ANALISIS PARAMETRICO

6.1. Influencia del tipo de carga

Con objeto de obtener informacién acerca del proceso de redistribuciéon de esfuerzos y
tensiones que supone el cédlculo plistico de una estructura, ha parecido adecuado estudiar un
ejemplo sencillo. Para ello se ha considerado una viga de seccion transversal cajon, cuyas
dimensiones, asi como la distribucién transversal de la carga exterior actuante, se modifican.
De esta forma, es posible analizar la influencia de los distintos pardmetros que intervienen en
la respuesta pléstica de la estructura y evaluar su importancia relativa.

Si bien el estudio se centra en un caso concreto y simple, con él se intenta ilustrar acer-
ca de las ventajas que supone la aplicacién juiciosa del procedimiento a otros tipos estructu-
rales més complejos, para comprender su comportamiento Gltimo en rotura. Por otra parte,
muchos de los resultados obtenidos en este ejemplo pueden ser extendidos directamente a
otros tipos de estfucturas.
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A fin de estudiar la influencia de la geometria de la lamina plegada, asi como del tipo
de carga, en los resultados del anilisis, se ha calculado la estructura cuyas caracteristicas se
muestran en la figura 24, para la cual se ha considerado una discretizacion en cinco dovelas.

dovela 1 dov. 2 dov.3 dov. & dov.5
«:Jvi a o{v ({w o%v OII 1 @ 3
timpano b | | | i [ timpano =< [/ _*
| ! ! i I @ Y UG H
t t t 1 { 'A’ . 3 1///_»——+—
R &4
:{.‘d‘&f’.“ sec 2 sec.d sec. 4 gecS5 . @
L i I B
o L "
a)Pertil longitudinal b) Seccidn tranversal constante

Fig. 24. Anélisis paramétrico. Geometria.

Con objeto de comprobar el comportamiento de la estructura anterior ante diferentes
situaciones de carga, se han adoptado inicialmente las siguientes dimensiones:

L=230.00m ;B=28.00m ;H=2.00m.
Espesores (*) de membrana (e, ) y de placa (ep) de las losas 1 y 4: 0.225 m; e, y €,

de las losas 2 y 3: 0.30 m. Por dltimo, E; = 0.01 E,.

Se han analizado dos situaciones de carga de valor total igual en ambos casos (figura
25):

— Carga uniforme a todo ancho enlalosa 1: p =1 t/m?2.

— Cuchillo de carga en la arista 1: q = 8 t/m.

p:l(/m2 - Q=8 t/m
P77 7 777777 7777777774 777773 ]
a) Perfil longitudinal b) Carga uniforme c)Cuchillo de carga

Fig. 25. Anélisis paramétrico. Cargas.

Ambas cargas se han incrementado desde los valores iniciales anteriores hasta alcanzar
el colapso de la estructura, habiendo considerado una ductilidad maxima de 15, tanto trans-
versal como longitudinalmente, con objeto de analizar la evolucion de la 1dmina ante sucesi-
vas plastificaciones.

Nota (*) en, simula el espesor que transmite las tensiones axiles longitudinales. Por otra parte, e, co-
rresponde al canto con que la seccion resiste a la flexion transversal. En el caso de una seccion
con “costillas” o nervios de refuerzo, ey, corresponde al espesor del drea media y ep, al de una
seccion rectangular con inercia a flexion equivalente.
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A continuacion se especifican con cierto detalle los resultados deducidos para cada uno
de los incrementos de carga.

— Carga uniforme: p = 1 t/m?.

TABLA 1
Escalon | Incremento | Carga Tipo de Seccion Losa |. Extremo | Ductilidad
de de total, PT plastificacion | nodal de alcanzada
carga carga ocurrencia
i 12,50 p 12,50 p | Transversal 1-2-3-4-5 1 1-2 —
2 2,97 p 15,47 p | Transversal 1-2-3-4-5 1 CL 8,2

Se llega a la rotura debido a la formacién de un mecanismo transversal, para una carga

total de valor 15.47p y una ductilidad de 8.2. En la figura 26 se esquematizan los resultados
obtenidos.

Escaldn de carga : 1 @ ,
9 @® Rotula

/ / / / / Aq=12-50P Seccion nodal
& donde se origina
/ / 3 / / P; =12,50p A una rotura phstica.

Escaldn de carga : 2 @ Sec.nodal [1-2-3-4-5

% [ e e
T [ e

ductilidad 8,2

Fig. 26. Anélisis paramétrico. Resultados (carga uniforme).
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— Cuchillo de carga: q = 8 t/m.

TABLA 2
Escalon | Incremento | Carga Tipo de Seccion Losa Extremo | Ductilidad
de de total, QT plastificacion | nodal de dcanzada
carga carga ocurrencia
1 16,60 q 16,60 q | Transversal 3 14 1-2 -
2 1,89 q 18,49 q | Longitudinal 3 1-4 - 3,08
Longitudinal 3 2 - 3,40
3 0,41q 18,90 q
Transversal 2-4 1-4 1-2 3,40
4 0,60 q 19,50 q - - - - 15,00
4 0,99 q 19,89 q | Transversal 1-4 1-4 1-2 >15,00

En la figura 27 se muestran, de forma esquematica los resultados obtenidos en los suce-
sivos escalones de carga. Se observa (figura 27.a) que, al seguir incrementando la carga desde
QT = 18.89 q, se alcanza la ductilidad maxima, con el mismo mecanismo de plastificacion,
al llegar al nivel QT = 19.50 q. Si no existiese este limite de ductilidad, el mecanismo si-
guiente de plastificacion seria el indicado en la figura 27.b. Los resultados de las ductilidades
se muestran en la figura 27.c.

De los resultados obtenidos en este segundo caso de cuchillo de carga, se observa la apa-
ricion de dos tipos de plastificacion —longitudinal y transversal—, para los sucesivos incre-
mentos de dicho cuchillo. '

Si se comparan ambos casos de carga, se comprueba que la situacion primera (carga uni-
forme) resulta, para las mismas caracteristicas geométricas y resistentes de la estructura, mads
desfavorable. El material no se aprovecha al maximo, debido a la formacién de un mecanis-
mo transversal de rotura que impide alcanzar la ductilidad limite impuesta.

Se ha procedido a una sencilla comprobacion de los anteriores resultados, consistente
en comparar el momento flector plastico global (Mop) de la estructura considerada como
una viga de luz L, obtenido en la hipotesis de material elastopldstico perfecto, con el mo-
mento MII, deducido en cada caso de la teoria de lamina plegada, mediante integracion de
las tensiones longitudinales en la seccion central. :
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Escaldn

L4
@ Seccién nodal 3

Aq’3:0,405q Losa 1 4

" Escalén 1 @
7 o A9,=16,604q
3
/ @ Q]=16.60q
Escalon 2: @
s Seccién nodal 3
/ 4q,=1,89q Losa 1 |4
3/ Q" =1849q | Extremo  |1[2]1]2
/] T T T T Ductil. transv. 3,08
//

_ QT3 =18,895q Extremo 112112

Ductil.transy. WB'LB
Ductil. lcngi(u.l],09 1,09

5 g

a)

Escaldn 4@ Aq, =0,605q, Q)= 19,50 q

Aq,=0,988q
/ / qu.
/ / al, =19,983q

® Rdtula
Secciénnodal : 3 2 4
Losa 1 2 4 1 4 1 4 Seccion nodal donde
Extremo 1] 2 1 2 112 112 1] 2 112112 se origina una rétula
Ductil.-transv. 15 J15 [ — | - 115 [15]|8,7[8,7 [8,7]6.7 8,7/87[8,7]8,7 plastica.
Ductil.longitu| 4,92 3,46 4,92 - = — - )
P Plastificacion
longitudinal.
c)

Fig. 27. Anélisis paramétrico. Resultados (cuchillo de carga).
Se obtiene:
a) Viga:

"H/2 '
MO = (J ey dy)oF:2x 1,95 x 5.000 = 1,95 x 10* m
0

b) Lamina plegada:
— Carga uniforme: My = 1,5 x 10* mt
— Cuchillo de carga: M = 1,8 x 10* mt

0
La aproximacion entre los valores de M; y M es relativamente buena para el caso de
cuchillo de carga. La pequefia diferencia existente puede ser explicada por la aparicién de un
momento torsor y por las limitaciones impuestas al factor de ductilidad.

El menor valor de Mll) para el caso de carga uniforme es razonable, ya que el tipo de
colapso producido en la estructura viene determinado por la formacién del mecanismo trans-
versal de rotura, que no es captado en un andlisis elemental como viga de la lamina plegada.
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La evolucion de las diferentes magnitudes de interés en el calculo (esfuerzos de lajay
placa, y movimientos), a medida que se producen las sucesivas plastificaciones, se representa
en los graficos siguientes. Estas magnitudes se definen en la figura 28, en donde se indican
las secciones nodales en las que se han obtenido los distintos resultados.

Seccién nodal 3 __é_}_DJ!_}‘ vy
qQ /—
P i W 1

R "/%*M v NI

R —

I
T <~
: so“’ d 11\_M3 i l
eccion noda
| L Jr Seccion Seccion
B nodal 3 nodal 3

Fig. 28. Anélisis paramétrico. Definicion de los resultados.

En la figura 29 se muestran los esfuerzos longitudinales (membrana), para diferentes lo-
sas, en la seccion nodal 3(M;,N;) y en la seccion nodal 1(Q, ), para ambas situaciones de
carga: uniforme y cuchillo. En abscisas se representan los valores adimensionales (fracciones
de la carga total en cada escalon):

P, =Pl /p; Q;=Qf/q

Se han sefialado con un circulo los puntos correspondientes a aquellos valores caracte-
risticos para los que se produce una plastificacion, ya sea longitudinal ya transversalmente.
La interpretacion de los graficos se realiza de acuerdo con los valores definidos en las figuras
26y 27.

En la figura 30 se han dibujado las graficas correspondientes a los rasantes, q, (seccion
nodal 1) y esfuerzos transversales, M3, Y3 Y Vs (seccién nodal 3) y, finalmente, en la figura
31 se indican los valores de los movimientos verticales de las aristas, w;, en la seccidén nodal
3.

Se comprueba de nuevo que la formacion del mecanismo de rotura transversal, en el
caso de accién uniforme, reduce sensiblemente el valor de la carga de agotamiento de la
estructura.

La plastificacion de una seccién segin el criterio de fluencia dado por la expresion:

)]

— |+ = =1

Mp Np

queda claramente reflejada en las relaciones existentes entre los diagramas de momentos y
de axiles (longitudinal y transversalmente). Asimismo, en el caso de plastificacion longitudi-
nal, la secci6bn aun puede admitir incrementos en los valores de los esfuerzos, debido, como
es natural, a la relacion constitutiva considerada; en otros términos, debido al valor Ep =
=0.01 E, # 0. Sin embargo, para la plastificacion transversal y dado que se ha tomado E, =

= 0, una vez alcanzada ésta no son posibles nuevos incrementos, lo cual queda reflajado en
los correspondientes tramos de la figura 30.

Por ultimo, y en lo que se refiere a las flechas alcanzadas en rotura, se observa que, para
situaciones muy cercanas a aquélla, los valores aproximados de 30 cm suponen un 1 por 100
de 1a luz de la viga, por lo que la hipotesis de linealidad geométrica podria considerarse toda-
via valida. ‘ :
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-5

Fig. 31. Evolucién de las flechas en diferentes puntos de la seccion centro-luz.

6.2. Influencia de la geometria

Con objeto de alcanzar una mejor comprension ‘'del mecanismo de redistribucién de
esfuerzos por la plastificacion de las distintas secciones, se ha efectuado un analisis adicional;
en dicho andlisis la estructura considerada ha sido la representada en la figura 24, pero va-
riando la dimensién B, habiéndose adoptado B=4.00, 6.00, 8.00, 10.00 y 12.00 metros. Se
han estudiado los dos tipos de carga ya mencionados: uniformemente repartida de valor
p = 1 t/m? sobre lalosa 1,y cuchillo de carga sobre la arista 1, de valor q = p X B t/m.

Con objeto de que los resultados alcanzados sean comparables, se ha mantenido la iner-
cia a flexion de la seccion total, lo cual se ha llevado a cabo conservando H = 2,00 m y el
espesor de las losas 2 y 3 igual a 30 cm. Por lo tanto, se ha aumentado o reducido el espesor
de las losas 1 y 4, de acuerdo con el valor de B, a fin de queel area de 1,80 m?2 de la seccidon
transversal de dichas losas permanezca constante.

En la figura 32.a se ha representado la carga total de rotura en ambas situaciones: ac-
cion uniforme, PE, y cuchillo de carga, Qg, en funcién, en ambos casos, del ancho B. Se ob-
serva que el valor B = 6,50 m corresponde a un punto critico; para valores mayores de 6,50
m, la carga de colapso es superior bajo la actuacion del cuchillo de carga, a pesar de la desni-
velacion de aristas que en dicho caso se produce. Ello es debido a la formacion del mecanis-
mo de rotura transversal que, para valores de B suficientemente grandes, y en el caso de ac-
cion repartida, es determinante en la resistencia ultima de la seccion.

Por el contrario, para valores de B comprendidos entre 5,00y 6,50 m, esel cuchillo de
carga el que determina la carga de rotura.

Cuando B < 5,00, la deformabilidad de la seccion influye poco en los resultados, dado
que la estructura se aproxima cada vez mas a una viga y ambas situaciones de carga condu-
cen al mismo valor de la carga ultima.
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Asi pues, dos conclusiones se deducen de forma inmediata: Por una parte, existe un
valor de B critico (B = 6,50 m, en este caso), para el cual la relacién Q?/PT = 1 (figura
32.b); es decir, la carga Gltima es la misma, ya se trate de accidn repartida, ya de un cuchi-
llo de carga. Para valores de B superiores al critico (B >6,50 m) se estd infrautilizando el
material en el trabajo de membrana de las diferentes losas, ya que el mecanismo de rotura
por flexion transversal es el que determina la carga de colapso.

[MTY)
act)

r 300 l

1250 +—8 —

o L s € 8 10 12 B(m)
Q‘ /P1

| . ;
— - _ .
3 4 5 6 8 10 12 B(m)

Fig. 32. Carga de colapso en funcién del ancho B.

6.3. Optimizacion estructural

Una forma usual de obviar la infrautilizacién de material seflalada en el apartado ante-
rior consiste en considerar diferentes espesores de membrana (em) y de placa (ep ), que se
materializan en la prictica mediante la utilizacién de rigidizadores o costillas transversales,
que mantienen la rigidez a flexién transversal dentro de los limites requeridos, sin afectar a
las caracteristicas resistentes longitudinales.

‘

Un modo de optimizar la seccidén consiste en encontrar la relacién de espesores e /ep
para la cual las roturas longitudinal y transversal se producen simultdneamente.

A fin de simplificar el costoso an4lisis que implica el objetivo anterior, se ha determina-
do aqui la relacién e /ep para la cual la primera plastificacién longitudinal se verifica de
modo simultdneo a la primera plastificacién transversal. Ello resulta suficiente a efectos
practicos, pues se ha comprobado en la mayor parte de los casos analizados que, en la situa-
cion més desfavorable, el primer incremento de carga representa el 90 por 100 de la carga
de rotura.

Asi pues, -y para ese primer incremento, la relacién 6ptima . /ep de plastificacion
simultidnea puede determinarse siguiendo dos procedimientos: 1) Fijando €, y variando e,
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lo que tiene mayor sentido para valores pequenos de B(5,00 < B < 6,50), para los cuales la
plastificacion longitudinal es determinante, o bien, 2) fijando e, y variando ep —situacion
usual en la practica—, que tiene sentido, en este caso particular, para B > 6,50 m, cuando es
dominante el mecanismo transversal.

Ejemplos ilustrativos de ambas posibilidades, para los diferentes valores de B, se mues-
tran en las figuras 33 y siguientes, que serdn comentadas seguidamente. Con objeto de que
los resultados obtenidos puedan ser comparados adecuadamente, y tal como se ha explicado
en el apartado anterior, se mantienen constantes el canto H = 2,00 m y los espesores de las
losas 2 y 3 (iguales a 30 cm), y se varia el espesor de las losas 1 y 4, de acuerdo con el valor
de B, de forma tal que el drea de dichas losas permanezca constante (1,80 m?, en este caso),
o lo que es igual, que se mantenga constante la inercia a flexion de la seccion total. En absci-
sas se toman los valores adimensionales P; (accion uniforme) y Q; (cuchillo), correspondien-
tes a sucesivos incrementos de carga. En ordenadas, los valores de e, (o e, ), paraun valor
fijo de e, (0 ¢e,) y de B. Con las letras T y L se hace referencia a las plastificaciones trans-
versal y longitudinal, respectivamente, para el citado primer incremento de carga.

em cu
1 ———==c¢

4050 4 G{I oL
/
’ P
- / -
040 @7 0225 y T
B- 8,00m /a/ o7
0,30 ’ o
/ e
— ., L
0,20 e d_ s
/
0,10 %
o B
0 12 20 22 30 Qi

em

0,50

ey 030m
ok B=800m
03¢
0,20
oo Fig. 33. Influencia de la variacion
' R de espesores en la formacién de
0 N : . — rotulas plasticas.

1 20 30 N

0505 20,30 m

=60
ouo® =800 ™
L 0,30

0,20

0,10

v T + +
2 L 6 8 10 12 % 18 20 4 26 28 30 37 3%
@) Cuchillo de carga
ep

10,50 €= 0,30 L
B =600
10,40

0,30 /

.20 / o 0(29,6;0,252)
Fig. 34. Influencia de la variacion |oo

de espesores en la formacién de | P;
rétulas. (B = 6.00 m). s 10 15 20 25 30 35 40 45

b)Carga uniforme
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1050 €.,=0,225 m L

Bt 800m =51~
1040
+ 0,30
0,20 0 (19,6 , 0,251)
10,10
0 ’ ) 0;

10 20 30
a)Cuchillo de carga

ep L

€m=0,225m

10,40 B -8,00m

0,30
0

0(22,1;0,290)

s . L
T T

10 20 30
b)Carga uniforme

Fig. 35. Influencia de la variacion de espesores (B = 8.00 m).

En las figuras 33 y 34 se representan los resultado de dos ejemplos cuyo interés es me-
ramente tedrico, habida cuenta de los razonamientos referentes a los mecanismos de rotura,
anteriormente expuestos. En la primera se ha tomado B = 8,00 m y se han fijado los valores
de e, en dos casos (0,225 y 0,30 m), obteniéndose curvas em (Py), e (Q,), en ambas situa-
ciones de carga, que definen en cada caso el valor de ¢, bara el cual ambos mecanismos de
rotura —transversal y longitudinal— se alcanzan simultdneamente.

Andlogas consideraciones pueden hacerse sobre la figura 34, salvo que en ese caso se ha
mantenido constante e, = 0,30 m, obteniéndose el valor 6ptimo de e

En las figuras 35, 36 y 37 se representan tres casos de interés practico, puesto que co-
rresponden a situaciones en las que, manteniendo el espesor de membrana, se pretende obte-
ner el espesor de placa 6ptimo mediante la introduccién de rigidizadores transversales. Di-
chos casos corresponden a valores de B iguales a 8.00, 10.00 y 12.00 metros.

Dichas figuras admiten una sencilla interpretacioén; por ejemplo, y por referencia a la fi-
gura 35, correspondiente a los valores B = 8,00 my e, =0,225 m, se obtienen los puntos
optimos 0, para los cuales se alcanzan simultdneamente los mecanismos de rotura longitudi-
nal y transversal. Asi, en el caso de actuacién del cuchillo de carga, el punto éptimo corres-
ponde a un valor Q; = 19.6 y a un espesor de placa e, = 0.251 m. Para la carga uniforme los
valores anteriores son, respectivamente, 22.1 y 0.290 m.

Tanto en este caso, como para B = 10,00 m se observa que & > ey , es decir, que es
necesario introducir rigidizadores a fin de aumentar el espesor de flexidn.

A la izquierda del punto 0 el tipo de rotura viene marcado por el mecanismo transver-
sal, mientras que a la derecha de dicho punto la rotura determinante es la longitudinal, al
haber introducido una mayor rigidizaciéon que la estrictamente necesaria.

Se observa asimismo que en el caso de carga uniforme la rotura longitudinal es indepen-
diente del valor de €y, €s decir, una vez alcanzado el punto 6ptimo de rotura, el aumento de
rigidizacion transversal no influye en la carga de colapso, que permanece constante, viniendo
determinada por el mecanismo longitudinal. Ello puede ser explicado por la no aparicion de
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deformacion torsional, dada la simetria existente, lo que conduce a un agotamiento de las
almas en su trabajo como vigas cargadas en su plano, para las cuales se ha mantenido cons-

tante el espesor.

0.50 o -0,80m
8 =-10,00m
04C
10,30
10,20
0 (14,2 ; 0,250)
40,10
o 4 i + k v 4 OI
¥ ] Al T Al >
4 8 12 16 20 24
.a)Cuchillo de carga
Cp L
-0,98m /e/
0,40 @m o]
B =10,00 T
10,30
L 0,20
0,10 0 (17,7 ; 0,4 15)
0 , . . , , Pi
: ; . t } 4
4 8 12 16 20 24
b) Carga uniforme.
Fig. 36. Influencia de la variacion de espesores (B =10.00 m).
ep
050 €m=0,15m
B=1200m
040
0,30
0,20 0 (12,75; 0375)
0,0
o \ @
2 . 3 8 10 S 12 16 16
Q‘p: a) Cuchillo de carga
080 en=0,15m . ﬁ L T
B =12,00m
0,70
0,60
0,50 °
0,40
0,30
0,20 0 (14,7 ; 0,495)
0.10
0 Py

2 4 6 8 10 1?2 14 16 18 20 22 2 26 28 30

b)Coarga uniforme

Fig. 37. Influencia de la variacién de espesores (B = 12.00 m).

113



€(m)

0201

B
(m)
a)Carga uniforme

€(m)

0 (7,25 ; 0,250)

Cm

(m)
b) Cuchillo de carga

Fig. 38. Obtenci6n de la separacién dptima.

Por otra parte se comprueba que las cargas de colapso para la actuacién del cuchillo de
carga son menores que en el caso de carga uniforme, si bien también son menores los espeso-
res de flexion a introducir. Esta circunstancia puede ser explicada por el hecho de que, una
vez alcanzado el punto 6ptimo de rotura simultdnea, la distorsién de la seccion sigue siendo
determinante en el colapso de la estructura, cuyo fallo se produce por rotura de las losas
superior e inferior, y no por la almas.

Para un valor de B = 12.00 m (figura 37.a), y en la hipotesis de actuaciéon del cuchillo
de carga, aparece una situacion peculiar, ya que el tipo de rotura predominante es longitudi-
nal (mecanismo de membrana), por fallo del alma directamente cargada (losa 2). Sin embar-
g0, en este caso el primer escalon de carga representa Ginicamente el 79 por 100 de la carga
de colapso, por lo que las conclusiones que puedan derivarse del calculo anterior deben ser
aceptadas con cierta reserva.

El andlisis anterior permite un disefio racional de las estructuras ldminas plegadas. En
efecto, para cada valor del ancho B se pueden obtener los espesores de placa y membrana
correspondientes, que garantizan la plastificaciéon simultinea transversal y longitudinalmen-
te. Sean estos valores ep (B)y e, (B), respectivamente. Evidentemente, desde este punto de
vista, el valor mas adecuado para la separacion B entre almas serfaaquél para el cual ep (B) =
= ¢, (B), en caso de no considerar la complicacién constructiva de las costillas transversales
(losas homogéneas e isotropas).

En la figura 38 se muestran curvas que permiten deducir dicha separacién 6ptima para
ambas situaciones de carga: uniforme y cuchillo. Es importante sefialar que los valores Opti-
mos de By e, para los cuales se producen simultineamente las roturas longitudinal y trans-

“versal, coinciden en este caso‘en ambas situaciones de carga, o lo que es igual, la rotura Op-
tima es independiente del tipo de carga y sOlo depende de las caracteristicas geométricas.

La conclusién anterior adquiere una singular importancia desde el punto de vista pric-
tico, puesto que permite un disefio Optimq de la ldmina plegada, independientemente del
tipo de carga a que vaya a estar sometida, si bien, obviamente, la intensidad que para la mis-
ma se adopte en el disefio serd determinante en la seguridad estructural.
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Ductilidad tranversal

1 2 4 6 8 10 12 14 15 Ductilidad

Fig. 39. Carga de colapso en funci6n de la ductilidad.

6.4. Influencia de la ductilidad

Con objeto de estudiar la influencia de la ductilidad en diferentes pardmetros de interés
en el calculo, se ha procedido, en primer lugar, al analisis de la estructura de la figura 24; pa-
ra la separaciéon B = 8.00 m, bajo las situaciones de carga ya mencionadas (figura 25), y su-
poniendo distintos valores del factor de ductilidad. Los espesores ey, Y €, considerados co-
rresponden a los del apartado 6.1.

En las figuras 39 y 40 se muestran, respectivamente, las relaciones entre la carga de co-
lapso y flecha maxima con la ductilidad. Para las cargas de colapso se han tomado los coefi-
cientes adimensionales P = PT/p (carga uniforme) y Q = QT/q (cuchillo). Para la flecha
méaxima se considera el factor adimensional w,, ;,/luz, en tanto por mil.

o W max
ol tuz
©

1 2 4 6 8 10 12 14 15 Ductilidad

Fig. 40. Flecha méxima en funcién de la ductilidad.
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Se observa, una vez mds, la trascendencia del modo de rotuta en los valores de la carga
de colapso y flecha maxima. Asi, en este caso concreto, la formacion del mecanismo trans-
versal provoca el fallo estructural para una ductilidad maxima de 8.2.

La interpretacion conjunta de ambos grificos, junto con los representados en las figuras
33 a 38, puede tener gran interés desde el punto de vista practico de disefio, ya que, simulta-
neamente a la consideracion de rigidizacion transversal, es posible tener en cuenta diferentes
valores de las ductilidades transversal y longitudinal, para, finalmente, de acuerdo con las
graficas de las figuras 29 y 31, proceder al dimensionamiento adecuado de las diferentes lo-
sas. :

En las figuras 41 y 42 se repite el anilisis anterior para las distintas separaciones B =
=4.00, 6.00, 8.00, 10.00 y 12.00 metros.

En la tendencia de los resultados en flechas (figuras 41.b y 42.b) se observa una varia-
cion brusca entre los valores de B = 6,00 y 8,00 metros. Ello es debido, como ya se ha des-
crito,-a que entre dichos valores se produce el cambio de configuracioén de rotura: de longi-
tudinal a transversal,

Finalmente, cabe resaltar el hecho de que para valores practicos admisibles del factor
de ductilidad (del orden de 6,00 en el hormigén armado) las flechas maximas alcanzadas
representan porcentajes suficientemente bajos de la luz de la lamina plegada, por lo que la
supuesta hipotesis de linealidad geométrica parece aceptable.

7. EJEMPLO DE APLICACION

El ejemplo que se presenta a continuacién tiene un caricter marcadamente ilustrativo
acerca de la potencialidad de un modelo y programa de computador como el aqui desarro-
llado, en su aplicacion a situaciones reales. Con ese objeto se estudia un puente de seccién
variable tanto en dimensiones globales como en espesores, y sometido a la actuacion de las
cargas permanentes y sobrecargas definidas en la Instruccién espafiola.

El andlisis tiene como objetivo deducir el nivel de seguridad a la rotura de esta estructu-
ra. Sin embargo, a fin de simplificar el analisis, s6lo se ha considerado un vano simplemente
apoyado sin actuacion del pretensado. Es posible, con el sacrificio de un mayor esfuerzo
computacional, el cdlculo de un tramo continuo en donde se incluya la accion del pretensa-
do, si bien la problematica de mayoracion de los esfuerzos procedentes de esta accion cons-
tituye un problema mas alld del objetivo de este articulo.

En este ejemplo se analiza, como se ha indicado, un tablero de puente de seccion cajon
no prismatica, con condiciones de timpano en sus extremos y cuya geometria aparece refle-
jada en la figura 43.

La variacion de espesores en almas y forjado inferior se muestra en la figura 44. La
definiciéon y numeracion de losas y aristas se realiza en la figura 45 y se ha considerado una
divisién en 10 dovelas.

Con objeto de evaluar la seguridad a rotura de la estructura anterior bajo la actuaciéon
de las sobrecargas de la Instrucciéon vigente, se ha calculado bajo las siguientes acciones:

— Peso propio (peso especifico 2,5 t/m?3).

— Sobrecarga uniforme de 600 kg/m? en el tablero superior (losas 1, 2 'y 3) que incluye
los efectos de la superestructura (pavimento, barandillas, etc.) y la sobrecarga de la
Instruccion.
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Fig. 43. Ejemplo de aplicacién. Geometr(a.
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Fig. 44. Ejemplo de aplicacién. Espesores.

Fig. 45. Ejemplo de aplicacion. Topologfa.
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Fig. 46. Ejemplo de aplicacién. Cargas.

— Carro de 60 t de la Instruccién, simulado mediante una carga uniformemente repar-

tida de 10 t/m actuando sobre la arista 2,y extendida inicamente a las dovelas 5 y 6
(figura 46).

Como pardmetros del célculo plastico se han adoptado los siguientes:

— Tension de plastificacién: 5.000 t/m?.

— Coeficientes de plastificacién: 1.50.



— Pendiente del diagrama plastico: E;, = 0.01 E,.

_ Ntmero maximo de ciclos del proceso: 6.

— E, =2x10° t/m?.

— Ductilidad limite: 15.

Conviene sefialar que el alto valor previsto para la ductilidad no afecta excesivamente a

la carga de colapso, que se alcanza para el tercer escalon, conun incremento poco significa-
tivo respecto al inicial del primer escalon.

En la figura 47 se describe el proceso de plastificacion, que se resume en la tabla 3.

TABLA 3
Escalon de | Incremento | Valor total Tipo de Dovela Losa Dy Dt
carga de carga plastificacion
1 3,09 p 3,09 p Longitudinal 5-6 6 1,00 1,00
2 0,159 p 3,25p Longitudinal 5-6 4-5 1,63 1,00
3 0,287 p 3,54p Longitudinal 4.7 6 15,00 1,00

Como se observa, todas las plastificaciones que se producen son longitudinales, siendo
el valor de la carga de colapso de 3,54 veces el valor inicial adoptado para el calculo eldstico.
Este andlisis permite definir de un modo mas racional el valor usual del coeficiente de seguri-
dad a rotura de la estructura. Conviene sefialar, ademas, que para pasar de la ductilidad 1,63
del segundo escalon al valor 15,00 del tercero Gnicamente se necesita un incremento de
0,287 p, inferior al 9 por 100 del valor 3,25 p alcanzado en el citado segundo escalon. Ello
proporciona un orden de magnitud de las diferencias que se pueden producir al considerar
distintas ductilidades entre los valores 1.63 y 15.00.

Finalmente, en la figura 48 se representan los valores de diferentes magnitudes de inte-
rés en el calculo para el estado eldstico inicial y el estado de colapso.

8. CONCLUSIONES

Entre las conclusiones derivadas del estudio anterior, se citan a continuacién como mas
importantes, las siguientes:

1. El célculo plastico constituye un procedimienco fundamental para la evaluacion
del grado de lejania del colapso de una estructura. Este concepto de colapso es
fuertemente dependiente del tipo estructural y de su utilizacion.

2. Dado que, en comparacién con el calculo lineal, el andlisis plastico exige un es-
fuerzo de computacién muy elevado, es necesario desarrollar procedimientos de
andlisis eficientes.

3. Existen determinados modelos estructurales de aplicacion suficientemente general
_un caso tipico lo constituyen las laminas plegadas— para los cuales la utilizacion
de un método general de calculo es ineficiente, resultando, en ese caso, atractiva la
aplicacion de procedimientos especificos de analisis. La justificacion del desarrollo
de dichos métodos especificos se evidencia ante un elevado porcentaje de aplica-
ciones. Esta evidencia aumenta de un modo extraordinario cuando se analizan las
estructuras en regimenes no lineales (cdlculos pldsticos, por ejemplo).
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En particular, el andlisis plastico de ldminas plegadas exige, desde un punto de vis-
ta computacional, el desarrollo de procedimientos especificos. Por otra parte, un
andlisis pldstico precisa y produce una muy elevada cantidad de informacion a ni-
vel de “input-output” que, en el caso de utilizar un método general, es susceptible
de generar errores, ademas de contribuir a una pérdida de la interpretacién estruc-
tural, e incrementar los costes de entrada de datos y anélisis de resultados. Si bien
este volumen de informacién se puede tratar mediante programas pre y posproce-
sadores, éstos enmascaran a veces el comportamiento estructural.

Los célculos tradicionales de ldminas plegadas prismaticas de tipo semianalitico
(solucion Levy, por ejemplo) no son susceptibles, por su cardcter armonico lineal,
de ser extendidos, mediante una ampliacion directa, al andlisis pldstico. A este res-
pecto, se hace necesario un modelo especifico de calculo lineal de ldminas plega-
das, de caricter completamente numérico. En este contexto, el modelo desarrolla-
do en (11) resulta plenamente adecuado.

Mediante la utilizacién de una técnica de busqueda directa de rotulas —ya emplea-
da anteriormente en entramados planos—, se pueden reducir de modo importante
los tiempos de computacién, frente a los tradicionales procedimientos paso a pa-
so.

ELASTICO (A:1,00) COLAPSO (Az35¢4)
14,68 14,61 $5.10 45,25
14,68 14,61 55,10 45,25

a) Flechas en aristas (cm). Seccidn central

=122 -121 121 19, -119 -118 -440 -438

-432

-429

;
164 156

b) Tensiones longitudinales (kp/cm2). Seccidn central

0 -574-3,64 -2,79 574 0 0 -195 -123

533 508

-9,5 19,5 0

Fig. 47. Ejemplos de aplicacién. Evolucién de la estructura

@ @G ®|e ®® -0.23 -403 -0.60

c) Momentos transversales (mt/m). Seccidn central

-14,2

-2)0 8,52 -7,2 -290
-0,23 ©13 -06 4,2

. i i 0 =571 7965 -36,13 6695 O 0 -194 270 =123 227 0
ante sucesivas plastificaciones. - '
p —136,76 103,05 -464 -350
— 148,64 -109,62 - S04 372
-148,64 109,62 =504 372
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d) Rasantes (t/m). Secciones de apoyos

Fig. 48. Ejemplo de aplicacion. Diferentes resultados para

los estados eléstico y de rotura.



6. Un grave inconveniente numérico que aparece en la mayoria de los métodos de
calculo plastico reside en la degradacion de la matriz de rigidez de la estructura en
fases cercanas a su colapso.

Criterios numéricos de parada basados exclusivamente en la comprobacion de la
singularidad de dicha matriz han resultado fallidos y, en general, dependientes de
la precision del ordenador utilizado. Aqui se han introducido criterios muy am-
plios de colapso, mas de acuerdo con algunos resultados de la practica de la inge-
nieria, basados en la limitacion de movimientos, ductilidad méaxima, etc.

Por otra parte, la introduccion de una pendiente pldstica no horizontal, fraccion
muy pequefia del modulo eldstico de Young, constituye una técnica numérica ade-
cuada, que evita el problema de l1a degradacion numérica de las matrices que apa-
recen en el andlisis.

Esta técnica ha sido empleada unicamente en el analisis longitudinal de la ldmina
plegada, por aparecer en esta fase matrices de flexibilidad. Por el contrario, en el
analisis transversal el método de célculo de rigidez no exigio la introduccion de es-
ta técnica y se considerd elastoplasticidad perfecta. La experiencia obtenida en los
casos estudiados muestra la bondad y eficacia de este procedimiento.

7. Un aspecto fundamental del céalculo, a veces olvidado en distintos modelos, es el
denominado cierre de rotula pldstica, que adquiere de nuevo su virtualidad eldsti-
ca. El desarrollo de un algoritmo que simula este comportamiento, recogido en el
programa de computador, ha probado su eficiencia.

8.  El calculo plastico permite un disefio mas racional de las estructuras y, en particu-
lar, deducir de un modo coherente el grado de seguridad de las mismas. En este
contexto, es posible utilizar de un modo natural el método de calculo plastico pa-
ra el disefio Optimo de ldminas plegadas. Los criterios de aparicion simultdnea de
r6tulas estan relacionados con un adecuado aprovechamiento del material.

9. La ductilidad es un pardmetro de excepcional importancia en el proceso de redis-
tribucion de esfuerzos y tensiones en estructuras. Fl calculo pldstico permite con-
siderar y analizar estas redistribuciones. A estos efectos, es fundamental, en el ca-
so de laminas plegadas, la consideracion simultanea de la plasticidad en las dos
direcciones, longitudinal y transversal, si se desea captar el complejo fenomeno de
su comportamiento.

10. Dentro del area especifica del calculo de tableros de puentes, en el que la aplica-
cion del modelo lamina plegada se hace cada vez mas intensiva, un aspecto que
suscita una elevada actividad investigadora estd representado por la seguridad a la
rotura de puentes continuos pretensados. La mayorfa de las técnicas hasta ahora
desarrolladas para su estudio consideran Gnicamente el tablero de forma global, es
decir, como viga continua (elemento monodimensional). De este modo, los efec-
tos de excentricidad de la carga son ignorados sistematicamente.

El modelo elastopldstico de léminas plegadas aqui desarrollado puede constituir
un procedimiento idoneo para el analisis a rotura de estos tipos estructurales, da-
do que considera simultdneamente los dos efectos: longitudinal y de reparto trans-
versal.

9, AGRADECIMIENTOS

Los autores desean expresar su agradecimiento a la empresa STEEL-BETON, S.A. de El
Astillero (Santander) por las facilidades dadas en la utilizacién de sus recursos informaticos.
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Las armaduras en los pilotes

José Soler Nadal

Director Adjuntc de CIMENTACIONES ESPECIALES, S.A.
Fernando Soler Liceras

Arquitecto

En general los diversos tipos de pilotes no presentan ninguna dificultad en disponer ar-
maduras en toda su longitud, centradas ¢ incluso, con el recubrimiento que se considere
oportuno, recurriendo a separadores que o bien suelen ser de mortero o de plastico.

Su secuencia en la ejecucion da una buena idea de lo anterior; es decir: perforacion, co-
locacién de armaduras y hormigonado.

Sin embargo, si existe un tipo de pilote, que es al que nos vamos a referir, donde se pre-
sentan dificultades para la colocacion de la armadura y més aun si se trata de centrarla y ob-
tener un buen recubrimiento de hormigén sobre la misma.

De como se han vencido estas dificultades y como se ha llegado a introducir y centrar
armaduras de 12,00 m de longitud, es de lo que vamos a tratar en estas lineas.

El pilote en cuestion es el que se ejecuta con barrena continua, segun se describe a con-
tinuacion: (foto 1).

1° Se introduceen el terreno, hasta llegar a la profundidad deseada, una hélice continua
que se desarrolla sobre un nucleo central formado por un tubo de 100 mm de didme-
tro, taponado en el fondo. (foto 2).

2° Alcanzada la profundidad necesaria (foto 3), la bomba de hormigén, conectada al
tubo central de la barrena, expulsa el tapén y comienza el bombeo del hormigén a
partir del fondo del pilote, a la vez que se va recuperando la barrena que transporta
hacia arriba el terreno alojado dentro de la hélice (Fotos 4 y 5). Queda asi sustituido
el terreno alojado en la hélice por el hormigén bombeado.
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Como puede observarse, en este tipo de pilote se alteran las fases de ejecucion: se ha
perforado, se ha hormigonado, pero no se ha colocado la armadura.

Las armaduras en este tipo de pilote han evolucionado con el tiempo:

Primero se colocaban introduciendo en su parte superior 5 6 6 barras sueltas que ser-
vian para su unioén con las vigas y macizos.

Después, esas mismas barras de 1,50 a 2,00 m de largo se unian con cercos o espiral for-
mando jaula, aunque de mucho menor didmetro que el pilote.

Posteriormente, se llegd a una armadura de 6,00 m, aunque en ocasiones costaba traba-
Jo 0 no se podia introducir totalmente.

Entretanto se llegd a la sujecion de la armadura con doble plato y tubo central provis-
to de un vibrador (foto 6). De tal manera, la armadura empieza a introducirse en el seno del
hormigén por su propio peso, para después seguir introduciéndose con ayuda del vibrador.

Con el vibrador habiamos logrado ya introducir armaduras de 12 y 14 m de longitud en
los pilotes; faltaba solamente corroborar que tal armadura se hallaba inmersa en el hormigon
del pilote, centrada y con un recubrimiento suficiente.

De su inmersién en el hormigén no tenfamos la menor duda, ya que, por experiencia,
cuando una o varias barras se desvian hacia el terreno que circunda el hormigén no penetran
y hay que extraerlas; en cuanto a su centrado y recubrimiento, no habia otra solucién que el
ensayo a tamaifio natural.

Se eligié para ello una obra en Sevilla:

Propiedad: GECOVISA (Gestora Comunidades de Viviendas, S.A.).
Arquitecto: OTAISA (Oficina Técnica Arquitectos e Ingenieros, S.A.
Contratista: Hispano Alemana de Construcciones, S.A.

El corte geologico es el siguiente:

0,00
- 6,50
— 12,00
— 20,00
— 25,00

relleno

limo arenoso

arena limosa con gravas
grava con arena

marga azul

El nivel fredtico a la —7,00.
Plataforma de trabajo a —5,00.
Profundidad de los pilotes a —21,50.

Se ejecutaron los pilotes siguientes:

¢ 350 38
¢ 450 59
¢ 550 59
¢ 650 62
¢ 750 63
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El pilote que debia ser objeto de examen posterior se ejecutd desde la cota —2,00 al
objeto de poder recuperar el mayor trozo posible (5,00 m) sin achique en la excavacion pos-
terior y utilizando el ¢ 55 cm.

La armadura que habia que colocar, era de 12,00 m de longitud, formada por 6 barras
de ¢ 20 mm unidas por espiral de ¢ 7.con paso de 20 cm (cuantia 8%0). (Fotos7, 8y 9).

Los separadores de 7 cm se hicieron de tubo de plastico (foto 10), colocando 3 en cada
seccion a 120° y separados 1,50 m a lo largo de la armadura (Foto 11). (Final de colocacion
de la armadura).

Diez dias después se excavo alrededor del pilote (foto 12) recuperando los 5 primeros
metros. Se hicieron varios cortes transversales (foto 13) y en ellos se puede observar perfec-
tamente, tanto el centrado de las armaduras como su uniforme recubrimiento, e, incluso, un
corte por el plano de los separadores los sefiala con suficiente precision. (Fotos 14y 15).
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Foto 1. Foto 2.

Foto 3.
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Foto 7

Foto 6

Foto 8

Foto 9
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Foto 10. Foto 11.

Foto 13.

Foto 14. . Foto 15.
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José Antonio Torroja, Dr. Honoris Causa.

El dfa 1 de marzo tuvo lugar la investidura de Doctor Honoris Causa por la Universidad Poli-
técnica de Barcelona del Vice-Presidente de ATEP, Prof. Torroja.

La ceremonia se celebrd en el majestuoso salén de actos de la E.T.S. de Ingenieros de Cami-
nos de aquella Universidad, lleno de un selecto auditorio.

El Director de dicha Escuela Prof. Ofiate, hizo una exposicién de los motivos por los cuales
la Escuela habia solicitado de la Universidad tal nombramiento. Aparte de los muchos méri-
tos que reune el Prof. Torroja para la distincién de que era objeto, sefiald muy especialmente
el de haber sido =1 creador, organizador y primer Director del expresado Centro de ensefianza
técnica superior que sigue funcionando con las pautas sefialadas por él.

Después de un magnifico discurso (que serd publicado en ‘“‘Hormigdn y Acero” proximamen-
te) del Sr. Torroja, el Rector Magnifico de la Universidad, Prof. Ferraté, hizo la imposicién
de birrete, guantes blancos y anillo al nuevo Doctor y tras la audicion de los himnos de Cata;
lufia y el nacional se produjo una impresionante ovaciéon pocas veces oida por su calor y su
duracion.

A continuacioén se celebré una comida a la que asistieron numerosos representantes del Rec-
torado de aquella Universidad y muchos colaboradores del Prof. Torroja en la Escuela de Ca-
minos de Barcelona y de otras entidades, incluso de otros puntos de Espafia, que acudieron
al acto.

Concesion del premio y medalla Bengough,

a D. Manuel Elices

Con gran satisfaccion, hemos recibido la noticia de que han sido otorgados a nuestro
compaiiero el Dr. Ingeniero de Caminos D. Manuel Elices, el premio y la Medalla Bengough

por dos articulos sobre corrosiéon bajo tensiéon en alambres de pretensado, publicados en los
numeros 3 y 4 de 1981 de la Revista “British Corrosion Journal’.

En estos articulos, en los que se daban a conocer los resultados de los trabajos de inves-
tigacion que sobre el particular se vienen desarrollando, bajo la direccién de Elices, en la
Cétedra de Fisica de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos de Madrid, se in-
troducian por primera vez los conceptos de la Mecénica de la Fractura, Sus titulos eran:

“Sorting tests for stress corrosion resistance of cold drawn prestressing tendon”.
“Stress corrosion resistance of transverse precracked prestressing tendon in tension”.

iNuestra més cordial enhorabuena!
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Ingenieria y practica de los hormigones
reforzados en fibras de acero

Ildefonso Lucea Martinez

1. OBJETO

Dado el continuo incremento que en Espafia estd experimentando el uso de hormigo-
nes reforzados con fibras de acero (Fig. 1), resulta interesante dar un repaso a la influencia
de las fibras de acero sobre las propiedades del hormigdn, asi como algunos consejos practi-
cos para su utilizacién, basados en las mas importantes obras realizadas en Espafia hasta la
fecha, obras de las que al final del presente articulo ofreceremos una sucinta descripcion.

2. ANTECEDENTES

Inicialmente, todos los estudios fueron llevados a cabo utilizando fibras rectas, lo que
obligaba a utilizar grandes cantidades de fibras.por metro ciibico de hormigdn para lograr
ventajas técnicas apreciables (Fig. 2). El elevado costo asi alcanzado y la necesidad de equi-
pos especiales para la adicion al hormigdn de las fibras sueltas, retrasaron su utilizacién hasta
los afios setenta.
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RESISTENCIA A LA FLEXION
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El comportamiento a la fisuracion de! hormigén
armado con DRAMIX proporciona una mavor
resistencia final a la flexion que el de fibras

rectas de igual longitud y diametro.

Fig 2. Comparacion entre fibras rectas y con extremos canformados.

A partir de esa fecha, con la aparicién en el mercado de fibras conformadas (Fig. 3),
que proporcionan un mayor anclaje en el hormigén, asi como el encolado en peines de las
fibras Dramix, que facilitan su mezclado, hacen que la utilizacién de los hormigones reforza-
dos con fibras de acero haya experimentado un rdpido crecimiento.

[

(o] s | (o] (o]
o

(a) (o) (ei (a) (e)

Fig. 3. Formas de las fibras de acero.

a) Redonda. b) Rectangular. ¢) Duoform, National Standard Patent. d) Plegada, G.K/N, e) Extremos confor-
mados, Bekaert Patent, f) Viruta extraida de fundicion. Battelle Patent. g) Extremos engrosados. Australian

Wire Industries.
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Ingenieria y practica de los hormigones
reforzados en fibras de acero

lidefonso Lucea Martinez

1. OBJETO

Dado el continuo incremento que en Espafia esta experimentando el uso de hormigo-
nes reforzados con fibras de acero (Fig. 1), resulta interesante dar un repaso a la influencia
de las fibras de acero sobre las propiedades del hormigodn, asi como algunos consejos practi-
cos para su utilizacion, basados en las mas importantes obras realizadas en Espafia hasta la
fecha, obras de las que al final del presente articulo ofreceremos una sucinta descripcion.

2. ANTECEDENTES

Inicialmente, todos los estudios fueron llevados a cabo utilizando fibras rectas, lo que
obligaba a utilizar grandes cantidades de fibras.-por metro cubico de hormigon para lograr
ventajas técnicas apreciables (Fig. 2). El elevado costo asi alcanzado y la necesidad de equi-
pos especiales para la adicion al hormigoén de las fibras sueltas, retrasaron su utilizacion hasta
los afios setenta.
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Fig 2. Comparacion entre fibras rectas y con extremos canformados.

A partir de esa fecha, con la aparicion en el mercado de fibras conformadas (Fig. 3),
que proporcionan un mayor anclaje en el hormigén, asf como el encolado en peines de las
fibras Dramix, que facilitan su mezclado, hacen que la utilizacién de los hormigones reforza-
dos con fibras de acero haya experimentado un rdpido crecimiento.

[

(o] (e (o]
o

(a)

(D) (ei (a)

Fig. 3. Formas de las fibras de acero.
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a) Redonda. b) Rectangular. ¢) Duoform., National Standard Patent, d) Plegada. G.K.N, e) Extremos confor-
mados. Bekaert Patent. f) Viruta ex traida de fundicion. Battelle Patent, g) Extremos engrosados. Australian

Wire Industries,
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Se puede estimar que las fibras rectas sin ningin tipo de conformacion, son las de mi-
nima adherencia, mientras que los cambios de seccion o las formas irregulares pueden pro-
ducir tensiones localizadas. Las formas onduladas suelen producir grandes deformaciones ba-
jo tension sin un incremento importante de la resistencia a flexotraccion.

3. PROPIEDADES

Para una rapida y mas facil comprension de las variaciones de las propiedades de los
- hormigones reforzados con fibras de acero, en comparacién con los hormigones en masa,
recogemos en el Cuadro 1 un resumen de las mas importantes de ellas.

Principios teoricos del refuerzo con fibras en tensiones uniaxiales

Para estudiar los principios teoricos de los hormigones reforzados con fibras de acero
sometidos a tensiones uniaxiales, nos basaremos en las leyes de mezclas expuestas en diver-
sos textos cientificos del mundo. Las hipotesis que vamos a asumir son las siguientes:

1) Las fibras estan alineadas en la direccion del esfuerzo.

2) Antes de producirse la fisuracion, las fibras estan totalmente adheridas a la matriz, y
3) El Coeficiente de Poisson entre fibra y matriz es cero.

La notaci6én que vamos a emplear es:

A = Superficie, V = Volumen, E = Modulo de elasticidad, o = Tension.

€ = Deformacion, F = Fuerza, u = Ultima, f = Fibra, m = Matriz ¢ = Hormigon ref.

Supondremos que el drea de la seccion transversal del hormigon reforzado es A, =1y
que igualmente V, = 1.

g ag a
€ —=E€ = € :_c_:_rgz__f
e m f
F=0C.Ac=of.Af=om.Am

Como A, = lyA, = 1 — A resulta que el promedio de tension o soportado por el
hormigén reforzado por unidad de drea (A = 1) a una deformacién dada € antes de fisurar
es:

oc=afAf+am(I—Af)éoc=afvf+om(I—Vf) (A)

que al ser Of/om = Ef/Em = M podemos expresar COmo:

EJE =00, =1+V;M-1)
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CUADRO 1

Efectos de las fibras de acero en las propiedades de los hormigones en masa.
(Comparacion de un mismo hormigon sin fibras y con fibras entre el 0,3%y el 1% en valumen)

—

(Influencia notoria

Propiedad porla presencia de Comentarios
fibras?

Resistencia a la No —Pequefios incrementos de la resistencia a compresion,

compresion pero hay una importante influencia en la forma de
rotura.

Fluencia No —No hay un elevado nimero de investigaciones pero el
efecto de las fibras es minimo.

Densidad No —Ligero incremento del orden de un 0,05 Tn/m?

Fisuracion de Si —Hay una colaboracion de las fibras en las resistencias

retraccidon iniciales a traccion, combinada con una redistribucion
de tensiones. (Microfisuracién en lugar de macrofisu-
racion).

Médulo elastico No —Los ensayos efectuados en el I.E.T. muestran muy lige-
ras variaciones.

Resistencia a la Si —Laresistencia a la fatiga de estos hormigones alcanza

fatiga el 80-90% de la resistencia a flexotraccion, (50% para
los hormigones en masa).

Resistencia a Si —Hay un aumento elevado de la resistencia a flex otrac-

flexotraccién cion (hasta del 300%), transformando el hormigon
en un material ductil, minimizando el espesor de las
fisuras y el astillamiento asociado a ellas.

Resistencia No —Ligero incremento indirecto por menor fisuracién

hielo/deshielo No se han realizado demasiadas investigaciones.

Resistencia al Si —Incremento muy importante. Elevada absorcion de

impacto energia, incluso después de la fisuracion

Resistencia a Si —Los incrementos en funcién de la cantidad de fibras

traccion superan el 200% .

Conductividad No —Parece existir un incremento entre el 5-15%. Ensayos

térmica realizados en el L.E. T,

Dilataciones No —Para el rango normal de temperaturas, muy ligeras

térmicas variaciones.

Tiempo fraguado No —

Trabajabilidad del
hormigén fresco

—Se requiere, generalmente, la utilizacion de vibradores;
imprescindibles para cantidades elevadas de fibras.

Resistencia al
desgaste

—Depende del tipo de desgaste, pero atin bajas concen-
traciones de fibras incrementan su resistencia .
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Seccidén transversal de fibras

[ //‘ A = Superficie V, = Volumen

Seccién transversal de la matriz
M An= Ac-Ap =1 - Ag

| ', | Vg =Ve-Vp =1 - Vp

Fig. 4. Hormigon reforzado con fibras alineadas sometido a tensiones uniaxiales,

De esta forma, podemos estimar bien el valor de] nuevo moédulo de elasticidad de la
mezcla en funcién de los componentes (matriz y fibra) o bien el incremento de la tensién
para producir la primera fisura. Por ejemplo, suponiendo que Em = 26 GN/m? y que Ef =
= 240 GN/m?, con un volumen de fibras del 0,5 por 100, resultaria:

E, =240.0,005 + 26 (0,98) = 26,68 GN/m?2

que demuestra la pequefia influencia de las fibras sobre el médulo de elasticidad.

Refiriendonos ahora al incremento de las tensiones de fisuracion, los ensayos realizados
en el Instituto Eduardo Torroja sobre probetas prismaticas sometidas a flexotraccion, dan
valores que alcanzan el 1,4 de la tension de rotura para el mismo hormigén sin fibras.

Para tener en cuenta la distribucion de las fibras en Io que a orientaciones se refiere, se
utiliza un coeficiente multiplicador del volumen de las fibras que se denomina Factor de Efi-
ciencia(n, ),con valores algo diferentes segin distintos investigadores, pero que podemos si-
tuar en:

N1 segin
Orientacion de las fibras Cox Krenchel
I-Dimensién 1 1
2-Dimensiones 1/3 3/8
3-Dimensiones 1/6 1/5

Hay un segundo factor multiplicador del volumen de fibras (que corresponde a la longi-
tud de la fibras) y que, aunque algunos autores consideran que es la unidad, oscila alrededor
de 0,98 para piezas delgadas y antes de alcanzar la deformacion de rotura de la matriz. Su
valor mas exacto viene fijado por la relaciéon entre dicha longitud y la longitud critica, defi-
nida ésta dltima como la longitud de fibra embebida en el hormigon que puede causar la ro-
tura de la misma en un ensayo de pull-out. En base a esta definicién, Allen da los siguientes
valores:

1<1 n, =1/21_
1>1 n,=1-1/21

Independientemente de lo anterior, hay ademés que tener en cuenta una cuestion fun-

damental: no solo es importante conocer cuando se produce la primera fisura sino también
cual es la capacidad de carga del hormigén una vez fisurado.
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Para mantener esa capacidad de carga o superarla, es necesario que la cantidad de fibras
sea tal que se supere un volumen minimo definido como volumen critico. Si recordamos la

formula (A) y tenemos en cuenta que 0p =€,y E,, , resulta:

g =emu Ef Vf crit + Omu (I - Vf crit.)

Para que se mantenga 0, es necesario que:
¢y Veerie, = €mu Bt Vecrit ¥ Omu (L= Vi arit)
Por lo que:
Vfcrit = Umu/afu — Onmu Ef + Omu

Que puede expresarse cOmo:
E. €

cC mu
Vierit. = —

. . %

y que en el caso de las fibras de acero, suponiendo:

e . =10010"° 0,,=3MN/m> E=200GN/m’
0, = 100 MN/m?  ;resulta Vi o = 0,3 por 100

Una representacion gréfica del volumen critico de fibras, es la dibujada en la Fig. 5.
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Fm.S.Rmremnmdéngéfmadelammadén(A)ypoddbnddvomnwncrﬁmodeﬁbm&
(1) Sila matriz rompe ahi, debe decrecer la carga.
(2) Si la matriz rompe ahi, mayor carga post-fisuracion.

Principios teoricos del comportamiento a flexotraccion en los hormigones reforzados con fi-
bras de acero

Los principios teéricos basicos que voy a exponer a continuacion, tienen sus funda-
mentos en las investigaciones llevadas a cabo por Avestos, Mercer, Sillwood y Hannant.
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Seccién transversal de fibras

] ////// A= Superficie Vf::Volumen

| Seccién transversal de la matriz
T A — A Ap=1-A
A Ap= Ac-Af = f

| ‘l I Vm:VC—Vf:l—Vf

Fig. 4. Hormigon reforzado con fibras alineadas sometido a tensiones uniaxiales.

De esta forma, podemos estimar bien el valor del nuevo modulo de elasticidad de la
mezcla en funcion de los componentes (matriz y fibra) o bien el incremento de la tension
para producir la primera fisura. Por ejemplo, suponiendo que E = 26 GN/m? y que E. =
= 240 GN/m?, con un volumen de fibras del 0,5 por 100, resultarfa:

E_ =240.0,005 + 26 (0,98) = 26,68 GN/m?

que demuestra la pequefia influencia de las fibras sobre el modulo de elasticidad.

Refiriendonos ahora al incremento de las tensiones de fisuracion, los ensayos realizados
en el Instituto Eduardo Torroja sobre probetas prismaticas sometidas a flexotraccion, dan
valores que alcanzan el 1,4 de la tension de rotura para el mismo hormigon sin fibras.

Para tener en cuenta la distribuciéon de las fibras en lo que a orientaciones se refiere, se
utiliza un coeficiente multiplicador del volumen de las fibras que se denomina Factor de Efi-
ciencia(n, ),con valores algo diferentes segiin distintos investigadores, pero que podemos si-
tuar en:

71 segin
Orientacion de las fibras Cox Krenchel
1-Dimension 1 1
2-Dimensiones 1/3 3/8
3-Dimensiones 1/6 1/5

Hay un segundo factor multiplicador del volumen de fibras (que corresponde a la longi-
tud de la fibras) y que, aunque algunos autores consideran que es la unidad, oscila alrededor
de 0,98 para piezas delgadas y antes de alcanzar la deformaciéon de rotura de la matriz. Su
valor mas exacto viene fijado por la relacion entre dicha longitud y la longitud critica, defi-
nida ésta tltima como la longitud de fibra embebida en el hormigon que puede causar la ro-
tura de la misma en un ensayo de pull-out. En base a esta definicion, Allen da los siguientes
valores:

1<1, =121
1>1, g =1-1/21

Independientémente de lo anterior, hay ademas que tener en cuenta una cuestion fun-

damental: no solo es importante conocer cuando se produce la primera fisura sino también
cual es la capacidad de carga del hormigon una vez fisurado.
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Para mantener esa capacidad de carga o superarla, es necesario que la cantidad de fibras
sea tal que se supere un volumen minimo definido como volumen critico. Si recordamos la
férmula (A) y tenemos en cuenta que oy =€ E_, resulta:

g =emu Ef Vf crit + Omu (I - Vf crit.)
Para que se mantenga o, es necesario que:
Oty Vfcrit. =€mnu Ef Vf crit + Omu (I- Vf crit)
Por lo que:
Vfcrit = Ormu/ofu —Omu Ef + Omu

Que puede expresarse como:
|

C mu
Vfcrit. =
. . Oty
y que en el caso de las fibras de acero, suponiendo:

€ny = 100.107¢ o, , =3MN/m? E; =200 GN/m?
op, = 100 MN/m?  ;resulta V; ., ~ 0,3 por 100

Una representacion grafica del volumen critico de fibras, es la dibujada en la Fig. 5.

Resistencia

Volumen
de fibras

Vl(cnl)

Fig. 5. Representacion gréfica de la ecuacion (A) y posicidn del volumen critico de fibras.
(1) Sila matriz rompe ahi, debe decrecer la carga.
(2) Si la matriz rompe ahi, mayor carga post-fisuracion.

Principios teéricos del comportamiento a flexotraccion en los hormigones reforzados con fi-
bras de acero

Los principios teéricos basicos que voy a exponer a continuacién, tienen sus funda-
mentos en las investigaciones llevadas a cabo por Avestos, Mercer, Sillwood y Hannant.
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Si como se desprende del cuadro de propiedades expuesto anteriormente, una de las
mas beneficiadas por la incorporacion de fibras al hormigon es la resistencia a flexotraccion,
no hay la menor duda de que es necesario tener un profundo conocimiento de sus mecanis-
mos.

El aumento de resistencia a flexotraccion se debe principalmente a la conducta quasi-
plastica de estos hormigones, producida por la adherencia de las fibras a la matriz después de
la fisuracion (Fig. 6).

Si consideramos una viga de hormigon reforzado con fibras de acero sometida a una
carga creciente P, al incrementarse las tensiones de traccion fisurard, pero en este caso una
parte o un incremento de la carga sera mantenida por las fibras que atraviesan la fisura 'y que
conseguiran el total equilibrio de fuerzas sin llegar a la rotura.

N
HE " iE

(a) (b)

—_—— - —

Compnresidn

Traccidn

(c) IR (e)

Fig 6. Distribucion de tensionesy deformaciones en secciones fisuradas sujetas a flexotraccion, (a) Viga ba-
jo carga (b) Promedio de distribucion de deformaciones después de fisuracion (c) (d) (e) Distribucion de ten-
siones en funcion del tipo de fibras y del volumen de las mismas, ’

Debido a la formacion de las fisuras, se incrementan las deformaciones a traccion y el
valor de d,, distancia de la fibra neutra a la cara de traccion, aumenta.

Este incremento de deformaciones es superior al correspondiente a la zona de compre-
sion. Las figuras (¢) o (d) son la distribuciéon de tensiones que mas comunmente presentan
los hormigones reforzados con fibras de acero.

Un estudio perfecto de todos los fenomenos es practicamente imposible, ya que si he-
mos de tener en cuenta las tensiones de adherencia bajo deformaciones, las interacciones
fibra-fibra o fibra-aridos, la dispersion y orientacion de las fibras, etc... se comprende que
son tantos los pardmetros que no existe esa posibilidad. Sin embargo, si es posible establecer
una teoria la suficientemente precisa para que sirva de base al calculo y disefio de los hormi-
gones reforzados con fibras de acero.

Para ello, vamos a suponer en primer lugar que la ley de esfuerzos en la zona de trac-
cién es rectangular (una vez fisurada la pieza) y que en la zona de compresidon permanece
triangular. Aunque sobre estas hipotesis puedan influir el tipo de fibras, su volumen, su lon-
gitud, la relacion agua/cemento, edad, condiciones de curado o el espesor de las fisuras, la
practica ha demostrado su aproximacion a la realidad.
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Fig. 7. Tensiones en flexotraccion. (a) Material elastico M = (o D2/6 (b) Elastico en compresion. Pléastico
en traccion M = g, . 13 D?/32,

La figura 7a responde a las caracteristicas de un material eldstico con la fibra neutra si-
tuada en el centro de la seccion y siendo la resistencia a traccidén en el momento de la fisura-
cion igual a la resistencia tltima a flexotraccion. La figura 7b muestra el dibujo de un didgra-
ma tipico de un hormigén con fibras de acero después de fisuracion y en donde las fibras
estén soportando la carga a través de la seccion fisurada. En estas condiciones, la resistencia
ultima a traccion post-fisuracién viene dada por el valor de la carga que pueden soportar las
fibras, es decir:

0., =0;, Vi , en donde
0., = Resistencia tiltima a flexotraccién post-fisuracion.
0;, = Resistencia a traccion de las fibras.
V; = Volumen de fibras.

y siempre que el espesor de las fisuras (< 0,3 mm) sea pequefio comparado con la longitud
de las fibras. Aunque las ultimas investigaciones parecen indicar que las deformaciones de la
matriz fisurada pueden tedricamente incrementarse con didmetros de fibras inferiores a un
determinado valor critico para un volumen de fibras constante, todavia no ha sido confirma-
do este extremo. Ha sido demostrado por Edgington que para este tipo de hormigones la fi-
bra neutra puede estar a solo 0,2 D de la cara de compresion, siendo por tanto una estima-
cion conservadora suponerla a D/4.

Sabemos que el momento que puede soportar un material eldstico como el descrito en
la figura 7 (a) es, por unidad de anchura:

M=o, D?/6
y que de acuerdo con la figura 7 b, resulta:

T=o0,.3D/4 ; I =1/2.3D/4+ 2/3.D/4=13D/24
M=o, 13D?/32
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En orden a que los dos elementos representados en ambas figuras tuvieran la misma re-
sistencia, sus momentos deberian ser iguales, por lo que:

o, D*/6=0_, 13 D?/32= 0 = 0,410

Esto implica que, superada la resistencia post-fisuracion para grandes deformaciones
que exceda del 0,41 de la resistencia a traccion, es cuando entra en juego el refuerzo a
flexotraccion.

Ademas, de la igualdad anterior, resulta que la resistencia a flexotraccion es 2,44 veces
la resistencia a traccion directa. Si el desplazamiento de la fibra neutra pudiera llegar a la ca-
ra de compresion, resultaria que:

o, D.D/2 = o, D?/6= o0 o, =3

En la practica esto resulta inalcanzable, ya que romperia antes a compresion.
Todo lo anterior se basa en una adecuada ductilidad después de la fisuracion y en que
la rotura no se inicie en la zona comprimida. Para que asi resulte, es necesario que:

cC=T;1/2 . - D/4=o0_, 3D/4

0com p /ocu =6

Este es el caso mas usual para hormigones con fibras de acero, pero pudiera suceder que
para elevadas dosificaciones de fibras con altos incrementos de la resistencia a flexotraccion
y minimos a compresion, se llegara a alcanzar esa relacion. De todo ello se deduce ademas
que el momento de rotura para secciones gruesas es algo menor que para secciones delgadas.
Esto se debe a que cuando la fibra neutra alcanza la profundidad de 3D/4, las primeras fisu-
ras seran mas anchas para secciones gruesas que delgadas, por lo que para las primeras sera
mas dificil alcanzar esa profundidad.

Otras investigaciones llevadas a cabo para estudiar la influencia del espaciamiento de las
fibras en la resistencia post-fisuracion, han demostrado que su influencia es minima y que
son mas importantes otros factores tales como superficie y longitud de adherencia, orienta-
cion de las fibras, etc...

En lo que respecta a la influencia de la pérdida de ductilidad sobre la resistencia a
flexotraccion, que en el caso de fibras de vidrio es grande, podemos resumir que en el caso
de las fibras de acero es muy pequefla y que COmo maximo y en el peor de los casos, podria
representar al cabo de tiempo una pérdida maxima de alrededor del 10 por 100.

En algunos célculos, independientemente de la resistencia a flexotraccion es necesario
tener en cuenta un coeficiente de seguridad funcion de la resistencia a fatiga de este tipo de
hormigones. Las investigaciones realizadas, que incluyen ensayos hechos en el Instituto
Eduardo Torroja, muestran la posibilidad de sobrepasar los 2.108 ciclos con cargas superio-
res al 75 por 100 de la que produce la primera fisura. Sobre esta base, se recomienda en la
literatura existente la utilizacion de coeficientes de seguridad que normalmente varian entre
1,45y 1,65, con valores extremos entre 1,35y 1,8.
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Fig 8. Distribucion de deformaciones y tensiones a flexotraccion para las curvas deformaciones-tracciones
representadas encima. Para la curva (a) M = 0,41 o, D2, Para la curva (b) M = 0350, D2,

UTILIZACION PRACTICA

Para la utilizacion practica de las fibras, hemos de tener en cuenta diversos factores, co-
mo son:

— Tamario maximo del drido

Cuanto més cerca esté el tamafio del 4rido de la longitud de la fibras, es facil compren-
der que menor serd su efectividad (Fig. 9).
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Fig. 9. Efecto del tamafio del arido sobre la distribucion de las fibras dentro de un cuadrado de lado igual a
la longitud de la fibra,

Ello, unido a que la presencia de arido mas grande proporciona menos sitio para la ubi-
cacion de las fibras, hace que sea aconsejable que el tamafio maximo de los aridos no sobre-
pase los 25 mm pudiendo utilizarse 4ridos de hasta 40 mm con las fibras mas grandes (alre-
dedor de 60 mm de longitud) y dosificaciones bajas.

— Aditipos

Retardadores, acelerantes, plastificantes, etc., desarrollan idéntica mision en un hormi-
gon con fibras que en un hormigoén en masa.

— Contenido de cemento

Dado que las fibras necesitan estar rodeadas de mortero, es logico pensar que a mayor
cantidad de fibras por m® y a mas pequefio el tamafio de las fibras (mayor numero de fibras
por kilo), se necesita una mayor cantidad de pasta. Por ello, por ejemplo, es méas aconsejable
utilizar una mayor cantidad de cemento P-350 que utilizar una menor cantidad de cemento
P-450.

— Contenido de agua

El uso de las fibras de acero en el hormigén tiene un aparente efecto adverso sobre la
facilidad de movimiento y consolidacién del hormigon. Esta pérdida de trabajabilidad es
“aparente” si el cono de Abrams del hormigon se mide antes y después de la adicién de fi-
bras. Por ejemplo, un hormigon con un cono de 6 cm puede mostrar un cono de 2 cm des-
pués de afiadir 40 kg/m? de fibras. No hay duda de que |2 energia requerida para movery
consolidar el hormigdn con fibras es mayor que para el mismo hormigdn sin fibras. Sin em-
bargo, debe ser recordado que, si magicamente pudiéramos retirar las fibras, el cono del hor-
migon seria 6. Por tanto, la principal consideraciéon a hacer, recordando los dos hormigones
reforzados o no, es que el hormigdn reforzado con fibras de acero requiere una mayor canti-
dad de energia de vibracion.

Desafortunadamente, ha habido casos donde se ha seguido la establecida pero odiosa
costumbre de afiadir agua al hormigdn en un esfuerzo para incrementar el cono. Es necesario
decir que esta practica no s6lo no es recomendable sino que de hecho no resuelve el proble-
ma. Es un buen disefio de la mezcla el que debe realizarse para obtener 6ptimos resultados.

— Consolidacién y acabado

Como he mencionado anteriormente, en general es necesario el uso de vibradores para
la consolidacion y acabado de los hormigones reforzados con fibras de acero. El buen disefio
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de la mezcla y el uso adecuado de la vibracion, eliminan la casi totalidad de las fibras presen-
tes en la superficie.

La presencia de las fibras en la superficie, es técnicamente aconsejable pero estética-
mente no deseable.

— Consideraciones de disefio de la mezcla

Si un buen disefio de la mezcla en un hormigén normal es importante, en un hormigén
reforzado con fibras puede ser critico. Afortunadamente, no es dificil obtener un buen hor-
migon con fibras, pero es necesario recordar algunos puntos principales, como:

— En funcion de la cantidad de fibras y del tamafio de las mismas (cantidad de fibras
por kilo y esbeltez de las mismas), puede ser necesario aumentar la cantidad de finos.

— Es preferible desde el punto de vista de trabajabilidad, utilizar arena de rio que la
procedente de machaqueo, asi como granulometrias de tipo continuo en lugar de
discontinuo.

— Para hormigones de muy buena calidad, es aconsejable la utilizacién de plastifican-
tes.

A continudcidén se describen diversas féormulas de trabajo realizadas especificamente pa-
ra hormigones con fibras de acero, en diversas obras en Espafia o para la realizacién de ensa-
yos.

Cemento PA-350 ......... 380kg.......... 350 kg
ArenaO/5mm ......... 800kg.......... 860 kg
Gravilla5/10 mm ....... — .. 820 kg
Gravilla 5/20mm ....... 850kg.......... -
Agua ................. 1711. Plastificante 1401.
Fibras Dramix ............. 60kg.......... 30kg

Para las dosificaciones usuales de fibras encoladas con extremos conformados utilizadas
en Espafia, podemos estimar que la mayoria de los hormigones fabricados en central son fac-
tibles de utilizar con fibras sin introducir modificacién alguna.

ADICION PRACTICA DE LA FIBRA

Es aconsejable, siempre que sea posible, realizar la mezcla de la fibra incorporandola
como un arido mas en central y no en el camidn, procurando evitar un mezclado prolonga-
do. En caso de no afiadir inmediatamente con los aridos el cemento y el agua, se procurara
que los peines no queden totalmente separados antes de incorporar esos dos componentes.

Si por necesidades de la obra, la incorporaciéon de las fibras al hormigén se hace en el
camion, es necesario tener en cuenta que:

— Ha de procurarse que el hormigdn sea lo mas fluido posible, para que el camino a re-
correr por las fibras desde la boca hasta el fondo de la cuba resulte ficil.

— El vertido de las fibras se realizard lentamente para no provocar una excesiva concen-
tracion de fibras en el hormigdn situado en la boca de la cuba, procurando al mismo
tiempo que la cuba gire a sus maximas revoluciones. Si a continuacién ha de trans-
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portarse ese hormigdn hasta su puesta en obra, se disminuira al minimo la velocidad
de giro de la cuba.

— Se procurara que el tamafio maximo del drido no sea superior a 20-25 mm.

_ Si es posible, se utilizaran los camiones con la caraga minima de hormigén compati-
ble con el costo del transporte.

OBRAS EN ESPANA

Analizaremos las diferentes obras ejecutadas hasta la fecha o en ejecucion, en funcion
del campo de aplicacion de las fibras (gunita, pavimentos industriales, etc.) o en funcién del
tipo de fibras (galvanizadas, sueltas, etc.).

CARRETERAS

Las dos principales obras realizadas hasta la fecha son la ejecucion de la capa de roda-
dura de 7 cms. de espesor de los tableros de los puentes del nudo de la Via Favencia en Bar-
celona y en los puentes del Desdoblamiento de la N-VI, en Despefaperros.

En el primer caso, y bajo la direccion de la Generalitat, el contratista realizd los
tableros de diversos puentes en Barcelona, con un hormigon reforzado con fibras de acero
tipo ZC-50/50 y una dosificacién de 50 kgs. por m?, que alcanzé una resistencia a flexotrac-
cion a 28 dias del orden de los 90 kgs/cm?, y una resistencia media a primera fisura de 58
kgs./cm? .

En lo que respecta a Despefiaperros, con una superficie total de 18.000 m?, se han uti-
lizado la misma dosificaciéon y el mismo tipo de fibras, usando una lechada de cemento co-
mo puente de unién entre los dos hormigones. Las resistencias a primera fisura alcanzadas a
los 7 dias dan una media de 53 kgs./cm®.

Igualmente, hemos realizado la capa de rodadura del firme de una via de salida de la
Autopista de Villalba-Adanero, utilizando hormigoén reforzado con fibras 7ZC-60/80 &
ZC-50/50 en diferentes espesores y dosificaciones (Fotografia 1).

ESTACIONAMIENTOS

Para el Ministerio de Transportes y dentro.del Plan Nacional de Estaciones de Mercan-
cias por Carretera, se construyo un estacionamiento en Oviedo, con una superficie de unos
45.000 m? y utilizando hormigdn reforzado con fibras tipo ZC-60/80 en cantidades que, en
funcion de las cargas a soportar, variaban entre 25y 40 kg/m3 (Fotografia 2).
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Foto 2,

AEROPUERTOS

Después de la realizacion de varias pruebas en los aeropuertos de Mallorca, Malaga, Se-
villa, etc., sali6 a concurso la ampliacién del estacionamiento para Jumbos y DC-8 del aero-
puerto de Mallorca, con una superficie de unos 100,000 m?2 ,un espesor de 23 cm de hormi-
goén reforzado con fibras de acero tipo ZC-50/50 y una resistencia caracteristica a flexotrac-
cion de 62 kg/cm?. El plazo para la realizacion de Ia obra es el comprendido entre los meses
de mayo y septiembre de 1984.

PAVIMENTOS INDUSTRIALES

En la Central Nuclear de Trillo, se estdn realizando unos 50.000 m? de pavimentos con
hormigones reforzados con fibras de acero. La dosificacién utilizada es de 30 kg/m3 de fi-
bras tipo ZC-50/50, alcanzandose unas resistencias a flexotraccion que en algunas ocasiones
superan los 125 kg/cm?.

GUNITA

Las tres principales obras en las que el refuerzo tradicional ha sido sustituido por fibras
de acero, son las siguientes:

— Presa de Aldeadavila.
Una parte de las galerias de la ampliacion de la central, estdn siendo gunitadas con fi-
bras de acero tipo ZC-30/50 en una dosificacion media de 30 kg/m3. (Fotografia 3).

— Taludes del Pantano de Foix.
Se han gunitado con fibras de acero tipo ZP-30/50, unos 10.000 m? para la consoli-
dacion de las laderas dél pantano de Foix.

— Tuneles de Feve.
Diversas reparaciones en ttineles FEVE, que se estdn llevando a cabo en Asturias, es-
tdn siendo realizadas con hormigon proyectado reforzado con fibras de acero tipo
ZC-30/50.
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Foto 3.

CONSTRUCCIONES MILITARES

Se han realizado diversos pélvimentos, entre los que cabe destacar el de una nave taller
para helicopteros, realizada con fibra tipo 7C-60/80 y una pista para maniobras de tanques.

Es de destacar que en Europa, se han realizado diversas construcciones de polvorines y
bunkers, ya que —mediante ensayos— se ha visto la necesidad de triplicar la cantidad de ex-
plosivo para producir el mismo dafio.

FIBRAS GALVANIZADAS

Las fibras galvanizadas, han sido utilizadas fundamentalmente por cuestiones estéticas
y no por posibles problemas de corrosion. La apariciéon de manchas de 6xido producidas por
aquellas fibras que queden en superficie, pueden dar lugar a una sensacion de abandono o
mala construccion, que obliga a tratar de evitarlo mediante la utilizacion de fibras galvaniza-
das. Las principales realizaciones con ellas, son las siguientes:

_ Viviendas: Utilizadas como armadura para flexotraccion y antifisuracion; se han
utilizado las fibras tipo ZC-60/80 en la construccion de un grupo de 180 viviendas
con la técnica de encofrado-tunel (Fotografia 4).

— Centros penitenciarios: Ese mismo tipo de fibras ha sido utilizado para la construc-
cion de diversos paneles-sandwich, acrecentando ademais las medidas de seguridad.

_ Piscinas: Con el fin de evitar al maximo la fisuracion, se han utilizado fibras galvani-
zadas en diversas piscinas exentas.

— Piscifactorias: En diversos tramos de las instalaciones de una piscifactoria se han
utilizado, para aumentar las medidas antifisuracion, este tipo de fibras.
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Foto 4. Foto 5.

APLICACIONES ESPECIALES

Podemos destacar entre ellas:

— Realizacién de un depésito para elementos radioactivos, en el Laboratorio Central
del INCE en Madrid. Todos los muros del depdsito han sido reforzados con fibras de
acero tipo ZC-50/50 en una proporciéon de 50 kg/m?3, con una doble finalidad :

a) Aumentar la densidad del hormigén.
b) Evitar todo tipo de fisuracion.

— Realizacion de la solera y muros de un s6tano, con hormigon reforzado con fibras de
acero tipo ZC-30/50, con el objeto de evitar todo tipo de fisuracién que pudiera des-
truir la impermeabilizacién de esos elementos construidos en una zona con mucha
agua.

— Realizacion de un muro en Ensidesa, con hormigén reforzado con 45 kg/m?3 de fi-
bras tipo ZC-60/.80, sometido a impacto de escorias a muy alta temperatura (Foto-
grafia 5).
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Actividades de la Union Internacional de
Arquitectos en el marco de la |.B.A.

El Consejo Superior de los Colegios de Arquitectos nos envia, para su difusion, la si-
guiente informacion sobre las proximas actividades de la Unién Internacional de Arquitec-

tos.

EXPOSICION INTERNACIONAL DE LA CONSTRUCCION

Tendra lugar en el Centro de Congresos Internacionales (ICC), Messegelande, Hall 14 B.
1000 Berlin 19 (R.F.A.), durante los dfas 15 al 29 de setiembre de 1984.

Con motivo de esta Exposicion se han programado las siguientes actividades:

A.

EXPOSICION sobre el tema “Construir con medios limitados” (15-27 setiembre
1984).

Se trata de un tema de palpitante actualidad. Se expondrdn ejemplos presentados
por distintas Secciones Nacionales de la U.I.A. o por Arquitectos o equipos inde-
pendientes.

SEMANA DE LA ARQUITECTURA U.LA. (17-22 setiembre de 1984).
Tema General: “Integracion de las funciones en la ciudad”.

En el transcurso de esta Semana, cada Grupo de Trabajo permanente dela U.LA.
“se presentard” y expondrd su criterio sobre el aspecto cientifico de su competen-
cia particular, dentro del tema general apuntado. Por otra parte, una personalidad,
independiente de los Grupos de Trabajo de la Union, expondré su punto de vista
personal. Se abrird después un debate en el que todo arquitecto podrd participar
libremente.

ENCUENTRO DE PROFESORES Y ESTUDIANTES DE ARQUITECTURA, con
los Miembros del Jurado de la Confrontacién de Escuelas de Arquitectura (23-25
setiembre de 1984).

Este encuentro tiene el cardcter de un “estreno” y permitird a todos los partici-
pantes conocer mejor los proyectos seleccionados por el Jurado y escuchar, de vi-
va voz, de los representantes del Jurado, las razones de su decision.

ENCUENTRO DE CRITICOS DE ARQUITECTURA, sobre el tema del papel de
la critica de Arquitectura y de los “medios” (informativos), con ocasion de los
concursos de Arquitectura (25-26 setiembre de 1984).

COLOQUIO ICOMOS-U.I.A., sobre los problemas especificos de las ciudades en
expansién que cuentan con un centro o con barrios historicos (27-29 de setiem-
bre de 1984).

Se partird, para el estudio, del andlisis de seis ciudades: Bari, Berna, Hakodate,
Plovdiv, Puebla y Tunez.

Los problemas de cada uno de estos “casos-ejemplos” serdn presentados por repre-
sentantes responsables de cada una de estas ciudades y serdn ilustrados por pane-
les, diapositivas o peliculas.

Todas estas manifestaciones estdn abiertas, sin ningin derecho o cuota de participa-
cion, a todos los arquitectos, urbanistas, profesores, estudiantes, periodistas, y a todos aque-
llos interesados en los problemas expuestos.
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Se ha previsto entregar a los participantes, en la medida de las disponibilidades de los
organizadores, una serie de publicaciones, con cardcter gratuito.

Los interesados pueden obtener una mas amplia informacién dirigiéndose al Consejo
Superior de los Colegios de Arquitectos, Castellana, 12, Madrid-1, en donde les facilitardn
los programas detallados de las diferentes actividades.

“Proyecto y Célculo de Estructuras de Hormigon
armado para Edificios’’.— Tomo |

Por: J. Calavera, Dr. Ingeniero de Caminos
Instituto Técnico de Materiales y Construcciones

Acaba de ser puesto a la venta el primero de los dos tomos de que constara esta obra
dedicada al proyecto y cédlculo de las estructuras de hormigén armado para edificios. La in-
formacion que en ella se incluye es vilida para estructuras de hormigén armado en general y
no sblo para las de edificios; por lo que, en realidad, el titulo es més restringido que el al-
cance efectivo del libro.

Aparece ahora este Tomo I, dedicado al cilculo de esfuerzos. En breve plazo le seguird
el Tomo II, dedicado al dimensionamiento y detalles constructivos.

En esta obra se ha procurado limitar el alcance de cada Capitulo a lo necesario para
proporcionar al lector una informacion suficiente sin llegar a una extensién excesiva del tex-
to. En cada Capitulo, se indica una bibliografia especifica para que el lector interesado pue-
da profundizar en el tema en él tratado.

El libro se ha escrito con la intencién de que, simultdneamente, resulte util a los profe-
sionales en ejercicio y a los alumnos de los cursos avanzados de las Escuelas Técnicas. En es-
te sentido se ha procurado prestar la atencién debida, tanto al rigor y a los conceptos bdsicos
como a la aplicacion préctica y a los detalles constructivos, Y para los poco habituados al
calculo matricial o al cdlculo con ordenadores, en los Capitulos 12 y 13 se incluye una breve
iniciacion a dichos temas.

Con el convencimiento de que la visualizacién de los procesos de calculo, ademas de in-
crementar su seguridad, aumenta la intuicidén auténtica, a lo largo de todo el libro se ha pro-
curado dar una importancia primordial a la visualizacién de los problemas. Y asi, en el trata-
miento de cada tema, entre los varios métodos posibles se ha seleccionado, en todos los ca-
sos, aquél que mas se cifie al proceso fisico del funcionamiento de la estructura; pero siemr
pre con el criterio de mantener el necesario rigor y de matizar claramente la validez y el al-
cance de de las conclusiones deducidas.

Parte del material utilizado en este libro procede de los Cursos y Seminarios impartidos
por el Autor en su Citedra de Edificacién y Prefabricacion en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos, de Madrid. Ha utilizado también abundante mate-
rial procedente de sus lecciones en los Cursos para postgraduados del Instituto Técnico de
Materiales y Construcciones (INTEMAC). El resto de las fuentes se indica, en cada caso, en
la Bibliografia.

Este Tomo I, de cerca de 600 péginas, con numerosisimas figuras, tablas y graficos,
puede adquirirse al precio de 3.800,— ptas., mas gastos de envios, dirigiendo las peticiones a:

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES
Monte Esquinza, 30-5° D
Madrid-4
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asociacion técnica
espanoia del prefensado



