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2. FORMA DE UTILIZACION

El procedimiento a seguir para la utilizacién de los abacos de dimensionamiento puede
describirse como sigue:

I- Elproyectista debe calcular los pardmetros adimensionales siguientes:
v =Ny /bhf_, axilreducido;
e;/h excentricidad relativa mdxima;
e,/h excentricidad relativa mdxima;
A=2/h esbeltez geométrica.

IT - De acuerdo con el tipo de seccidén transversal elegido y el valor del axil v, debe elegirse
el dbaco adecuado.

IIT - En este dbaco se debe dibujar la directriz geométrica en el sistema coordenado h/r —
—e/h de la parte derecha del dbaco.

Se recuerda que los dbacos permiten la utilizaciéon de cualquier directriz geométrica,
por ejemplo, las propuestas por el MCM o MDS.

La directriz geométrica dibujada cortard a la curva de curvaturas de referencia de ines--
tabilidad y agotamiento correspondiente al axil del soporte, en dos puntos.

IV - Luego, deben trazarse dos rectas horizontales desde los dos puntos de interseccion an-
teriores hasta cortar a las curvas w — e/h correspondientes al axil del soporte, de la par-
te izquierda de los dbacos, en dos nuevos puntos.

V - lascuantias de inestabilidad y agotamiento resultan las correspondientes a las abscisas
de estos Ultimos puntos, que pueden ser facilmente lefdassobre el eje de abscisas w .

VI - El'menor de los dos valores de w obtenidos, serd la cuantia estricta de dimensionamien-
to e indicard el tipo de estado limite ultimo (inestabilidad o agotamiento) correspon-
diente al soporte dimensionado.

Tal como se ha explicado en el apartado 2.5 de la primera parte, el efecto de las cargas
permanentes puede ser considerado en los Abacos de Dimensionamiento propuestos, utilizan-
do el procedimiento lineal descrito, es decir introduciendo una excentricidad debida a fluen-
cia (e, ) como parte de la excentricidad de primer orden.

A continuacion se describe el proceso de dimensionamiento para un soporte equivalente
con excentricidades iguales en las articulaciones. Siguiendo el esquema del problema de di-
mensionamiento presentado en la primera parte, el proyectista conoce los siguientes datos:

£=735m
€;,€, =12 cm.

N=-6.750 Kp

El proyectista debe elegir tipo, dimensiones, distribucion de armaduras y caracteristicas
de los materiales de la seccion transversal. Para este ejemplo se adopta como seccion transver-
sal una rectangular con armadura simétrica en caras opuestas y las siguientes caracteristicas:
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b=30cm
h=30cm
h>=3cm

f., =300 Kp/cm?
fyx =4.200 Kp/cm?

7021,5
vs=1,15
v¢=1,6

Utilizando los datos anteriores se deben calcular los siguientes pardmetros adimensio-
nales:

vy=—0,6
A=24)5
el/h=0,4

En la figura 7 se muestra el dbaco correspondiente a la seccion transversal elegida y el
axil del soporte a dimensionar. '

Como puede verse, en ella se ha dibujado la directriz geométrica del soporte, utilizando
la hipdtesis de distribucién senoidal de curvaturas (MCM).

Siguiendo la construccidn explicada se obtiene:

Wagotamiento — 0,96
Winestabilidad = 0,89

La cuantia estricta de dimensionamiento resulta:

Winestabilidad — 0,89

3. PRECISION Y COMPARACION CON OTROS ABACOS Y TABLAS DE
DIMENSIONAMIENTO

Con objeto de estudiar la precisiéon de los Abacos de Dimensionamiento propuestos se
ha realizado un extenso chequeo, con ayuda de ordenador, cuyos resultados se resumen en
la Tabla I.

Para cada tipo de seccién, se ha procedido a la comprobacion de los resultados obteni-
dos con los Abacos de Dimensionamiento respecto de los dados por el MCM y el MDS res-
pectivamente.

En cada comparacién se han considerado 150 diagramas de interaccidn, correspondien-
tes a los siguientes pardmetros:

A=0;10;15;20;25
e /e, =1;0;—1
w=.1;.2;3,4,5,.6;.7,8;9;10

17



Para cada diagrama de interaccién se han chequeado de 9 a 19 puntos, correspondien-
tes a los valores de v =0; —.1; —.2; —..., segun el valor de la cuantia.

Para cada punto chequeado, el error correspondiente a los Abacos de Dimensionamien-
to se ha computado como:

VAD — VM Base
e =—""""—"-—"-100
- VM Base

siendo:
vap = Axil obtenido segiin Abaco de Dimensionamiento propuesto.
VM Base — Axil obtenido segin Método de Base utilizado (MCM y MDS,respectivamente)

Ya que los axiles de compresidén se han considerado negativos, los errores negativos co-
rresponden a resultados del lado de la seguridad y los errores positivos corresponden a resul-
tados del lado de la inseguridad siempre respecto a los resultados obtenidos mediante el uso
del Método de Base utilizado.

El andlisis de 1a tabla I permite obtener las siguientes conclusiones:

I- No existen errores positivos, es decir, los Abacos de Dimensionamiento siempre dan re-
sultados del lado de la seguridad.

II - Los errores medios y desviaciones tipicas siempre son pequefios. Los valores mayores
encontrados son 1.1 y 2,9 por 100 respectivamente. De esta forma se puede aceptar la
Curva de Curvaturas de Referencia de inestabilidad como vdlida, ya que ésta constituye
la tinica fuente de posibles diferencias entre el MCR y los Métodos de Base utilizados.

III - Los errores maximos negativos son puntuales, ya que tanto la media como la desviacion
son siempre valores muy pequeflos y se producen sdlo para cuantias pequefias.

Finalmente, en la tabla II se muestra un cuadro comparativo de los distintos dbacos y
tablas de dimensionamiento existentes y los dbacos propuestos.

En el cuadro pueden distinguirse tres grupos de pardimetros: en primer lugar pardmetros
relativos a la seccidn transversal, luego pardmetros relativos al soporte, tenidos en cuenta, y
finalmente el nimero de dbacos y tablas correspondientes a cada propuesta.

Respecto al primer grupo,se observan pocas diferencias. En todos los casos se ha inten -
tado abarcar los casos més frecuentes que se presentan en la practica.

Respecto al segundo grupo de pardmetros, relativos al soporte, pueden observarse
significativas diferencias entre los Abacos de Dimensionamiento propuestos y los dbacos
y tablas existentes:

I- En primer lugar, utilizando los dbacos propuestos, pueden tenerse en cuenta todos los
pardmetros relativos al soporte de forma continua. Con los dbacos y tablas existentes
es necesario interpolar entre distintos diagramas, lo que resulta sin duda incomodo y

aun peligroso.

Las interpolaciones resultan validas s6lo cuando se dispone de colecciones que presen-
tan dbacos con variaciones pequefias de los distintos pardmetros.

I1- Solo los dbacos propuestos permiten el andlisis de los soportes cortos y esbeltos. En
todos los demds casos, sélo se permite el dimensionamiento de soportes esbeltos.
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TABLA I

Comparacion entre distintos Abacos y Tablas de Dimensionamiento y los
Abacos de Dimensionamiento propuestos

ABACOS O TABLAS DE DIMENSIONAMIENTO
PARAMETROS CEB = FIP | capRA BETON ARENAS | CORRES
gﬁggﬁ%NgF DAVIDOVICH KAES?EER
SECCION RECTANG: | RECTANG, | RECTANG.,
TRASVERSAL CIRCULAR | ~ipcutAr | clRcuLAR | RECTANG. | RECTANG.
D1AGONAL
DISTRIBUCION | ANGULOS . | ANGULOS Lo QNGEEEEDOS
ANGULOS ANGULO R
R UNTFORME UNIFORME A ETRE
RECUBRIMIENTO 0.05 0.05
0,10
RELATIVO 0.125 0.10 0.10 0.10
0,15
0,15 0,15
BHiuEan BILINEAL | BILINEAL | BILINEAL | BILINEAL | BILINEAL
ACERO
420 420
f
0 0
COEFICIENTE 0 ) 0 1 TODOS
FLUENCIA © 5
14-16-18-20
ESBELTEZ 10-15-20
-10-20 TODAS E ;
e 0-10-201 2-1-26-28) TP EVTRE | 5 30,35 | ToDAS
30-40 | 30323436 050 | 40-u5-50
38-L0-42-4y
1
RELACION
1 1 1
EXCENTRICIDADES 2 TODAS
NUMERO DE 100
ABACOS TABLAS 64 12 81 18
COLUMNA | COLUMNA ﬁégg%hi DEFORMADA | CURVATURAS
METODO MODELO MODELO QUAST SENOIDAL | REFERENCIA
NOMOGRAMAS
NORMA MC-78 BAEL-80 DIN 1045-72 | EH-80 EH-80
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III Respecto al nimero de dbacos o tablas que presenta cada sistema puede apreciarse una
enorme diferencia respecto a los 6 dbacos propuestos. Es necesario tener en cuenta,
ademas, que atn asi en todos los demds casos es necesario interpolar con los inconve-
nientes comentados.
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DAD. METODO DE LAS CURVATURAS DE REFERENCIA. Tesis doctoral. Escuela T .S. de Inge-
nieros de Caminos, Canales y Puertos. Madrid 1980.
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Estados de cargas de maxima exigencia
en secciones de hormigén armado
solicitadas a flexibn compuesta por
acciones aleatorias multiples*

Ing. CLEMENTE VILAS

RESUMEN

Para piezas de hormigén armado solicitadas a compresion compuesta, se estudia el pro-
blema de la determinacién de la maxima armadura exigida, para un conjunto de cargas de
simultaneidad y valores aleatorios.

1. GENERALIDADES

Salvo casos muy particulares, como las solicitaciones tipicas de la pieza llamada “mén-
sula corta”, las de punzonamiento y otras similares, en las piezas de hormigén armado con
predominio de una de las dimensiones suele ser determinante la solicitacién de flexiéon com-
puesta. No escapan a esta caracterizacion las piezas con notorio predominio de esfuerzo axil,
puesto que este estado, especialmente con la concepcidén unificada del método de dimensio-
namiento al agotamiento, no es mas que un caso particular y extremo del estado general de
flexién compuesta. Como es sabido, este método engloba en un tratamiento general los esta-
dos de flexion simple, flexotraccion, flexocompresién y traccién y compresion puras.

Por otra parte, en la mayoria de los casos reales las acciones sobre las estructuras tienen
el cardcter de aleatorias, es decir, que la multiplicidad de las que tengan posibilidad de actuar
sobre una estructura particular se combinardn de hecho en conjuntos de cualquier cantidad
de cargas, con valores individuales cualesquiera, dentro de las intensidades maximas especifi-
cadas. Se justifica, pues, como de importancia practica la cuestién enunciada en el titulo.

(*)Es preciso hacer constar que este trabajo ha sido publicado en la Revista de Ingenieria de la Facultad
de Ciencias Fisicomateméticas e Ingenieria de la Universidad Catélica Argentina, N° 3, septiembre 1980.
Agradecemos, tanto al autor como a la mencionada Universidad las facilidades que nos han dado para su
publicacion.
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Para una carga unica la secciéon de hormigén armado solicitada a flexion compuesta tie-
ne una solucién univoca, como se manifiesta con evidencia en los graficos de interaccién. Si
los estados de carga son varios reciprocamente excluyentes, basta, para el correcto dimensio-
namiento, la adopcién, tanto para el borde traccionado como para el comprimido, de la
maxima seccién de armadura que resulte exigida en dichos estados.

En cambio, si —como se da practicamente el caso en la mayoria de las estructuras— los
varios estados de carga son de concurrencia aleatoria, la eleccion de la combinacion de cargas
de maxima exigencia no es de evidencia directa.

Definimos por estado de cargas de méaxima exigencia el de la solicitacion producida por
la combinacién de cargas factibles en las condiciones de compatibilidad reciproca impuestas,
y operantes en valores tales que la armadura resistente exigida sea mayor, tanto en el borde
comprimido como en el traccionado, que la similar correspondiente a cualquier otra de to-
das las combinaciones andlogas.

A los efectos de esclarecer el problema se comienza por poner de manifiesto la siguien-
te particularidad de la representacién de cargas en el diagrama de interaccion.

Seguin la hip6tesis habitual de correspondencia lineal entre acciones y solicitaciones, pa-
ra cualquier carga concentrada actuante en un lugar determinado de una estructura, los dos
esfuerzos dominantes para el dimensionamiento —momento flexor y esfuerzo axil— en cual-
quier lugar de dicha estructura —incluso en el mismo de accién de la carga— son proporcio-
nales a la intensidad de ésta. Lo cual equivale a decir que la excentricidad del esfuerzo nor-
mal producido es constante o, de otra manera, que la representacion de la solicitacion en el
diagrama de interaccién estd dado por un segmento rectilineo orientado, es decir un vector,
cuya pendiente es funcién lineal de la excentricidad y cuyo médulo es proporcional a la in-
tensidad de la carga.

La imposibilidad de la determinacion intuitiva directa de la combinacién de médxima
exigencia —salvo casos particulares de especial simplicidad— radica en las siguientes particu-
laridades del problema, que se manifiestan muy claramente en el diagrama de interaccion

(fig. 1).

1) En una multiplicidad de estados de solicitacién no simultdneos, talesscomo los repre-
sentados por los puntos A, B y C, no es necesariamente la dupla constituida por el
méaximo momento flexor y su simultdneo esfuerzo axil (B) ni tampoco la de médximo
esfuerzo axil y su simultineo momento flexor (A) las determinantes del dimensiona-
miento, sino otro estado, tal como el representado por C, que, de existir, sea inter-
mediario entre los otros, es decir con ambos esfuerzos menores que los maximos.

2) La accién adicional de una carga sobre un estado de solicitacién (tal como el repre-
sentado por D) producido por otras cargas produce efectos contradictorios, incre-
mentando (como para V,) o reduciendo (como para V,) la exigencia de armadura.
Esta variacidon de efecto es, como se ve en este ejemplo, funcién de la pendiente, en
la representacion gréfica, del vector correspondiente a la carga, es decir de la excen-
tricidad de la solicitacién respuesta a la accidn de la carga. Notese, ademds, que esta
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ambivalencia de efectos se produce atin con signos iguales en ambas componentes de
la dupla solicitante, como es el caso para las cargas representadas por dichos vectores
V, (que exige un incremento de cuantia) y V, (que exige reduccion). Si se designa
como “hombdlogas” a estas cargas que en un mismo lugar de la estructura producen
efectos de signos concordantes, se podrd decir que atn cargas homdlogas pueden
producir efectos contradictorios.

3)La accién adicional de una misma carga sobre combinaciones distintas de otras car-
gas produce también efectos contradictorios y dependientes del estado de solicita-
ciones producido por cada combinacién. Por ejemplo: la misma carga, representada
por B’B = CC’ exige, operando adicionalmente sobre la combinacion representada
por B’, una reduccién de cuantia, mientras que, si la combinacién bdsica es la repre-
sentada por C, exige un incremento.

4) No existe, en general, correspondencia lineal entre la intensidad de una carga concen-
trada y la contribucién de armadura adicional que exige. Més atin: la funcioén arma-
dura-intensidad de carga ni siquiera es monétona, como puede advertirse en la figura
para una carga tal como la que estarfa representada por BC que, creciendo desde ce-
ro, exige inicialmente reduccion de cuantia, y con valores cercanos a los mdximos,
incremento de la misma. Esta particularidad es consecuencia de las anteriormente co-
mentadas.

5) Consecuencia similar es el efecto eventualmente contradictorio entre la accidén par-
cial y la total de una carga uniforme o no uniforme distribuida sobre un segmento
determinado de una pieza.

El conocido método de las lineas de influencia es insuficiente por si mismo para resol-
ver el problema planteado, ya que s6lo puede proveer, para cada estado aislado de cargas o
para varios de ellos considerados simultdneamente, las dos duplas de mdxima solicitacion
antes mencionadas. Ya qued6 comentado que ninguna de éstas es, en general, de maxima
exigencia ni siquiera para la carga o cargas particulares que represente. Y, naturalmente, no
se obtiene por esta via ninguna informacién acerca de cobmo combinar en cuanto a intensi-
dad individual ni simultaneidad de accion la totalidad de los estados posibles de cargas com-
binadas.

Mids aun: debe notarse la posibilidad, a primera vista sorprendente, de que el uso de la
dupla M 4+, N4y, —en general irreal— puede conducir a un dimensionamiento con defec-
to de seguridad si se da una situacién como la ejemplificada con los puntos B y B’ en la
fig. 1, donde el estado B, que representaria esta dupla, exige menor cuantia que el estado
B’, que podria representar a la dupla M, 4% con su N concomitante.

En los casos en los que el uso de la dupla Mméx, N}, 4x no la disminuyera se incurriria
en un arbitrario exceso de seguridad, con la consiguiente pérdida econémica. Esta pérdida
podria llegar a alcanzar, en circunstancias desfavorables, gran significaciéon —del orden del
40 por 100—, como puede comprobarse facilmente evaluando en un grifico de interaccidon
las diferencias de cuantias que resultarfan para una seccidon sometida sb6lo.a dos estados de
solicitacion como los representados con puntos tales como B’ y E en la fig. 1.

Queda asf evidenciado que es necesario establecer un procedimiento que permita estu-
diar el estado aquif definido como de maxima exigencia mediante la determinacion previa: a)
de cudles cargas constituyen esta combinacién; b) de los valores de cada una de estas cargas
si, como se da predominantemente en la préctica, ellas pueden operar entre un cierto valor
—generalmente nulo— y otro maximo, que suele ser el nominal reglamentario.

25



DIAGRAMA DE
INTERACCION

ESFUERZO NORMAL REDUCIDO

MOMENTO FLEXOR REDUC%
a4 / m

Fig. 1.

Es obvio que esta enunciacion sintética de las incognitas a determinar implica también:
a) para las cargas distribuidas: sus campos o zonas de accion (que pueden no coincidir con
los campos maximos de posibilidad de accion, por ejemplo el largo total de una pieza); b)
para las cargas concentradas moviles: las posiciones que contribuyan a la combinacién de
maxima exigencia. '

2. ELEMENTOS DE LA SOLUCION

Constituye la base de las soluciones que se sugieren la propiedad de las cargas concen-
tradas, anteriormente comentada, de representar sus efectos por vectores en el diagrama de
interaccion. Asf resulta evidente que el estado de solicitacion y la consecuente armadura exi-
gida producido por una multiplicidad de cargas concentradas en accion plena y simultdnea
resultara de la suma vectorial en dicho diagrama de los vectores representativos de esas car-
gas.

Si se tiene en cuenta el caracter aleatorio que se ha definido para las cargas, es decir, la
posibilidad de que accionen en combinaciones de una o mas a la vez y ademas la variabilidad,
también aleatoria, en la intensidad de cada una (que en estas consideraciones se supone no
condiciona reciprocamente) se advierte que el poligono vectorial de una combinacion to-
ma forma y magnitud cambiante con ésta y que la cantidad posible de estas combinaciones
es, en general, infinita. Considerando que el nimero de cargas es finito y que el valor maxi-
mo de cada una también lo es, parece evidente que el conjunto de los infinitos poligonos
vectoriales representativos en el diagrama de interaccion de todas las combinaciones posibles
de cargas se extiende por un dominio del plano con cierta extension finita, es decir con fron-
teras finitas.

El estado de maxima exigencia serd, pues, el determinado por el lugar de este dominio
que alcance el mas elevado valor de cuantia en el campo de isocuantas en que se extiende. Se

postula que este lugar se encuentra en la periferia de este dominio (1).

(1) Esta postulacién debe demostrarse.
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El objetivo principal de este trabajo es ¢l de establecer procedimientos para determinar
este dominio. En lo que sigue se sugiere un procedimiento designado ‘“‘constructivo™ (en el
sentido matematico) y otro mas simple, denominado “‘sintético’.

3. SOLUCION CONSTRUCTIVA
Si, como es el caso habitual, sobre la estructura obran cargas permanentes, el estado de

solicitacién originado por su accién exclusiva quedard representado por un punto tal como
A (fig. 2, I).

AN

A
7

A a a

Fig.2

Una cualquiera de las cargas de accion aleatoria se representard por un vector tal como
a. Se supone que esta carga puede tomar todos los valores entre el nulo y el mdximo, que es
el representado en la figura. Si esta carga fuera Gnica, el dominio completo de las solicitacio-
nes seria el mismo vector a.

Si existe la posibilidad de accién simultdnea de otra carga, tal como la representada por
b, siendo ésta, como la anteriormente considerada, susceptible de tomar cualquier valor en-
tre el nulo y el maximo, es evidente que el dominio completo de las solicitaciones seria el
paralelogramo sombreado.

Asi sucesivamente para otras cargas, si las hubiere, se obtendria el dominio completo
de las solicitaciones, considerando las cargas aleatorias una a unay ampliando sucesivamente
los contornos anteriormente obtenidos mediante deslizamiento del vector representativo de
la carga en consideracién sobre el contorno anteriormente resultante. Dado el cardcter con-
‘mutativo de la suma vectorial, el dominio completo que resulte para la totalidad de las car-
gas serd el mismo cualquiera que sea el orden en que se consideren sucesivamente. Parece evi-
dente, asimismo, que el contorno envolvente que se obtenga en cualquier caso sera siempre
convexo en todo su largo.
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Puede aparecer la particularidad representada en la fig. 2, II. Consiste en la posibilidad
de que una de las cargas, tal como la representada por b, tenga una cota inferior de intensi-
dad no nula. En este caso el dominio resultante consta de dos subdominios: uno, el lineal
representado por a y otro el bidimensional representado por la zona sombreada. Un comen-
tario algo mas general sobre la determinacion de subdominios puede encontrarse en el apar-
tado 7.

4. CARGAS CONCENTRADAS MOVILES

Una carga de intensidad y direccion fijas pero de posicion moévil sobre una pieza de una
estructura producird solicitaciones (momento flexor y esfuerzo axil) que varian, en general,
segun leyes distintas. Por consiguiente, tanto la excentricidad como la intensidad de la solici-
tacidn, serdn variables con el corrimiento, y el lugar geométrico representativo de esta varia-
bilidad serd un segmento curvilineo tal como & (fig. 3, I).

Fig. 3

Si se considera que la carga puede, ademas, tomar valores variables entre el nulo y otro
maximo, el dominio de solicitaciones correspondiente a la carga toma la forma de la zona
sombreada I, y si este campo de variabilidad tiene un tope inferior no nulo resultard un do-
minio tal como II.

La contribucion adicional que la accion de una carga movil agrega a un dominio base
definido por otras cargas se obtiene en este procedimiento constructivo por traslaciéon para-
lela del tridngulo curvilineo, con apoyo en el vértice O, sobre el contorno del dominio base
(fig. 3, IIT). La ampliacién de dominio que asi resulte puede no ser la de una simple trasla-
cion paralela de contorno, como en el caso de la carga adicional de posicion fija y valor va-
riable.
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5. COEFICIENTES DE MAYORACION VARIABLES SEGUN EL TIPO DE
COMBINACION DE CARGAS

Tanto el American Concrete Institute como la instruccion espafiola consideran distintas
combinaciones de cargas, caracterizando a cada una de aquellas por la que consideran predo-
minante. Asi resulta que, en distintas combinaciones una misma carga es afectada por coefi-
cientes de mayoracion distintos. La tendencia méas reciente del Comité Europeo del Hormi-
gbén parece similar.

Segiin el método aqui propuesto los vectores representativos de las cargas resultan asi
de distinta magnitud segun el tipo de combinacién. Por lo tanto, para cada uno de estos ti-
pos resultardn construcciones poligonales distintas. En la determinacion del dominio de las
solicitaciones no parece posible evitar la ejecucidén de estas multiples construcciones poligo-
nales. El dominio definitivo de las solicitaciones serd el que resulte como envolvente de los
parciales asi hallados.

6. CONDICIONAMIENTO RECIPROCO EN LA CONCURRENCIA DE CARGAS

Las condiciones segin las cuales las cargas concurren o se excluyen reciprocamente se
-tendrdn en cuenta en esta metodologia considerando en la formaciéon de los poligonos vec-
toriales la correspondiente concurrencia o exclusion de los vectores representativos. Resulta-
ran asi, como para la variante comentada en el apartado anterior, multiples construcciones
poligonales cuya envolvente serd necesario obtener para definir el dominio completo de las
solicitaciones.

Es obvio que estas condiciones no son mas que casos extremos en el enfoque probabi-
listico comentado en el apartado anterior, en cuyos casos la probabilidad de concurrencia se
hace, o bien nula, para la exclusién absoluta de concurrencia, o bien igual a la unidad, para
la concurrencia exigida.

7. SOLUCION SINTETICA

El procedimiento, relativamente laborioso, de la solucién constructiva, puede simplifi-
carse de tal manera que no sea necesario pasar por las etapas de ampliacidon progresiva de
dominio que resultan de la consideracién sucesiva con efectos acumulativos de todas las car-
gas actuantes. En lo que sigue se indica como proceder prdcticamente para aplicar esta solu-
cién,

Se parte de la representacion a partir de un mismo punto A y en ejes paralelosam y n
(fig. 4, I), de todos los vectores 1, ... , 8 representativos de los efectos de las cargas en la sec-
cion estudiada.

En el diagrama de interaccién (fig. 4, II) se determinan las cuatro posiciones de abscisas
y ordenadas extremas (I + II), (Il + III), (III + IV) y (IV + I). La primera de estas posicio-
nes se obtiene como extremo de la suma vectorial de todos los vectores de los cuadrantes I y
IT llevada a partir del punto O, representativo de las cargas permanentes. Andlogamente se
procede en los otros casos.

A continuacién se determinan las cuatro ramas del poligono de frontera del dominio
que se busca. La rama desde (III + IV) hasta (I + IV), con ubicacidn relativa con relacién a
O como el cuarto cuadrante con respecto a A, se define con los vectores no pertenecientes a
dicho cuadrante ni a su simétrico II, es decir con los ubicados en los cuadrantes I y III. Estos
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vectores 1, 2, —5, —6 se llevan acumulativamente desde el origen de rama (III + IV),ya sea
con su signo (los del cuadrante I) o con signos contrarios (los del cuadrante III), como co-
rresponderia interpretando algebraicamente la designacién (III + IV) de dicho origen y la
designacién (I + IV) del extremo de rama. En simbolos:

Extremo — Origen = (I + IV) — (11 + IV) = (1 — II)

Ve

/7

(Iv+I)

-4
(IX +1v)

Fig. 4

Esta ultima ecuacién simbolica expresa que para pasar de origen a extremo de rama se
debe considerar, como se hizo, los vectores del cuadrante I con su signo y los del cuadrante
I1I con signos contrarios. Es importante notar que el orden en que todos estos vectores de-
ben ser considerados es el de argumentos crecientes. Las restantes ramas se han determinado
con procedimientos similares.

FEl método puede expresarse en forma més reducida asi:

1° Determinar el punto de minima ordenada (III + IV) como extremo del poligono de
los vectores de los cuadrantes inferiores.

2° A partir de dicho punto trazar la rama derecha (IIT + IV), (IV + I), (I + 1) conside-
rando, en la sucesiéon de argumentos crecientes, todos los vectores tal cual estin
representados en la fig. 4, III, es decir, los pertenecientes a los cuadrantes superiores
con su signo y los restantes con signos cambiados.

3° Trazar la rama izquierda (I + II), (I + III), (III + IV) andlogamente, pero con vecto-
res de signos inversos a los considerados para la derecha, cerrdndose asi el poligono.

La frontera del dominio que asi se obtiene es siempre convexa en toda su extension.

Puede plantearse la cuestiéon (fig. 5), ya comentada en la exposicién sobre el procedi-
miento constructivo, de que algunas de las cargas tengan una cota inferior de intensidad no
nula. En esta figura, los vectores a, b, ¢ dibujados aparte, tienen un trazo de mayor grosor
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Fig.5

que corresponde al intervalo en que puede variar la intensidad de la carga. El vector a repre-
senta una carga de intensidad minima nula, por lo que estd dibujado totalmente con trazo
grueso.

En casos como éste, el dominio completo, que corresponderia para cargas con intensi-
dad minima nula, de contorno completado con trazos punteados, pierde ciertas zonas y se
crean asi subdominios.

En este ejemplo, el subdominio I es unidimensional y los subdominios II, IIl y IV son
bidimensionales. Debido a su simplicidad, la determinacién de subdominios en este caso es
sencilla, razonando para determinarlos como se comenté en el proceso constructivo. Deberia
determinarse un procedimiento de validez general, para este método sintético, mediante el
cual establecer las zonas lacunares en el dominio total.

Cabe agregar que este procedimiento pone de manifiesto que, si bien el agregado de la
posibilidad de accién de una carga a una combinacién de otras amplia siempre el dominio
primitivo, no por ello ocurrird necesariamente que resulte incrementada la exigencia de ar-
madura. Ello sélo tendrd lugar cuando la ampliacion se efectiie involucrando isocuantas de
mayor valor.

8. SOLUCION SINTETICA: SU JUSTIFICACION

Sin pretender el cardcter de demostracién matematica, se justificard intuitivamente,
con inspiracion en el principio de induccidén completa, el procedimiento sintético.
Para ello se muestra:

1°Que, si el procedimiento es correcto para una poligonal de n lados, también lo es pa-
raotraden + 1 lados;

2° Que el procedimiento es correcto para n = 1. La fig. 6 muestra el dominio de los n
vectores a;, & ... ap para el que se admite que el procedimiento es correcto.

El agregado en la poligonal vectorial de un nuevo vector ap con la condicion de incre-
mentar en algunas zonas el drea del dominio sin disminuir esta drea en ninguna otra zona no
podria ejecutarse en una posicion tal como a’y anterior a la de un vector (tal como a,) de
pendiente menor (con referencia al eje coordenado horizontal) porque reduce el dominio (al
menos en la zona inmediatamente siguiente a ag).
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En cambio, el agregado en una posicion tal como a”’k, posterior a la de un vector de
mayor pendiente, incrementaria el dominio en lo que depende de todos los vectores que
siguieran al agregado sin reducir este dominio en ninguna zona. El efecto es similar cualquie-
ra que sea la posicién de intercalacién, pero la zona implicada es tanto mayor cuanto mads
retrégada sea esta posicion.

La posicidon éptima de intercalacion es, pues, tal como ay en la figura, una antepuesta a
los vectores de mayor pendiente y pospuesta a los de menor pendiente. Es decir que la orde-
nacién por pendientes de todos los vectores, incluso el agregado ay, produce el dominio de
drea maxima. Estos razonamientos para la rama inferior limitrofe del dominio pueden exten-
derse andlogamente para la otra.

Es evidente, por la simplicidad del caso, la correccién del procedimiento para una ex-
tensioén del dominio de n = 1 an = 2, como se muestra en la fig. 6, II, con lo que se cumple
también el segundo paso de la justificacion.

Lo expuesto presupone un contorno poligonal. Si fuera curvilineo o mixto (como pue-
de resultar, segiin se comentd, debido a la influencia de las cargas distribuidas y/o de las
concentradas moviles) la justificacién puede darse por extendida concibiendo las fronteras
curvilineas como limites de poligonales con lados de longitudes tendentes a cero.

En una demostracién rigurosa deberia considerarse, asimismo, el caso en que la carga
de accion eventual supuesta agregada a una combinacion de otras fuera distribuida o concen-
trada movil, las cuales, en vez de estar representadas por un vector, tendrian representacion
genéricamente poligonal con lados rectos o curvos.

9. ACCION PARCIALIZADA DE LAS CARGAS DISTRIBUIDAS
Como se dijo, las cargas distribuiidas pueden actuar segmentariamente, es decir sélo

sobre algunas zonas de su campo total, combinando esta posibilidad con la de tomar valores
cualesquiera entre los minimos (nulos 0 no) y los maximos para cada segmento.
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Se justifica la consideracion de estas posibilidades —que implican una carga total sobre
una pieza menor que la maxima—, teniendo en cuenta las particularidades del diagrama de
interaccion comentadas en el apartado 1, segin las cuales algunos estados parciales de cargas
pueden dar solicitaciones mas exigentes que las producidas por acciones mayores.

Este caso es conceptualmente reducible al de cargas concentradas si suponemos el cam-
po total de accion a (fig. 7) de la carga distribuida subdividiendo en segmentos iguales a; ,
a,, ... a,, y cada uno de éstos suficientemente pequefio como para poder suponer su carga,
sin error significativo, de magnitud F = q a/n como concentrada en su centro.

I n I

N ke
o4 4
Q
3

o %+ <+

Fig.7 ..

Asi resultard que la carga F; del primer segmento a, origina un vector de ampliacion
de dominio tal como F; en la figura. Otro tanto ocurrird con las otras cargas F,, ..., con la
particularidad de que, en general no coincidirdn, para los respectivos vectores representati-
vos, ni las magnitudes ni las pendientes (las magnitudes no coincidirdn por ser distinta la in-
fluencia para el lugar de la estructura donde se estudia el efecto de la carga distribuida; las
pendientes tampoco, debido a que también las excentricidades resultan cambiantes). La
aplicacién a este problema parcial de ampliaciéon de dominio del procedimiento sintético
originard una figura trapezoidal como la representada en la fig. 7, II. Y los efectos globales
de ampliacion de dominio consecuencia de la posible accion parcializada de la carga distri-
buida en todo el largo a de la pieza quedardn representados por dicha figura trapezoidal, la
que, por deslizamiento perimetral sobre la figura similar imputable a otras cargas, propor-
cionard estos efectos. En rigor, la consideracién de este problema en términos infinitesimales
daria una figura de contornos curvilineos en lugar de poligonales.

Estas consideraciones llevan a postular la siguiente propiedad: considerando una com-
binacién de cargas bdsica y otra adicional, cada una caracterizada por su dominio, el domi-
nio conjunto correspondiente a la totalidad de las cargas puede obtenerse por deslizamiento,
con apoyo en su punto base (tal como O en la fig. 7), del dominio agregado sobre el contor-
no de frontera del dominio bésico. De ser cierta esta postulacidon deberia verificarse el cardc-
ter conmutativo en las calificaciones de “‘béasico’ y “adicional” para los dos sistemas de car-
gas.

10. LA PILA DE PUENTE QUE APEA TRAMOS ISOSTATICOS

A pesar de las limitaciones sobre la validez de esta metodologia que han quedado ex-
puestas, se ensaya en lo que sigue la aplicacién de la misma al caso, muy frecuente, del titu-
lo, buscando que una aplicacién concreta pueda facilitar, para quienes tengan interés en el
problema, un andlisis méas profundo de las cuestiones involucradas en este trabajo.

No se aplican los criterios, comentados en el apartado 5, que toman distintos coefi-
cientes de mayoracion segin el tipo de accion predominante.

El lugar estudiado es el pie de la pila.
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10.1. Las particularidades de construccion o montaje de la estructura

En fases de construccion esta estructura, como cualquier otra, puede tener una configu-
racion distinta de la definitiva. Por ejemplo, cuando se encuentra montado un solo tramo o
cuando, para este estado, se procede al lanzamiento del otro tramo. Es obvio que cada una
de estas configuraciones debe ser estudiada separadamente y que no existe, salvo casos muy
particulares, una metodologia general que pueda resolver la cuestién en forma unificada. Se
trata, simplemente de estructuras distintas, aunque tengan algo en coman.

Queda definido, pues, que se estudia aqui la pila con ambos tramos montados y estan-
do el puente en servicio. El lugar estudiado es el pie de la pila.

10.2. Las modalidades de concurrencia de cargas

El conjunto de cargas que actiia sobre una estructura importante es por lo general muy
numeroso. Ademas estas cargas suelen no ser completamente independientes en su posibili-
dad de concurrir simultdneamente sobre la estructura. Es por ello necesario tratar de carac-
terizar nitidamente estas posibilidades. Las mismas pueden clasificarse de este modo:

— Concurrencia: es la caracteristica de una carga de coincidir simultineamente con
otra en su accidn sobre la estructura.

— Dependencia: es la caracteristica similar cuando entre ambas cargas concurrentes
existe prevalencia de una, de accién dominante o promotora, sobre la otra, que viene
a resultar promovida o provocada por la presencia de la primera.

No debe interpretarse esta dependencia como necesariamente causal, sino basta que
se dé en la realidad o por las hipotesis de trabajo para que segiin la metodologia que
aqui se propone, deba considerarse efectiva. Por ejemplo: en la lista de cargas del
apartado siguiente, la accion de frenado de vehiculo si es necesariamente dependien-
te de la presencia sobre la estructura de la carga del mismo vehiculo, en tanto que la
carga (11), que implica una reduccién de valor de la accidon bésica del viento sobre la
estructura cuando sobre la misma actlia una sobrecarga, es puramente convencional.

— Exclusién: cuando la accidén simultinea de cargas se considera imposible.

Seguin estas definiciones, la concurrencia es una caracteristica de las cargas que se mani-
fiesta con reciprocidad entre ellas mientras que la dependencia establece una diferenciacion
que, causal o convencional, es considerada en esta metodologia como jerdrquica en el senti-
do de que la carga de mayor jerarquia se considera como operante con independencia de la
subordinada, lo que no se cumple reciprocamente.



Debe interpretarse que distintas condiciones de concurrencia no producen efectos acu-
mulativos. Por ejemplo: las cargas (8) (9) y (11) quedan ligadas en subconjunto por una
condicién de concurrencia y otro tanto ocurre con el subconjunto (8), (10) y (11). Pero
no todas ellas deben concurrir conjuntamente.

Con relacién a la condiciéon general de dependencia, deben distinguirse dos posibilida-
des:

— Dependencia indiferente: cuando una carga depende en su accidn de la accion simul-
tanea de alguna de otras cargas;

— Dependencia concurrente: cuando la carga subordinada verifica esta dependencia
con relacién a la totalidad de las cargas subordinantes.

Todas estas definiciones pueden parecer inicialmente artificiosas pero es indudable que,
del conjunto total de cargas posible de obrar sobre la estructura es necesario extractar con
metodologia rigurosa los subconjuntos —llamados en este trabajo “combinaciones”— defini-
dos por la posibilidad de accion simultdnea de sus integrantes. En el cdlculo personal estos
conceptos pueden quizd ser manejados correctamente por via intuitiva, pero en el calculo
automatico la metodologia debe expresarse en organigramas absolutamente complejos y co-
rrectos.

Puede también arguirse en favor de una mayor exigencia de rigor que la habitualmente
aplicada en estos andlisis, que las condiciones reglamentarias y de la realidad fisica llevan a
planteos necesariamente completos. En una primer y elemental consideracidén de una estruc-
tura tan simple como la que aqui es utilizada como ejemplo puede resultar sorprendente que
dichas exigencias lleven a un conjunto tan numeroso de cargas, condicionadas a su vez, reci-
procamente, con multiplicidad de relaciones.

Caben, asimismo, las aclaraciones que siguen.

1°La forma en que se han expresado las condiciones de concurrencia de cargas no es la
Unica posible. Asi por ejemplo, el hecho de que, segiin las disposiciones reglamenta-
rias, la accidn del viento sobre las estructuras exclusivamente se valore en 250 kg/m?
mientras que cuando las mismas soporten sobrecarga esta accion se reduzca a 150
kg/m?, se ha resuelto considerando la sobrecarga (11) como una accién més aunque
de efectos descargantes. Es decir que, respecto de las cargas (8), (9), (10), (11) se
pueden dar las siguientes combinaciones:

(8)

(8)+(9)+(11)
(8)+(10)+(11)
(8)+(9)+(10)+(11)

Si, en cambio, la carga (11) hubiera sido definida como aditiva (por el complemento de
150 a 250 kg/m?), resultarfan las siguientes combinaciones:

@)+an-
(8)+(9)
(8)+(10)
(8)+(9)+(10)
Y para ambas posibilidades las condiciones de concurrencia que deben establecerse son
diferentes. Pero, cualquiera que sea la modalidad seguida, el cuadro de cargas debe contener

la informacién necesaria para que resulten correctamente las condiciones de cargas que se
puedan formar siguiendo automéaticamente las condiciones establecidas de concurrencia.
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Resulta obvio, por otra parte, que estas condiciones de concurrencia no hacen mds que

expresar las excepciones al estado de completa aleatoriedad en la simultaneidad de cargas
(en este estado las cargas de accién aleatoria ( (2) y siguientes) concurririan en cualquier
cantidad y formado todas las combinaciones posibles).

2° Convencionalmente se considera el efecto descargante de la carga (11) como obrante
sobre ambos tramos aunque la sobrecarga pese sobre uno solo de ellos. ’

3° También por convencidn, y a fin de simplificar el andlisis, no se considerard el efecto
total de la carga (9) como dependiente de la superficie expuesta de la sobrecarga, co-
mo, en rigor tendria que hacerse, sino con posibilidad aleatoria de actuar con valores
entre el nulo y el maximo nominal, con la Ginica condicién de dar nominalmente co-
mo obrante una de las dos sobrecargas (2) 6 (3). Con criterio similar se procede res-
pecto de la carga (10).

La expresiéon de todas estas condiciones de concurrencia resultaria unificada pero me-

nos sintética volcando el cuadro entero de cargas en forma de diagrama de flujo como los
que se usan en computacion.

Para todas las cargas aleatorias (la totalidad menos la (1) ) se supondrd que su rango de

variacién es el total desde el valor nulo hasta el maximo nominal. -

10.3 CARGAS
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(1) Peso propio total (del pilar y transmitido por la superestructura).
(2) Sobrecarga de multitud en el tramo izquierdo.
(3) Sobrecarga de vehiculo en el tramo izquierdo.
(4) Efecto complementario de (2) cuando se considere su accién simultdnea con
(3).
(Su valor es negativo y corresponde a la carga inexistente de multitud en
la superficie ocupada por el vehiculo).
(5) Sobrecarga de multitud en el tramo derecho.
(6) Sobrecarga de vehiculo en el tramo derecho.
(7) Efecto complementario de (5) cuando se considere su accién simultdnea con
(6).
(Vale 1a misma observacién que para (4) ).
(8) Componente longitudinal de la accion bdsica del viento sobre la pila y los tra-
mos.
(Se considera componente longitudinal la de la traza de la obra. Sélo fie-
ne valor significativo en puentes desviados).
(Es accion basica la prescrita reglamentariamente (250 kg/m? ) sobre la
estructura cuando no incide sobre ella la sobrecarga).
(9) Componente longitudinal de la accidon del viento sobre la sobrecarga en el
tramo izquierdo.
(Valorada en 150 kg/m? segtn el reglamento).
(10) Idem, para el tramo derecho.
(11) Componente longitudinal complementaria de (8) cuando la sobrecarga
actia sobre uno o ambos tramos.
(Su valor es negativo, se evaliia en 100 kg/m? actuando sobre la super-
ficie expuesta de ambos tramos y corresponde ala diferencia prescri-
ta reglamentariamente que rebaja de 250 a 150 kg/m? Ia accidon basica).
(12) Frenado de vehiculo en cualquiera de los dos tramos.



(13) Efecto sismico sobre la totalidad de las cargas permanentes.

(14) Efecto de la contraccién de fragiie.
(Estimado como un valor Uinico para la accién conjunta proveniente
de ambos tramos).

(15) Efecto similar para la fluencia lenta.

(16) Efecto similar para las acciones térmicas.

(17) Componente normal a la pila del efecto de choque de vehiculo o embar-

cacioén.

En este cuadro valen los siguientes simbolos:

SIMBOLO SIGNIFICADO , EJEMPLOS
l Dependencia concurrente (4) depende conjuntamente de (2) y (3).
I: Dependencia indiferente (9) depende de (2) o de (3).
Concurrencia (9), (10) y (11) s6lo concurren conjun-
. tamente.
|: Exclusion (3) y (6) no concurren.

10.4. Determinacion del estado de maxima exigencia

Atun repitiendo conceptos anteriormente expresados, conviene recordar que el proble-
ma planteado consiste en determinar en el diagrama de interaccion el estado multiple de car-
gas que exija la maxima armadura en la seccién. Este estado quedard determinado por el
punto del dominio de los estados de solicitacién que alcance un maximo valor de cuantia en
dicho diagrama. Este dominio, a su vez, es el resultante del cumplimiento de las condiciones

basicas siguientes:
1° La carga permanente (1) se considerard siempre obrante.

2° Las restantes cargas, todas consideradas de accion aleatoria, deben suponerse concu-
rriendo en cualquier cantidad.

3°Esta concurrencia es aleatoria y no interdependiente, salvo las que se han llamado
“condiciones de concurrencia™.

4°Para cualquier estado de cargas que asi pueda considerarse obrando sobre la estructu-
ra, las cargas intervinientes combinardn sus valores en todas las infinitas formas que
resulten de considerar para cada una un valor cualquiera dentro de su rango posible,
sin dependencia entre este valor y cualquiera de todos los otros. Ya se comento en el
apartado anterior que esta independencia es, para algunos casos, convencional y no
corresponde rigurosamente a la realidad. ‘

Segin el procedimiento expuesto en el apartado 7, el dominio que se busca tendrd su
contorno determinado por el conjunto de vectores que, en el diagrama de interaccidn, repre-
senten las cargas (para mejor decir: todas las combinaciones de cargas que resulten de la
aplicacion de las condiciones de concurrencia).
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Si las condiciones de concurrencia no incluyeran ninguna condicién de exclusion, el
conjunto de vectores determinante del dominio que se busca determinar serfa el de todas las
cargas. Existiendo, en cambio, algunas condiciones de exclusion, no resultard un solo poligo-
no vectorial de cargas sino tantos como surjan de la aplicacion de estas condiciones y en ca-
da uno de éstos resultardn excluidas algunas de las cargas.

En este ejemplo.la aplicaciéon de las condiciones de concurrencia produce soélo las si-
guientes dos combinaciones de cargas:

Cargas  Combinac. Cargas  Combinac.
1 X X 10 X X
2 X X 11 X X
3 X 12 X p:9
4 X 13 X X
5 X X 14 X X
6 X 15 X X
7 X 16 X X
8 X X 17 X X
9 X X

En general, las distintas combinaciones que asi resulten producirdn poligonos vectoria-
les, es decir dominios, distintos, aunque con zonas comunes. El estado de mdxima exigencia
serd el que resulte para el dominio de periferia envolvente, como lo ilustra la fig. 9 para el
caso de dos combinaciones.

De estas consideraciones se deduce que, en la prictica las condiciones que se han llama-
do de dependencia concurrente, de dependencia indiferente y de concurrencia no juegan por
si mismas ningin papel en la determinacién del dominio de las solicitaciones, ya que este se
determina con todas las cargas que no resulten afectadas por alguna condicion de exclusion.
Sin embargo, pueden influir por via derivada si algunas condiciones de exclusiéon producen
“por arrastre” la eliminacion de cargas subordinadas.

Tal es el caso siguiente (que no tiene relacion con el ejemplo general que se sigue), en el
que la condicién de exclusién reciproca de las cargas (2) y (4) provoca también, si la carga
(4) es excluida, la exclusién “por arrastre’ de la carga (6) (en la combinacion I).

Cargas Combinaciones

I II

1 X X

2 X

3 X X

4 X

5 X X

6 X

La consideracién de las condiciones de exclusidon no serfa necesaria en un disefio no
estricto, porque, prescindiendo de éstas, si las hay, es decir trabajando con todas las cargas,
se obtendrd un dominio que contendrd totalmente al dominio estricto. Pero, razones de
economia aconsejardn determinar este Gltimo.
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Pasando ahora concretamente al cdlculo numérico del ejemplo, los cuadros siguientes
muestran los detalles respectivos.

Las cargas son las definidas en el apartado 10. 3. En el cuadro estdn consideradas orde-
nadamente en el sentido levogiro + m + n. La columna extrema derecha tiene por objeto
facilitar esta ordenacion. ‘

Se han efectuado agrupamientos de cargas (tal como (9)+(10)+(11) ). Al respecto debe
aclararse:

1° En principio, y segin el criterio de que cargas menores pueden originar mayores exi-
gencias, no deben agruparse las cargas:

2° Constituye excepcion el caso, como en este ejemplo, en el que las cargas tengan re-
presentaciéon por vectores de direccion y sentido coincidentes en el diagrama de inte-
raccion.

3°La validez de esta excepcion se limita por la condicién de que las cargas tengan valor
minimo nulo puesto que, como se dijo, falta atin determinar, en el procedimiento
sintético que se sigue, como tratar la posibilidad contraria.

4° La simplificaciéon que en este ejemplo permite agrupar cargas es consecuencia de la
isostaticidad de la estructura considerada, segtin la cual muchas de las cargas se trans-
miten a la pila a través del apoyo del tramo, es decir, obrando con igual excentrici-
dad con relacidén al pie del pilar.

Se han efectuado los cdlculos correspondientes a las dos combinaciones que resultan
segn las condiciones de exclusion.

Los dos dominios correspondientes a ambas combinaciones han sido representados en
el diagrama. Se advierte que ambos tienen zonas comunes y otras que no lo son y que, en
definitiva, resulta determinante para el dimensionamiento la combinacién II, por alcanzar
mayores exigencias de cuantia.

Puede advertirse asimismo que, en esta combinacién de méxima exigencia, la carga
(5), que agrega solicitaciéon normal a la seccidon estudiada tiene efectos reductores en el
dimensionamiento de armadura lo que, naturalmente, es consecuencia de las particulari-
dades del caso.
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SIMBOLOS
£ :/// SECCION
s DE LA PILA Ac : SECCION
s
100 cm. fcd : TENSION DE TRABAJO DEL HORMIGON
h : ALTURA BRUTA DE LA SECCION
] [ —
= ]
CONSTANTES
Ac =100cm. x EOcmA = 8000 cmz.
SIGNOS + fcd = 800 Kgyen, x0,9= 180 Kq./cn?.
oEMyN ' .
Ac . fcd = BOOO cm. x 180Kg/crf.= 1440 t.
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11. RESUMEN

En la flexidon compuesta en piezas de hormigbén armado, el cardcter aleatorio y multiple
de las acciones, conjugado con las exigencias tipicas de dimensionamiento de estas piezas
que son puestas de manifiesto por el diagrama de interaccién, llevan a la conclusién de que
la determinacién de los estados de cargas simultdneas de mdxima exigencia de armadura no
puede resolverse ni por consideraciones sencillas de intuicién directa ni por la conocida teo-
ria de las lineas de influencia.

La habitual hipo6tesis de linealidad entre acciones y efectos en estructuras puede condu-
cir a errores en el dimensionamiento de secciones sometidas a flexion compuesta, si, dejando
de considerar detenidamente la naturaleza del problema, se aplica también en este caso.

La funciéon armadura-carga no es lineal y ni siquiera es mondtona. Y se da el caso, apa-
rentemente insélito, de que el incremento de armadura exigido por una carga puede ser muy
distinto y aun convertirse en reduccion segin el grupo de otras cargas coaccionantes para el
cual aquélla sea aditiva.

En el presente trabajo se comienza por caracterizar el problema y se sugieren, para el
caso bdsico en que las acciones sean cargas concentradas, dos procedimientos: uno, que es
llamado “‘constructivo” porque se inspira en la definicion misma del problema planteado y
que puede resultar engorroso silas acciones son muchas y ofrecen particularidades cambian-
tes, y otro, que se designa como “sintético” porque resume en un procedimiento relativa-
mente sencillo los resultados de un andlisis tedrico.

Con este enfoque bésico, han surgido en el andlisis del problema general, algunos aspec-
tos que deben estudiarse particularmente: el de la movilidad de cargas concentradas y su
reciproco para las cargas distribuidas: el de su posible accién parcializada, tanto en intensi-
dad como en zonas de aplicacion. Ambos aspectos son analizados y se sugieren soluciones
para los mismos.

Otras cuestiones de interés surgen también en este estudio: a) la posibilidad de que la
intensidad minima de las cargas concentradas o no, no sea nula; b) las particularidades de
condicionamiento reciproco de simultaneidad al actuar las cargas sobre la estructura. Res-
pecto del primero de estos problemas, se efectiian algunos comentarios que permitirian en-
carar casos sencillos pero no se sugiere ninguna soluciéon general. Respecto del segundo, se
intenta caracterizar diversos tipos de condicionamientos.

Este estudio no tiene otro alcance que el de un enfoque preliminar porque la mayoria
de los conceptos presentados no son objeto de una exposiciéon suficientemente rigurosa. El
autor agradecerd los comentarios criticos que se formulen al respecto.
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Analisis grafico de la carga critica de
soportes complejos con distintas
condiciones de apoyo

Por Félix Escrig. Dr. Arquitecto
ETSA de Sevilla. 1982

Aunque los conceptos basicos que nos dan la metodologia a seguir en el calculo de car-
gas criticas de piezas rectas son muy sencillos, su aplicacion practica suele ser engorrosa y uni-
camente encontramos solucion a los casos concretos que por su mayor utilizaciéon o por dis-
poner de estudios particulares estan tabulados. Los métodos generales (formaciéon de la ma-
triz de rigidez del conjunto y ver para qué valores de las cargas ésta se anula) son una entele-
quia que no esta bien sistematizada y de aplicacion Uinicamente a costa de gran desarrollo nu-
mérico y tiempo de ordenador.

Nuestro objetivo en este trabajo es establecer un método simple y que no precise de ins-
trumentacion o bibliografia especial para determinar la carga, o cargas criticas de piezas rec-
tas con diversas condiciones de sustentacion e inercias variables. Reducir un proceso mate-
maético laborioso a otro simple como el que vamos a proponer solo se concibe a costa de al-
gin sacrificio. Sacrificaremos el rigor matematico y la precision, lo cual no serd en célculo
practico de estructuras ninguna novedad si conseguimos acotarlo dentro de unos margenes
admisibles. '

Y la simplificacion analitica que vamos a introducir serd tanto més util si conseguim os
demostrar su sentido fisico e incluso, como es nuestra ambicion, operar con métodos geomé-
tricos que nos visualicen la estructura, su comportamiento y qué significan los resultados que
obtenemos.

Para introducir el método empezaremos por una vision convencional del proceso de ob-
tencidn de las cargas criticas de pandeo en el caso de los soportes més sencillos.

Vamos a considerar el caso de cierta generalidad de un soporte recto, inercia y modulo
de Elasticidad constantes y unas condiciones de borde que admitan cualquier grado de em-
potramiento y la existencia de axiles y cortantes con lo cual podremos reproducir cualquier
tipo de apoyo. (Fig. 1a).

Estableciendo el equilibrio de una porcion de esta pieza, en el momento de pandeo (b),
se obtendri (c).

Ely” + Py = — Qx + M, (1)
Diferenciando dos veces, respecto a x, se obtiene:
ElylV + Pyl =0 2)

P )
Introduciendo la notacion K? = Bl la ecuacibn se transforma en:

ylV +K? yll =0 3)
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La solucién general de este tipo de ecuacion es:

y=C; sen Kx +C, cosKx +C; x + C,

(4)

en donde, las cuatro constantes de integracion podran obtenerse de las condiciones de con -

tomo.

Veamos algunos casos particulares.

EXTREMOS ARTICULADOS

En este caso:

y=y"=0 parax =0
y=y =0 parax =1

Sustituyendo estas cuatro condiciones en la ecuacion(2.4)

C; +Cy =0
C, -0

Cy sen Kl + C41 =0

—C, K?senK1=0 (5)

De aqui deducimos C, =C4 =0y siK? noesnulo,C; =C; =0 6sen K1 =C; =0.
La primera, es la solucién trivial. De la segunda, obtenemos:

Kl=nmw paran=1, 2, 3...
Sustituyendo K por su valor:

2.2
P :nwEI paran= 1 2, 3...

cr 12

La carga critica serd 1a que haga menor el segundo miembro, es decirn = 1.
7% EI

Pcr :*1_2__ ©6)
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La ecuacidn de la deformada en el momento critico, sera:
y =C, sen (n/l) x (7

donde C; es un factor de indeterminacion que admite cualquier valor.

EXTREMOS EMPOTRADOS

En este caso:

y=0 y=0 parax=0
yv=0 y’=0 parax=1

Introduciendo estas condiciones en la ecuacién (2.4):

C,+Cs =0 .

KC; +C; =0

C,sen Kl +C, cosK1 +C31+C4 =0

KC; cosK1 —KC, sen K1 +C5 =0 (8)

Para que este sistema tenga solucion distinta de la trivial, basta igualar a O el determinan-
te y ver para qué valores se satisface. Llegamos al resultado:

KL, K K
sen — = — =
2 %% T

1 Kl
El menor de los valores no nulos de Iz— que hace sen 5 = 0 es m mientras que el

Kl Kl ’
menor que hace tg 775 es 4.49. Por tanto, para la carga critica seleccionamos el prime-

Kl
ro £ = my sustituyendo K por su valor:

P = — 55— ©)

La ecuacion de la deformada para la carga critica, serd teniendo en cuenta,

Cl :C3 :0, C4:—C2
27X
y =C,4 (1 —cos —1—) (10)

donde C, es un factor de indeterminacion.

UN EXTREMO APOYADO Y OTRO EMPOTRADO

Las condiciones de contorno seran:
y=y =0 parax=0
y=y’=0 parax=1

Planteando el sistema de ecuaciones y operando como en el caso anterior, llegaremos a
la condicibn:
tg K1 =K1
El menor valor K1 que la satisface es 4.49 y por tanto:
2
w% EIl

By, = 2.04 —— (11)
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Laecuacion de la deformada, sera:

w=C,; [sen Kx — Kl cosKx + K (1 — x)]

UN EXTREMO EMPOTRADO Y OTRO LIBRE

En este caso:

y=y =0 parax=0
y”ZO; yan +K2 Y’:OparaX:.l

Las ecuaciones son ahora:

C, +C, =0
KC, +C; =0
C;senKl+C, cosKl =0
C3 = 0
Y la solucién no trivial es la minima que cumpla cos K1 = 0, lo que nos lleva a:
2n—1
Kl = (—I—l———llr paran=1,2,3...
2
y la carga critica paran =1
w2 EI
o= e

La deformada para la carga critica tendra la expresion:

C. (1 7rx)
W = — COS ==
4 21

(12)

(13)

(14)

(15)

Si ahora analizamos con detalle las deformadas, de la expresion general (4) podemos de-
ducir que las curvas que obtenemos serdn combinaciones senoidales de periodo constante y

proporcional a K.

Los coeficientes C;, C, nos modificaran la amplitud de las ondas, C; la inclinacion o
giro respecto a los ejes coordenados y C, el desplazamiento a lo largo del eje de ordenadas del

origen de la curva.

y = C, sen (/1) x

vy AN
_ semiperiodo = 1
/—\\ +C
<
lo: O } 3
) ¢ LT
1 1
Fig. 2.
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Como habiamos visto, B = 1, y esto significa que para cualquier valor C, la deformada
entre las dos articulaciones serd una semionda completa de una funcién senoidal.

En el caso de ambos extremos empotrados
y=C4 (1 —cos 2 wx/1) (17)

7 AN\

semiperiodo= 1/2

"*—‘ﬂL»f‘ | | Fig. 3.

Como habiamos visto, § = 0,5, y esto significa que para cualquier valor C4 la deforma-
da entre los dos empotramientos serd una onda completa de una funcién senoidal (con un mi-

nimo en el origen de ordenadas).

En el caso de un extremo apoyado y otro empotrado

y =C, [sen mx/0,71 — (7/0,7) cos 7 x/0,7 1 + /0,71 (1 — x) (18)
N
ahin
-——_ o« gtz
\\\\\ \L
an N A x
03 “~- == N\,
\\\\‘\\ 7
A 03¢ {, 03€ | 3l ’L
| ¢ 1 Fig. 4.

Aunque este caso es mas complejo el grafico ilustra suficientemente las relaciones entre
los distintos parametros que intervienen y como lo que obtenemos es una curva senoidal gi-
rada y desplazada con respecto a los ejes coordenados.

La proyeccion sobre los ejes coordenados de la semionda es 0,7 1y de aqui que § = 0,7.

Puesto que K es proporcional a Pcr 1a carga critica se habra alcanzado en todos los ca -
sos para el valor

Pcr/El = (2 w/long. onda)? = (nw/fl)? (19)
que es el razonamiento reciproco al que hemos utilizado anteriormente.

En el caso de un extremo empotrado y otro libre
y =C4 (1 — cos  x/21) (20)
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Fig. 5.

Al igual que en los anteriores 1a fig. 5 expresa claramente el significado de la deformada.
Visto lo anterior, de la expresion general
y=C, senKx +C, cos Kx +C3 x + C,

obtendremos la representacion grafica

/N
“r\\\
\ + —
\ = -
\ —-—
\\\ \\‘ -
== —>
\ il o
A2 AN /
K 7 T S -
e E 4
Fig. 6.

Si ahora dibujamos una curva senoidal de periodo proporcional aK, T =2 7/fK y toma-
mos T arbitrario puesto que nos basta con la proporcion entre parimetros.

/\)’/

Y,

o‘% | : :
L N

Fig. 7.

W X

Sabemos que un fragmento de esta curva serd la deformada de cualquier tramo recto
sea cual fuere la condicidon de sustentacion. Lo que tiene sentido fisico como sigue:
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Fig. 8.

Los casos (a), (b), (¢) y (d) corresponden con los particulares estudiados y el (e) con la
expresion general en que los extremos tienen grados intermedios de empotramiento comple -
to. Puesto que éste generaliza todos los anteriores vamos a tratarlo con méas amplitud.

En el caso de deformada senoidal, como el que nos concierne, cuando los dos extremos
estan simplemente apoyados, aquélla formard un dngulo « con la directriz inicial igual en los
dos apoyos (Fig. 7y 9 (a) ).

Fig. 9.

Si uno de los apoyos tiene un grado intermedio de empotramiento (Fig. 9 (b) ), se pue -
de definir por medio de la rigidez “‘r”’ al giro, en donde:

ry =0  articulacion

a=(1+r)« .
( 1) & r; = o  empotramiento

La deformada sera tal que forme un angulo «; en el apoyo 1.

El angulo en el apoyo B aumentara por compatibilidad geométrica sin alterar la forma
de la elastica. .

El mismo razonamiento puede utilizarse con rigidez a rotacién en el apoyo B (Fig.9(c))
y por composicion de los dos casos (b) y (¢) obtendremos el (d) mediante el que se puede
deducir 1a longitud efectiva fl de cualquier tramo recto con condiciones arbitrarias de apoyo,
en los extremos.
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Fig. 10.

La fig. 10 ilustra un ejemplo que responde a la casuistica estudiada.

El razonamiento anterior abarca el caso de ménsulas en que el empotramiento no es per-
fecto o el caso de 1a Fig. 11.

P n 2 p
N G F
S ‘/'P Fig. 11.

En éste 1a justificacion grifica seria como se expone en la Fig. 12.

Fig. 12.

El caso de 1a Fig. 8 (d) es el representado en la Fig. 12 con la longitud 1. Si el empotra -
miento de esta ménsula no es de rigidez infinita, ésta sufrird un giro en este punto proporcio-
nal ala rigidez.

Oll =(X/1 +I‘1 (21)

Y en el otro extremo deberd mantenerse el dngulo. Si en este Giltimo también existe ri -
gidez ala rotaciéon como en la Fig, 11 estaremos en el caso 1, en que

a, =a/l +1, a3 =af/l +14 (22)

La Fig. 13 ejemplifica un caso como éste.
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Todo el razonamiento geométrico permite obtener “exactamente’ las longitudes efecti-
vas de la pieza sin necesidad de complementos analiticos. El Ginico error que podemos deslizar
es el inherente a los métodos graficos, mas cuanto que necesitamos cuidadosas mediciones de
angulos en una curva compleja como es la senoidal.

En resumen los pasos a seguir en la determinacion gréafica de la carga critica de soportes .
apoyados en los extremos con rigidez ala rotacién ry; y r, son (Fig. 14).

1) Dibujo de una onda senoidal de amplitud y periodos arbitrarios.

2) Localizaciéon de un punto 1 tal que 1-B forme con la tangente ala curva en ese punto
un angulo o; = /(1 +1,).

3) Localizacion de un punto 2 tal que 2-A forme con la tangente a la curva en este pun-
to un angulo @, = o/ (1 +1,).

4) Proyectamos 1 y 2 perpendicularmente sobre el eje de abcisas en los puntos 1’ 2°.

S E.I < <_P | o
b ¢ &% - \

J
: | \
J 4’/ | B2
; T |
\ i l/’/h\o(' R\ :
I ) o, /\‘\:
% N
Fig. 14,

5) Hallamos 8 = AB/1°2°
6) Calculamos la carga critica
Pcr = 7% EI/(Bl)?

Para un soporte con un.solo apoyo y rigidez a la rotacion en los dos extremos r; y 1,
los pasos son similares.
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Fig. 15.

1) Dibujo de una onda senoidal de amplitud y periodo arbitrarios.

2) Localizaciéon de un punto 1 tal que su tangente forme con la horizontal un angulo
a, =af(l +1y).

3) Localizacién de un punto 2 tal que su tangente forme con la horizontal un 4ngulo
a, = a (1 + r,) medido en el mismo sentido que el anterior.

Los siguientes pasos son idénticos al caso anterior.

& ok ok

La utilizacidon de funciones senoidales es, analiticamente, muy ventajosa porque son
de facil operacion, simples de integrar o derivar y faciles de ajustar a perfodos determinados.
Pero graficamente no es asi de sencillo y entonces la operaciéon geométrica puede resultar mas
engorrosa que el procedimiento matemaético.

Para obviar esto vamos a proponer una simplificaciéon cuya aproximacién podemos com-
probar que en todos los casos es aceptable.

En lugar de considerar curvas senoidales vamos a utilizar arcos de circunferencia (Fig.16).

curva propuesta
/

curva tedrica

Fig. 16.
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En la Fig. 9 vimos la importancia que tenian las pendientes en el cdlculo de las longitu-
des efectivas. Por tanto, uno de los errores que introducimos es la diferencia de las derivadas
primeras. La deduccion matematica de todos y cada uno de los errores que introducimos es
extensa y sujetas a muchos estudios particulares por lo que vamos a prescindir por el mo-
mento de ella y nos limitamos a describir la mecénica de aplicacion y a comparar los resulta-
dos con otros conocidos y exactos en los casos en que esto sea posible.

En nuestro método utilizaremos semicircunferencias, de tal modo que o = 90°(Fig.17).

Fig. 17.

El diametro de esta circunferencia nos dard la relacion f con la longitud real de la
pieza. ;

Pasamos a la sistematizacién de casos particulares.

SOPORTES DE UN SOLO TRAMO Y RELACION P/EI CONSTANTE

a) Apoyos con rigidez ala rotacionr; y r,.

P ET GooP
> 9
N qL ¢ { Fig. 18.a.

__Todas las soluciones posibles estardn comprendidas entre las rectas 1-2 y AB, tal como
la MN, es decir comprendida entre 0,5 y 1 (Fig. 18).

Fig. 18.b.
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Consideramos el caso de la Fig. 19.

.__ET -P—%J | 23 !éfgl
e ;

o
¢ L]

Fig. 19.

/I

=11y, r, =l/l,, ay =a/(1 +1y), &, =c/(1 +1,)
Situaremos los angulos @, y «, tal como indica la Fig. 18 y obtendremos 8 :'_lz/iflﬁ.
Si el extremo 1 estd empotrado y el 2 articulado (Fig. 20) a; = 0,0, =90y = 0,63

que comparado con el valor exacto f = 0,699 nos da un error del 10% que es el mdximo que
cometemos por este procedimiento en todas las posibles condiciones de contorno.

Fig. 20.

Cualquier otro caso MN (Fig. 18) se resuelve con errores menores.

Un procedimiento mas exacto hubiera consistido en situar angulos «; y o, como en
la Fig. 21 y actuar de igual modo.

Fig. 21. Fig. 22.

En este casosi el extremo 1 estd empotrado y el 2 articulado (Fig. 22), &; = 0, o, = 90°
y B = 0,707 que comparado con la soluciéon exacta = 0,699 nos da un error de 1,1% del lado
de la seguridad y éste es el maximo posible dentro de los casos que estamos estudiando.

Como vemos este segundo procedimiento es de una gran precision y el Unico inconve-
niente es la dificultad de encontrar la posicion exacta de la MN que forme los dngulos preci-
sos con las tangentes a las circunferencias en sus puntos de contacto. El primer procedimien-
to es mucho mas grosero pero elemental en su construccion.

b) Extremos con rigidez a la rotaciéon r; y r, y sélo un apoyo.
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Consideramos el caso de la Fig. 19.

o) O

__Ex ia‘ | EX l@PEI
A

r, =11, 5, =11, oy =a/(1 +1,), &, =/(1 +13)

Fig. 19.

/l

Situaremos los angulos &, v «, tal como indicala Fig. 18 y obtendremos 8 :‘T,-2/K/Iﬁ.

Si el extremo 1 esta empotrado y el 2 articulado (Fig. 20) o; =0,a, =90y =0,63
que comparado con el valor exacto § = 0,699 nos da un error del 10% que es el maximo que
cometemos por este procedimiento en todas las posibles condiciones de contorno.

Fig. 20.

Cualquier otro caso MN (Fig. 18) se resuelve con errores menores.

Un procedimiento mas exacto hubiera consistido en situar angulos o, y o, como en
la Fig. 21 y actuar de igual modo.

Fig. 21. Fig. 22,

En este caso si el extremo 1 estd empotrado y el 2 articulado (Fig. 22), a; =0, oy = 90°
y B = 0,707 que comparado con la solucion exacta = 0,699 nos da un error de 1,1% del lado
de la seguridad y éste es el maximo posible dentro de los casos que estamos estudiando.

Como vemos este segundo procedimiento es de una gran precision y el Gnico inconve-
niente es la dificultad de encontrar la posicion exacta de la MN que forme los angulos preci-
sos con las tangentes a las circunferencias en sus puntos de contacto. El primer procedimien-
to es mucho mas grosero pero elemental en su construccion.

b) Extremos con rigidez a la rotaciéon r; y r, y sélo un apoyo.
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En la Fig. 9 vimos la importancia que tenian las pendientes en el calculo de las longitu-
des efectivas. Por tanto, uno de los errores que introducimos es la diferencia de las derivadas
primeras. La deduccion matematica de todos y cada uno de los errores que introducimos es
extensa y sujetas a muchos estudios particulares por lo que vamos a prescindir por el mo-
mento de ella y nos limitamos a describir 1a mecénica de aplicacidén y a comparar los resulta-
dos con otros conocidos y exactos en los casos en que esto sea posible.

En nuestro método utilizaremos semicircunferencias, de tal modo que o = 90°(Fig.17).

A

¢

Fig. 17.

El didametro de esta circunferencia nos dara la relacién  con la longitud real de la
pieza. ;

Pasamos a la sistematizacion de casos particulares.

SOPORTES DE UN SOLO TRAMO Y RELACION P/EI CONSTANTE

a) Apoyos con rigidez ala rotaciébn r; y r,.

AL ET c P
Se 2
B 1|, ¢ T/ _ Fig. 18.a.

~ Todas las soluciones posibles estaran comprendidas entre las rectas 1-2 y AB, tal como
la MN, es decir comprendida entre 0,5 y 1 (Fig. 18).

Fig. 18.b.
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En este caso todas las posibles soluciones oscilaran entre

I =1, = ° r1:r2:0
o= 0=0 y Q= 0=«

En esta ocasion los dos procedimientos vistos en el apartado a) coinciden y podemos
trabajar con gran precision.

SOPORTES DE UN SOLO TRAMO Y RELACION P/EI VARIABLE

En este grupo se recogen todas las piezas comprimidas con inercias variables, secciones
mixtas o cargas aplicadas a lo largo de la directriz.

a) Cambios bruscos en la relacién P/EI

De la expresion general de la deformada en el momento de pandeo

y=A;sen Kx + A, cos Kx + A;x + A,

con K =4/ P/ET
se deduce que en el punto en que varie la relaciéon P/EI también lo hari el periodo de la onda
y esto nos servird de criterio para nuestro calculo grafico.

Asi para el caso de la Fig. 26.

55



K, =+/ PJEI,
B K, =+/P, +P,/ET

P,-er !; 2 /P'
—>|c 1 IS SiK, >K, > T, <T,
; EIez 1 eI, .
’ £ =
Fig. 26.

El periodo de las ondas es inversamente proporcional a/ P/ET

(Pl )cr = 7T2 EI/(BI ) 1)2
(P, +P,)cr =7 EI/(8,1)?

Fig. 27.

N

1 4

Basdndonos en esto proponemos un procedimiento mas sencillo y con mas posibilidades
de explotacion (Fig. 28).

=1 +(X,/K;) 1

\ 62 :1’/1
Fig. 28. £1 7 % (P, +Py)cr=mn? EI/(B,1)?

La ventaja de utilizar esta forma es que permite estudiar otras condiciones de apoyo co-
mo hicimos en el apartado anterior.

EJEMPLO 1:
R+i2 B
> oo
5 B K, =/P,/E, I,
< €.1, 6 €54 - K, =/ P, +P,)/E; L,
2 . .
i a, =afl +1,

£

® =o/l +r,
Fig. 29.
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Con el criterio anterior

1,—_—12 +(K1/K2)13
(Pl +P2) CI’:7T2 E2 12/(621)2

O bien: I’ :(Kz/Kl)lz +11
61 :1’/1
(Pl)CT:W2 E, 11/(511)2

Fig. 30.

El situar los dngulos o; y @, en o, o5 0 of, oy depende de la precision que busquemos
y sobre esto ya hicimos un comentario en el apartado anterior.

EJEMPLO 2:

Ky —/Pi7E T,
?3 P 1 1 1 +1
5.5 2 P
G'\’ K2 :\/Pl +P2/E2 12
fEsIL s , E2Tn 6 L ELE
,l ’E e ’I[ d" K3 :\/P1+P2 +P3/E3 13
;

’ P1+P2+P3:P4
Fig. 31.
o, =af/l+r1r, o =afl +1,

Igual que hemos hecho antes, la relacion 1;, 1,, 15 tiene que ser proporcional a la de la
pieza real

1,3 :13 +K2 12/K3 +K1 1‘1/I<3

ok ? By =131
I L 1 P, +P, +P3)Cr=(P4)‘Cr:7T2 E; I3 /(851)?
<
! / x %#!
- ¢ S



Igualmente habriamos podido determinar
» =K3 3/K, +1, +K, Il/Kz - B, =15/1
P, +Py)cr= m* B, 12/(621)2

3 =K; /K + K, /Ky +1; >4 =13/l
(P,)cr=7%E, LB, 2
Puede comprobarse muy facilmente que son ciertas estas relaciones.
b) P/EI variable de una forma general.

Del ejemplo anterior podemos extrapolar hasta el punto en que definimos

P = [ (K /K,) dx
siendo K, =+/Py/E; I,

Ky =v/ Py/Ey I

De la Fig. 30 6 32

g=1I/1 con I’ definido antes

Py)er= 7 E, I /(B 1)?

Si en vez de esta forma quisiéramos expresarlo en funcion de la tension critica

(0y)cr=7% E;/A? siendo N\, =B;Di,

Siendo i, el radio de giro de la seccion 1 correspondiente a la inerciaI;. Recordemos
que esta es la forma mas Gtil en caiculo de estructuras metélicas.

La precision de este procedimiento se comprueba que en general es buenay los méxi-
mos errores se producen para las piezas con un solo cambio brusco de seccion y valores K, y
K, muy distintos. Aun asi quedan siempre inferiores al 10% .

Asi, por ejemplo:

) K,y :\/—P/-ETI
L ¢ L o
1 T, < | - K, =+/ P/EL,
P 1
— }:{(— =1, +K, 1,/K, »B ="/
fz Lo é/ L
T T

Fig. 34,

58



1/ BrrLucer Bores, Error

0,2 1,10 084+2.0,2=1,2 9%

0,3 1,28 0,7+2.03=13 1%
0,4 1,47 0,6+2.04=14 5%
0,5 1,67 0,5+2.05=1,5 10%
0,6 1,75 04+2.0,6=1,6 9%
0,7 1,85 03+2.0,7=1,7 8%
0,8 1,95 02+2.0,8=1,8 8%

En el caso de seccion variable de una forma continua los errores son mucho mas peque-
fios. Asi por ejemplo:

%
Iz '1|
A
¥ f

I, =1, [3 - 2x/1]
Fzﬁ&d&)ﬂ:ﬁﬁ%dﬂﬂﬂ:Zl
B=1/1=2

El valor exacto segtin Pfluger es 1,96.

El error es en este caso de 2% .
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Diagramas axil-momento-curvaturas
(N—M, — M — C, — C ) de una seccion
de hormigon armatxo solicitada por

una flexo-composicion plana o biaxial

Luis M. Villegas Cabredo y Juan J, Arenas de Pablo
Departamento de Tecnologia de las Estructuras
E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos
Universidad de Santander

1. INTRODUCCION

El proyecto de pilas altas de hormigoén armado plantea de modo inevitable el problema
de los esfuerzos de segundo orden, o sea, los debidos a la propia deformacion del elemento, lo
que es habitual en todo elemento esbelto comprimido. En las piezas de hormigbn armado la
complejidad del problema aumenta: En efecto, a la no linealidad geométrica (esfuerzos in-
ternos no proporcionales a las cargas exteriores, a causa de las deformaciones que influyen en
aquéllos) se afiade la no linealidad mecénica del material hormigdn armado, que presenta el
fenomeno de la fisuracion y los diagramas (o-€¢) no lineales en el hormigon ni en el acero.

En las estructuras corrientes (por ej., entramados de edificacién) el proyectista dispone
de medios para obviar el problema: soportes de seccidon constante en hormigbn y armaduras
pueden ser calculados contando con una excentricidad adicional o momento complementario
suministrado por algunas normas, entre ellas la nuestra, y pueden también, de un modo mds
cientifico, ser dimensionadas mediante 4bacos o tablas basados en hipotesis plausibles como
la de la deformada senoidal.

Pero las pilas altas de viaductos (al igual que las chimeneas o las torres de telecomunica-
cidbn) presentan sistematicamente geometria variable en el hormigon y cuantia de acero cre-
ciente hacia la base, saliéndose por completo fuera del campo de aplicacion de los métodos
sencillos. Observemos de entrada que, con independencia de la no linealidad mecénica del
material, la seccidn variable excluye la aplicacion de formulas simples, obligando bien a la in-
tegracion de una ecuacion diferencial en la que la inercia de la seccion es variable, bien —lo
més practico— a un proceso iterativo hasta convergencia en el que la deformada adquirida
por la pieza en la interacion (i) sirve como base para determinar los esfuerzos totales de sus
diversas secciones al iniciar la iteracion (i + 1).

(*)  Este articulo es el primero de una serie de cuatro que aparecerén sucesivamente en nuestra Revista y entre los cuales
resumen la conferencia ‘“Pilas altas de viaductos construidos por avance en voladizo™ que, organizada porla A.T.E.P.,
fue pronunciada en el salon de actos del Instituto Eduardo Torroja por los Dres. Ingenieros de Caminos D. Juan J.
Arenas de Pablo y D. Luis M. Villegas Cabredo el dia 11 de Mayo de 1982, y=que constituye parte del contenido de
la tesis doctoral del segundo de ellos (17).
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Pero, en secciones de hormigén armado, hablar de modulo eldstico, E, y de inercia I,
solo tiene sentido para secciones en estado I, o sea integras. En cuanto aparece la fisuracion
y, sobre todo, en niveles avanzados de carga, con el punto representativo de las fibras mas
comprimidas de hormigon moviéndose por la zona descaradamente curva del diagrama (0-€)
y con las barras de acero total o parcialmente plastificadas, hablar de E e I carece de sentido
fisico. Respecto al primero, obsérvese que tanto el moddulo secante como el tangente corres-
pondientes a las diversas fibras de una seccién flexocomprimida son variables a lo largo de su
canto. En cuanto a la inercia, mal puede definirse una propiedad mecéanica basada, ademas de
en la hipotesis de Navier-Bernouilli, en la linealidad del diagrama (o-¢) del material.

En tal situacion, la Gnica magnitud que posee sentido fisico es la curvatura de la pieza,
1/, ya que su valor caracteriza el 4ngulo girado ‘‘conjuntamente” por todas las fibras de la
seccion en la unidad de longitud de la misma.

En piezas eldsticas y lineales se cumple:

o bien:

EI - M M

(1/r) C

Sobre esta base, cabria una definicidn, no delmédulo E ni del momento de inercia I de
las secciones de hormigbn armado, pero si del producto EI de las mismas, como cociente en-
tre el momento flector aplicado y la curvatura resultante. Por este camino nos vemos condu-
cidos a la utilizacion de'los diagramas momento-curvatura de una seccion dada como via de
aproximacion al comportamiento de ese material. Sobre esta base estd desarrollado el trabajo
de la ref. (5), en la que se expone con detalle el concepto de “‘superficie mecdnica” de una
seccion de H.A., asi como el proceso conceptual y numérico para su obtencion.

Nos limitaremos a recordar aqui que el diagrama momento-curvatura de una seccion
dada es variable segiin sea el axil de compresion que la solicite. Y en el caso de pilas altas de
puente cuyo trabajo primario consiste en transmitir al terreno de cimentacidn cargas que va-
rian a lo largo del tiempo y que, a causa del peso propio de la pila, producen axiles bastante
variables entre unasy otras secciones de la misma, resulta obvio que el instrumento basico ne-
cesario para llevar a cabo su analisis es el programa de ordenador que permite, dados el axil y
el momento que solicitan una seccion, determinar el plano de deformaciones de la misma,
plano cuya pendiente nos da directamente la curvatura de la seccion.

El trabajo que en cuatro articulos sucesivos se va a presentar es un resumen de la tesis
doctoral de Luis Villegas Cabredo, cuyo objeto consistié en la puesta a punto de un modelo
- matematico que simulara el comportamiento real de las pilas, moviéndose en el espacio (esto
es, recibiendo fuerzas y sufriendo corrimientos en ambos planos: principal y transversal al
puente), y en la aplicacion del mismo a una concreta (pero muy extendida) tipologia, como
es la de puentes construidos por avance en voladizo.

Estas pilas pasan, en fase de fin de construccion del doble voladizo simétrico, por una
etapa delicada en lo que a su estabilidad respecta: En efeéto, reciben en punta toda la carga
vertical del peso del tablero y de los equipos de avance y, al mismo tiempo, ofrecen la maxi-
ma superficie de actuacion al viento transversal. Una vez realizada la union de los sucesivos
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voladizos, la situacion de las pilas, sujetas por la rigidez a flexion del dintel en su plano trans-
versal, resulta mas descansada y segura.

En la figura 1 se representan los alzados, longitudinal y transversal, de las pilas principa-
les del Puente Europa (Austria) cuya altura es de 146 ms. En ellas el canto crece en ambos
planos desde coronacidn hasta la base con taludes de 1/40 (2,5 por 100 de pendiente), sien-
do la esbeltez geométrica, L/h igual a 12,17 en el plano longitudinal y de 6,35 en el
transversal.

base’

L.75 15.75
2.5% m‘ ' 254 !
257 \«0 = “1.0
Marcos de rigidez
I
146.00
2000 .
ALZADO
LONGITUDINALY . ) : X
ALZADO ‘
TRANSVERSAL
055 " oss
Fig. 1. bilas principales del Puente Europa (Austria), 1963.
1200 2300 |

Lafigura 2 muestra el alzado y la planta del viaducto de Kocher, proximo a Stuttgart en
la R.F. Alemana, terminado en 1979, cuyas pilas centrales alcanzan los 180 ms de altura. Sus
dimensiones exteriores son de 5,00 x 8,60 m? en cabezay de 9,50 x 15,00 m? en la base, lo
que supone esbelteces, L/hbase, igualesa 19y 12 en los planos principal y transversal respec -
tivamente, estableciéndose un perfil parabolico de transicion entre ambas (fig. 3a).

0 1 2 3 b 5 6 7 8 9

== 428 I f s —
98,6 153.9 94,2
172,7

1784 14 8,7

H KOCHER

—¢—— Heilbronn ——= Niirnbeg
W g I | | L | 1 |
i 3 i ¥ & == 4= 3 i i
TyTT Il | T T
8100 | 138.00 = | = | = | = | = | 13800 |8100 |
o T T T I T T T

1128

Fig. 2. Seccian longitudinal y planta del viaducto de Kochertal, Esquema estructural,
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Fig. 3a. Pilas principales del puente Kochertal (Stuttgart). 1979.

No puede plantearse una comparacion directa entre el perfil de las pilas del Puente Eu-
ropa (1963) y el de las del Kochertal, ya que este Gltimo presenta organizacidon de portico,
con empotramiento elastico entre pilas centrales y dintel. Pero, con todo, la superposicion
de ambas siluetas (obsérvese en la figura 3b el perfil del puente del Kocher sobre la Catedral
de Ulm, con su torre de 161 ms. de altura) es suficientemente expresiva de los progresos que
en los Gltimos afios se han llevado a cabo en el conocimiento del comportamiento del hr rmi-

gon armado.

Fig. 3b.



Pero, antes de exponer el modelo desarrollado, convienen dos comentarios. El primero
se refiere al diagrama (o-¢) a utilizar para el hormigdn bajo cargas de corta duracion. EI Codi-
go Modelo del CEB vy la Instruccion EH-80 recogen un diagrama hiperbodlico, como mds re-
presentativo que el parabolico de la deformacion del hormigon, y recomiendan su empleo a
efectos del calculo de deformaciones. Resulta claro que el diagrama parabola-rectdngulo es
adecuado para representar la respuesta tensional del hormigon en el estado limite ultimo, pe-
ro no tanto para idealizar sus deformaciones en estados de equilibrio intermedios. Utilizar
el diagrama hiperbolico no presenta apenas dificultad numérica. Pero hay que entender que,
cada vez que se alcance un estado de equilibrio en la pila en estudio, hay que comprobar que
ninguna de sus secciones estd agotada y, para ello, hay que determinar el momento ultimo,
respuesta de las mismas, precisamente, con el diagrama (o-€), parabolico-rectangular.

Podemos decir que en esta tesis diversas secciones fueron estudiadas obteniendo sus dia-
gramas M-C con ambos diagramas, encontrandose muy pequeflas diferencias entre uno y otro.
Se procedid también al calculo iterativo de piezas completas utilizando unoy otro diagrama
a efecto de deformaciones, y las diferencias en cuanto a carga critica, por encima unas veces
y por debajo otras, no fueron significativas. Como el empleo de dos diagramas complicaba
més el proceso del ordenador, optamos por no utilizar més que el pardbola-rectangulo.

El segundo comentario previo se refiere a la influencia rigidizadora del hormigon trac-
cionado entre fisuras adyacentes, que en la literatura internacional recibe el nombre de “‘ten-
sion-stiffening”: El hormigdn existente en la zona de traccion entre dos fisuras consecutivas
trabaja a traccion y disminuye la tension de la armadura, con lo que la deformacion media de
ésta, ¢, , resulta inferior ala que experimenta en la seccion fisurada, e . La consecuencia es
un aumento de la rigidez de la pieza (extendida o flectada) respecto a la que se deduce de un
diagrama M-C calculado en seccion fisurada. En el plano practico contar con la rigidizacion
del hormigdn colaborante entre fisuras significa menores corrimientos en la pila, menores
momentos de segundo orden y, por tanto, disefio mas econdmico.

a) Tirante con baja cuantia
" %
7 = "
{ 1l [ I
A

1°Fisura 2°Fisura AizAe(m-1)A

N

AN

b) Tirante con cuantia alta

= -
1 L]

a

Valor medio a,

o iy " o
“‘1 b o

|

Fig. 4.

El parametro fundamental que rige esta colaboracién del hormigdn en el alargamiento
medio a traccion es la cuantia geométrica de armadura. En la figura 4 tomada de (13) puede
verse el distinto desarrollo de fisuras que se produce en un tirante con baja cuantia (grietas
muy separadas)y en otro més armado (fisuras mas proximas). Este ultimo se comportara me-
jor en cuanto a proteccion del acero contra la corrosion (abertura de cada grieta, mas peque-
" fla) pero, en cambio, resultard menos rigido que el poco armado si referimos unay otra elon-
gabilidad a la de sus respectivas secciones desnudas de acero. En el tirante mds armado la me-
nor distancia entre grietas conduce a una menor colaboracion del hormigén y, en suma, a
una deformacion media del acero, e, mas proxima a e que en el otro.
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La figura 5, tomada también de (13) resulta ilustrativa a estos efectos. Alli se represen-
ta la relacion entre rigideces axiles KIZI (hormigon fisurado a traccidn, con colaboracion del
hormigbdn entre grietas) y Kg (acero desnudo) en funcion de la cuantia geométrica p dela
armadura y de la tension o de trabajo del acero (o, = N/A,). Puede verse como para ten -
siones del orden de los 2.400 kp/cm?, habitual en nuestras estructuras en las condiciones de
servicio, el efecto rigidizador supone un 50 por 100 de incremento para cuantia del 1,5 por
100,un 21 por 100 con el 2 por 100, y se hace despreciable con el 5 por 100 de cuantia. Tam-
bién se observa claramente como el efecto rigidizador se desvanece rapidamente cuando la
tension en el acero supera ese valor.
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Fig. 5. Relacion entre la rigidez K'', que incluye el efecto rigidizador del hormigon entre fisuras (“Tension -
Stiffening’’), y la rigidez axil del acero desnudo K:)', para diversas cuantias geométricas p, en funcion de la
tension o en el acero desnudo, con hormigén H-250.

Las secciones de base de las pilas analizadas en este trabajo han dispuesto de secciones
de acero que, en la cara exterior, llegaban en algiin caso a barras ¢ 32 a 9 cms, siendo normal
tener ¢ 32 a 20 cms. Contando con un recubrimiento practico de 5 cms, esto supone un area
cobaricéntrica, por barra, de 180 cm? en el primer caso y 400 cm? en el segundo, y unas
cuantias geométricas respectivas de 4,4 por 100 y 2 por 100. La colaboracion rigidizante del
hormigén entre fisuras debe, asi, ser muy baja. Es cierto que a medida que subimos procede-
mos a cortar barras, de modo que