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Planteamiento directo del método
de los elementos de contorno a partir
del teorema de reciprocidad

Manuel Martinez Lafuente

I. GENERALIDADES
I.1. Objeto del trabajo

El objeto del presente trabajo es la exposicidon de un planteamiento ““directo”, basado
exclusivamente en la aplicacion del teorema de la reciprocidad, para la deduccion de las rela-
ciones fundamentales en que se basa el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO.
Dicho planteamiento, mas simple e intuitivo que los derivados de las técnicas del calculo in -
tegral, ofrece una vision del problema mds asequible para el lector que la que se deriva de los
anteriormente mencionados, por lo que se juzga como muy conveniente para la iniciaciéon de
aquél en el estudio de este nuevo método de anélisis elastico.

Tras obtener las relaciones bésicas en que se apoya el citado método, pasan a analizarse
las “‘soluciones fundamentales” aplicables a los problemas de caracter tridimensional y bidi-
mensional.

Por illtimo, se expone el planteamiento matricial derivado al abordar la resolucién prac-
tica del andlisis mediante las técnicas habituales de aproximacién numeérica.

I.2. Nomenclatura

Sin perjuicio de que se vaya definiendo en el texto el significado de la nomenclatura uti-
lizada, conforme ésta se va introduciendo, recogemos aqui el significado de la terminologia
mis representativa de la exposicién que acompafia:

— b;: Componentes de las fuerzas mésicas.
— e;: Componentes del tensor deformacion.

: Cosenos directores de la normal exterior a una superficie.
— q;: Componentes de'las fuerzas superficiales.

— q1£ : Componentes de las fuerzas superficiales correspondientes a la solucién funda-
mental.



— 1: Radio vector, o componente del sistema de coordenadas cilindricas o polares.

— u;: Componente de los desplazamientos.

- ulf(: Componentes del desplazamiento correspondientes a la solucidén fundamental.
— A: Matriz cuadrada, cuya inversién proporciona las incoégnitas del contorno.

— E: Modulo de elasticidad.

— F: Vector, cuyas componentes son los datos de las variables que definen el problema
elastico en el contorno.

— G: Moédulo de rigidez transversal.

— P: Punto genérico perteneciente al dominio elastico.

— U: Vector formado por las componentes de los desplazamientos en el contorno.
— X: Vector, cuyas componentes son las incognitas del contorno.

— B: Constante, de valor 1 en los puntos interiores al dominio elastico y de valor 1/2 en
los puntos del contorno.

— A: Operador gradiente.

— &;;: Deltas de Kronecker.

— v: Coeficiente de Poisson.

— V: Operador laplaciano.

— I': Contorno del dominio eléstico.

— oy’ Componentes del tensor tensidn.

— £ : Dominio eléstico.

II. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA ELASTICO

II.1. Introduccion

La finalidad del anélisis elastico es la determinacion de los estados de deformacion y de
solicitacién originados en el “medio eldstico”” como consecuencia de las ““acciones’ que so-
bre éste actiian. Dichos estados vienen definidos, respectivamente, por las componentes del
desplazamiento (o sus derivadas primeras) y las componentes de la tensidén, en un punto ge -
nérico del medio eléastico. Denominaremos “medio elastico”, o “sélido elastico’, a aquél que
tiene la propiedad de recuperar su forma primitiva cuando dejan de actuar las acciones que
le solicitan. Definimos como “accién’ a cualquier eventualidad capaz de modificar el estado
de deformacion o de solicitacion del medio eldstico (cargas exteriores, deformaciones térmi-
cas, asientos de apoyos, etc.).

‘ En lo que sigue, admitiremos que el “medio eldstico” es homogéneo e is6tropo y de ti-
po hookiano. Ademas, supondremos que los movimientos son despreciables en comparacion
con las dimensiones reales del sélido elastico. En definitiva, vamos a situarnos siempre dentro
de los 1imites del andlisis lineal.

En estas condiciones, las variables que definen el comportamiento del medio elastico son:
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a) Desplazamientos: Se definen en cada punto por las componentes u; (i = 1, 2, 3) del
vector PP’ (P: punto inicial; P’: punto deformado) con relacion a un sistema general
de referencia Ox, X, X3. Las componentes del desplazamiento se expresan en la forma:

U =u; (Xq, Xp, X3) (I1.1)
"
PI
F 4
P -
y e
//
o) e
X2

Como veremos més adelante, si se determinan explicitamente las funciones u;, el proble -
ma elastico esta totalmente definido.

b) Deformaciones: En un punto cualquiera del sélido elastico, la deformacion viene de-
finida por las seis componentes del tensor simétrico de segundo orden siguiente:
1 ou 0 u;
L+ ) (I1.2)
0 Xy
Estas componentes quedan determinadas univocamente en cada punto del medio elasti-
co a partir de las funciones u;.

c) Tensiones: Se definen en cada punto por las seis componentes del tensor simétrico de
segundo orden 0y y representan las componentes de la tension (fuerza por unidad de
superficie) que actian sobre el plano perpendicular al eje “x;” en direccion paralela al
eje “x;”.

Mis adelante veremos que dichas componentes se obtienen directamente de las compo -
nentes de la deformacion a partir de 1a ley de Hooke generalizada (ecuaciones de Lamé). Por
lo tanto, la determinacion explicita de las funciones u; resuelve completamente el problema
elastico.

I1.2. Condiciones que satisfacen las componentes de la tension

Supongamos que el “medio eldstico” ocupa el dominio 2 limitado por el contorno r.
Admitamos que en los puntos interiores a §2 pueden actuar ‘“‘fuerzas maésicas’’, cuyas compo-
nentes, porunidad de volumen, denominaremos b;, y que sobre los puntos del contorno I" pue-
den actuar “fuerzas superficiales” cuyas componentes, por unidad de superficie, denominare-
mos g;. En estas condiciones, las componentes del tensor tension han de verificar:
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a) Las ecuaciones de equilibrio interno (en los puntos interiores al dominio £2). Son tres
ecuaciones que se expresan en la forma:

0 0y .
—L+b,=0 Gj=1,2,3) (I1.3)
0 Xj

b) Las ecuaciones de equilibrio en el contorno (en los puntos pertenecientes a la super-

ficie I'). Son otras tres ecuaciones, que se expresan en la forma:

o5 .0 =q (,j=1,2,3) (IL4)
donde n; representa el coseno director de la normal exterior a la superficie I' con rela-
cion al eje xj.

c) Las ecuaciones de equilibrio del conjunto. Estas ecuaciones se derivan de las dos ante-
riores y son:

c-1) Tres ecuaciones de equilibrio de fuerzas:

/Qbi.dsz+/F q.dT=0; (i=1,2,3) (IL5)

c-2) Tres ecuaciones de equilibﬁo de, momentos:
Jo ®ix =t x)d Q@+ [ (a.%—g.x)dT =0;

I
I

(IL.6)

Il
I

L,
2,
3

5

2
3
1

i j
i j
i j
d) Las ecuaciones de compatibilidad. Estas ecuaciones son necesarias para garantizar la
existencia univoca de las funciones u; y se formulan directamente en términos de las
componentes del tensor deformacién (ver referencia bibliogrifica n© 1). A partir de
las relaciones tension-deformacién, dichas ecuaciones pueden expresarse en términos
de las componentes del tensor tension. Asi, en el caso de medio elastico homogéneo

e isotropo, las ecuaciones de compatibilidad se expresan en la forma:
1 0% 0 [ 0 b;

0 b;
V2 o; + =— §; A(b) —|—+ — I.6
Ty 3 %; 0 X 1—» Y (8} (axj 8xi) wLe)

donde los diferentes simbolos expresan:
— V: Operador laplaciano.

— A: Operador divergencia.

— &j:Delta de Kronecker.

Como consecuencia, en ausencia de fuerzas masicas, b; = 0 (i = 1, 2, 3), o si éstas son
constantes, las ecuaciones de compatibilidad se reducen a:

292 0
V2o + 1

_— = IL.7
T4 0% 0 x L5

donde 0 es la traccion cubica (0 = 0y = 0y, + 0y, + 033)y v es el coeficiente de Poisson
del material,

Particularizando la expresion (I1.7) para los casos en que i = j, se obtiene:
V20=0 (1I1.8)

lo que indica que el invariante 6 es armonico cuando las fuerzas mésicas son constantes.
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I1.3. Relaciones entre las componentes del tensor tension y las componentes. del tensor
deformacion

En elasticidad lineal las relaciones tensidon-deformacion se expresan mediante las ecuacio-
nes de Lamé (caso de solido eldstico homogéneo e isétropo) que pueden escribirse en forma

compacta como:
oy = A Sij 9+ 2 uej (I1.9)
donde:

— Ay uson las constantes de Lamé, que se definen por:

“Ev
A=
(1+»)( -2V
E (I1.10)
p=G=—
2(1 +v)

siendo E el modulo de Young del material y G el modulo de rigidez transversal.
— @ es la dilatacion clibica = e, =¢€;; + €22 + €33

Las relaciones (I1.9) pueden expresarse también en la forma:

2G 0 ou;  0u
O = by ok G [+~ (IL11)
Vo1 —2v Yax

que utilizaremos en el capitulo III.

Las relaciones inversas (deformacion-tensioén) son inmediatas a partir de las ecuaciones
(I1.9) y se escriben en la forma:

B A

N s e+ .12
S TN R AP TR (L1

A partir de las ecuaciones (IL.9) pueden obtenerse las expresiones de las ecuaciones de
equilibrio interno (I1.3) y de las ecuaciones de equilibrio en el contorno (I1.4) en términos de
las componentes del tensor deformacion. Dichas expresiones, que omitimos aqui por no ser
necesarias para el contexto basico del presente trabajo, constituyen, junto con las ecuaciones
de compatibilidad, que exponemos a continuacion, el sistema general de ecuaciones que han
de satisfacer las componentes del tensor deformacion.

I1.4. Ecuaciones de compatibilidad

El hecho de que, en un punto cualquiera del medio eléstico, las componentes dela defor-
macion vengan definidas a partir de las derivadas de los corrimientos, impone la necesidad de
establecer ciertas relaciones entre aquéllas, denominadas ecuaciones de compatibilidad, para
asegurar la existencia univoca de las funciones u;. Dichas ecuaciones se expresan enla forma:

02 eij 02 ) 02 Cik n 02 eJQ

=0 I1.13
0x 0xg 0X0% 0x0xp 0X;0Xg ¢ )

A partir de las relaciones (II.12) resulta inmediato comprobar que las ecuaciones (I1.13)
equivalen a las (I1.6).

En el sistema anterior es facil ver que sblo hay seis ecuaciones independientes.
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I.S. Estado de tension plana

Un estado de “‘tension plana” contenido en el plano Ox,; X, se caracteriza por verificar:

gg =0 (i=1,2,3) (I1.14)
que, teniendo en cuenta (I1.9), equivale a:
0 uj A ou, +au2) ( i ) (IL 15)
€33 = = — =———(e e .
70 x5 A+2u 0%, X, N+2p T \

Sisustituimos las relaciones anteriores en el sistema (I1.9), obtenemos las relaciones ten -
sion-deformacion correspondientes al estado de tensién plana:

2N U
014 :——7\‘{”2# (611 T e2) +2uey,

2N U
(PP :7\—;2—“' (611 + 622) + 2#622 (1116)
012 =M(e1, T €3q)

Analogamente, sustituyendo en (II.3) obtenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio
interno (b; = 0):

(IL.17)

mientras que las ecuaciones de equilibrio en el contorno, correspondientes al estado de ten -
sion plana, resultan:

01y .0y + 04, .0y =q4 (I1.18)

07 .0y T 03, .My =qp

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en las relaciones (I1.6), obtenemos:

1820, ob,
2 —— — uilint? 2
Viout T ax? I—VA(b) 26x1
. 1 8201 14 ab2
2 =0 _
VientT x> 1—p 802 0X,
. 1 8201_ 14
l+v px?2 I—VA(b)
3
(I1.19)
1 0260, _ db,

l1+v aXZ aX3 - 3X3

1 0260, _  dby
1+v 0x,0x3  0xj

1 320, __(ab1 abz)

1+v 0x,0x, | 0x, = 0x,
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donde 0; =04 + 04,.

Las ecuaciones (II.19) muestran que, en general, 0y, 015 ¥ 0, dependen de X3, por
lo que soblo en el caso en que las fuerzas actuantes satisfagan determinadas condiciones pue-
de asegurarse el estado de tension plana.

En el caso de placas estrechas de espesor constante cuyas bases estén libres de cargas
exteriores puede admitirse, con suficiente aproximacion, que el estado tensional resultante
es el correspondiente al caso de tension plana, si las fuerzas actuantes en las caras laterales
son simétricas con relacion al plano medio de la placa. En este caso se debe verificar:

b,  db, _ 90,

0X3 0X3  0X3

=0 (I1.20)

Sustituyendo en (II.17) se obtienen las relaciones siguientes:

_ abl _ 62011 62012
8)(2 N aXl aX2 axg
(IL21)
_dby _ %0y 92 554
aX1 - aX% axl aX2
que, reemplazadas en la Gltima de las ecuaciones (I1.19), nos conducen a:
d%0 0%0
2___Y : (11.22)

8x§ T 1+ 0%, 0%,

lo que demuestra que, incluso en el.«caso de placas estrechas, la componente 0y, depende
de x5 con lo que no se satisfacen estrictamente las condiciones ideales del estado de tension
plana. No obstante, en estos casos resulta razonable admitir que la variacion tensional a lo
largo del espesor es lo suficientemente pequefia como para despreciarla y suponer que €l es-
tado tensional resultante es el que corresponde al caso de tension plana (ver referencia bi-
bliografica nim. 1 y nim. 2).

En estas condiciones, si en las ecuaciones (II.13) hacemos i=j= 1, k=2=2, obtene-
mos la Unica ecuacion de compatibilidad independiente relativa al estado tensional plano.
Dicha ecuacion se expresa en la forma siguiente:

d%ey; 0%eq ey
— 2 = .
6x§ axi 0X 1 0X, 0 (.23
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A partir de (IL. 16), obtenemos:

1
€11 zf (011 — v 0y3)
1
ezzzf(ozz —V0y) (I1.24)
_ 14w
=7 O

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (I1.23) y derivando las ecuacio-
nes de equilibrio interno (IL.17), obtenemos, finalmente, la ecuacion de compatibilidad co-
rrespondiente al caso de tension plana expresada en términos de las componentes del tensor
tension. Dicha ecuacion es: '

2
[ s +a—2J(011+022):“(1+V)( LA ab’) (11.25)

E)xf 0x; 0X 90X,

Cuando las fuerzas masicas son constantes, la ecuacion (I1.25) se escribe asi:

vi6,=0 (I11.26)

a2 a2
o2 +——ax2 y 0,=0.; +0,.
1 2

siendo: Vf =

IL6. Estado de deformacion plana
Un estado de ““deformacion plana” paralelo al plano 0x, X, se caracteriza por:

U =u(Xyq, X3); (k=1,2)

(I1.27)
uz3=20
que, teniendo en cuenta (I.2), equivale a:
83 =0; (i=1 2 3) (I1.28)

A partir de (I1.9) se obtienen las relaciones tension- deformaciéon correspondientes
al estado de deformacion plana:
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O13=A(ey tep)t+2pey
O3 = )\ (ell + e22) +2 M€y (1129)

033=v (041 + 0y2)

O =1 (€12 T €21)

en el que las componentes 03 y 0,3 son nulas.

Sustituyendo en el sistema (I1.3) obtenemos las ecuaciones de equilibrio interno:

6011 8012 _

aXl + aX2 + bl - 0

00y 00, B

T + 3%y +b,=0 (11.30)
0033 _

aX + b3 - 0

Al ser 033 independiente de x3, la componente by de las fuerzas masicas debe ser
nula, con lo que las ecuaciones (I11.30) coinciden con las (I1.17).

Las ecuaciones de equilibrio en el contorno correspondientes al estado de deformacion
plana son:

—

0y Ny + 045 N, =qy

01 Ny + 0y Ny =Qy (I1.31)

033 N3 =dqs J

que, exceptuando la Ultima, coinciden con las ecuaciones (IL. 18) relativas al estado de ten-
sion plana.

La Gnica ecuacion de compatibilidad independiente resultante del sistema (IL.6) es:

02 02 _ 1 db; | 0db,
[axf + ox2 } (013 +035)= 1= (6x1 + 3%, (IL.32)

que, en el caso particular en que las fuerzas masicas sean constantes, coincide con la
ecuacion (11.26).
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I.7. Relacion entre los estados de tension plana y de deformacion plana

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas en.los dos apartados anteriores, resulta
inmediato obtener una relaciéon entre las soluciones correspondientes a los estados de tension
plana y de deformacion plana. Asi, si conocemos la solucion correspondiente al estado ten-
sional plano actuante sobre un dominio £2, limitado por el contorno I' y solicitado por las
fuerzas maésicas b; y por las fuerzas superficiales ¢;, podemos obtener directamente la
solucion correspondiente al estado de deformacion plana, relativa al mismo dominio soli-
citado por las mismas fuerzas que en el caso anterior, tomando unas constantes elasticas
“ficticias™:

(I1.33)

y adoptando la solucion correspondiente al estado de tension plana, salvo en lo concernien-
te a la componente tensional 033, que, para el caso de deformacion plana, se obtendra de la
tercera ecuacion (I1.29).

En el caso en que sean constantes las fuerzas masicas actuantes, la solucion tensional,
exceptuando la componente 033, coincide en ambos estados.

Es facil ver, a partir de las relaciones (IL33) que G=G’.

I1.8. Solucion general del problema elastico

En general, los métodos habituales de andlisis elastico pueden clasificarse en dos
grandes grupos:

a) los métodos “integrales”, llamados asi porque contemplan de forma global el com-
portamiento del dominio eldstico, estableciendo las ecuaciones diferenciales que ri-
gen el fenomeno e introduciendo las condiciones de contorno apropiadas al caso.
Entre éstos tenemos:

a-1) INTEGRACION DIRECTA de*la ecuaciéon diferencial. Método puramente
matematico, pero de escasa aplicacion, pues no es frecuente que el sistema de
ecuaciones admita solucion directa en forma explicita.

a-2) INTEGRACION MEDIANTE DESARROLLOS EN SERIE. Tal es el caso en el
que la solucion se obtiene en forma de desarrollos en series de Fourier. Este
método ha tenido gran utilizacion en el analisis de placas rectangulares cargadas
en su contorno.

a-3) INTEGRACION NUMERICA. Como es el caso en que la integracion de la ecua-
cién diferencial se obtiene utilizando ‘“‘esquemas numéricos’’, como, por ejem-
plo, el método de las diferencias finitas.

a-4) APROXIMACION MEDIANTE PONDERACION. Son métodos en los que se

18



obtiene una solucion aproximada minimizando, segin diferentes criterios (ver
referencia bibliografica nam. 3), el error ponderado global de la solucion.
Estos métodos son muy eficaces para obtener resultados particulares (no glo-
bales), como, por ejemplo, cargas de pandeo.

b)los métodos de “discretizacion”, llamados asi porque se divide el dominio en un
conjunto de subdominios (elementos) interconectados entre si (nodos y aristas). En
este caso, tras admitir determinadas leyes de comportamiento en cada subdominio,
se establecen las ecuaciones de compatibilidad y de equilibrio en los elementos de
conexion entre subdominios. Asimismo, se establecen las condiciones globales de
equilibrio del conjunto y se garantizan las compatibilidades de movimientos en los
enlaces exteriores del dominio eldstico (apoyos). De esta forma se llega a un sistema
de ecuaciones lineales completo, cuya solucion se aborda facilmente utilizando
las técnicas habituales de calculo matricial. En la actualidad, gracias a la incorpora-
cion delos ordenadores electronicos, puede afirmarse que estos métodos han despla-
zado totalmente a los anteriores. Entre éstos, establecemos la clasificacion siguiente:

b-1) METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. En este caso, los elementos
cubren todo el dominio elastico (interior y contorno) y se caracterizan porque,
en general, las leyes de comportamiento admitidas dentro de cada uno de ellos
satisfacen las ecuaciones de compatibilidad, pero no verifican las ecuaciones
de equilibrio interno. Fueron desarrollados fundamentalmente durante la déca-
da de los afios sesenta (ver referencia bibliografica nim. 4) y vienen utilizan-
dose habitualmente desde entonces.

b-2) METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO. En este caso, los elemen -
tos solo cubren el contorno (o contornos) del dominio elastico, y se caracteri-
zan porque, en éstos, las leyes de comportamiento admitidas verifican las ecua-
ciones de equilibrio intermno. Estos métodos se han desarrollado recientemente
(ver referencias bibliograficas nim. 3 y nim. 5)y puede afirmarse que todavia
nos encontramos en una fase de adaptacion en la que, progresivamente, éstos
desplacen o complementen a los anteriores en la practica habitual concernien-
te a la problematica general del analisis elastico.

IIIl. DEDUCCION DIRECTA DEL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO A
PARTIR DEL TEOREMA DE RECIPROCIDAD

II.1. Introduccion

Consideremos un solido elastico sometido, alternativamente, a dos sistemas de fuerzas
masicas y superficiales (by, q) vy (b;(, qL) bajo cuyo efecto se producen en el mismo,
respectivamente, los desplazamientos u, y uj. En estas condiciones, siempre que se satisfa-
gan las condiciones correspondientes al estado elastico lineal (validez del principio de super-
posicion) el teorema de Betti (ver referencia bibliografica nim. 1) se expresa en la forma:

~

/ bku](dQ+[qku;<dF=/ by Uy dSZ+} qy Uy dI (IIL.1)
Ja Jr Ja Jr :
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donde se utiliza 1a nomenclatura siguiente:

— by (by): componentes de las fuerzas masicas actuantes en el interior del solido
elastico (dominio £2).

— q,(qgy): componentes de las fuerzas superficiales actuantes en el contomo del solido
elastico (superficie I').

— uy (uy): componentes del desplazamiento en el solido elastico bajo la actuacion
de los sistemas (b, q; ) 6 (by, qi)-

Supongamos que el solido elastico estd realmente solicitado por el sistema (by, qy),
y que conocemos la solucion, que denominaremos “fundamental” en la que los desplaza-
mlentos en un punto cualquiera del sol1do vienen definidos por uk, las fuerzas masicas por
bk, y las fuerzas superficiales por qk. En estas condiciones, sustituyendo en el sistema
(ITII.1), obtenemos:

I b, up dﬂ+/ Qe Up dF=[ bE uy dQ+/q1f(uk dr (I11.2)
Ja Jr JQ Jr

que podemos escribir también en la forma:

f bi uy dQ=j (q, uk — qf up) dr+/ b, up dQ (I11.3)
JQ JT

J Q2

Imaginemos que adoptamos como “solucion fundamental’” aquélla en la que en un
punto cualquiera, P, del solido eléstico actiia una fuerza unitaria en la direccion ““‘s”, siendo
ésta la Unica accion interna que solicita al medio elastico. En este caso, la ley de fuerzas
actuantes puede expresarse en la forma:

bi =8 enel puntoP
bf =0 en el resto de & (11L.4)

Q£= qf( (P,’s) en el contorno

siendo q{((P, s) las fuerzas superficiales introducidas en el contorno por la actuacion de una

[Pl

fuerza unitaria de direccion “‘s” en el punto P.

Sustituyendo (II1.4) en (IIL 3), obtenemos:

uS(P)=f (qy ul (P, ) — qi (P, ) uy) dT" +j' b, uj (P, s) dQ (I1L5)
r Q

siendo:

(X3 ,9

— u,(P): desplazamiento del punto P en la direccion

— uk (P, s): desplazamientos del medio elastico debidos a la actuacion en P de una car-
ga unitaria de direccioén ““s” (solucion fundamental propiamente dicha).
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La expresion (IIL5), evidentemente, solo es aplicable a los puntos “interiores’ al
dominio £2.

En general, la “solucion fundamental” correspondiente a un determinado problema
depende, entre otros factores, de las condiciones de contorno del mismo (geometria y dis-
posicion de enlaces en I'), aunque, bajo un punto de vista matematico, es suficiente con
que dicha solucion satisfaga las ecuaciones de equilibrio interno, las ecuaciones de compa-
tibilidad y las ecuaciones de equilibrio en el contomo. Por esto, y tratando de evitar una ex-
cesiva multiplicidad de soluciones, podemos adoptar en todos los casos la misma “solucion
fundamental”, que es la que se obtiene al considerar el solido elastico como indefinido y
solicitado por una fuerza puntual en un punto interior, P, y por fuerzas superficiales iguales
a las que se producen a lo largo del contorno I' en el solido eldstico indefinido. Esta solu-
cion, obviamente, cumple todos los requisitos anteriormente mencionados para poder ser
considerada como ‘‘solucion fundamental”.

IL2. Extension del método alos puntos del contorno

Cuando el punto P pertenece al contorno del solido (I'), la ecuacion (II1.3) sigue siendo
aplicable, aunque su integracion no es tan inmediata como en los casos en que dicho punto
sea interior a aquél. Para obviar este inconveniente, admitiendo como “solucion fundamen-
tal” la misma que en el caso anterior, reemplazamos la carga superficial unitaria actuante
en P por una distribucion uniforme de fuerzas masicas sobre un elemento infinitesimal de
volumen centrado con P, de forma que la resultante de ambos sistemas de cargas sea coinci-
dente (de hecho, bajo un punto de vista fisico, las cargas puntuales solo se conciben como
situaciones limite de cargas masicas actuantes sobre elementos de volumen infinitesimales).
Si 2 es el elemento de volumen sobre el que actian dichas fuerzas, la ley de cargas actuante
en el medio se puede definir en la forma:

: 7
bl = o S en@

blf( =0 en el resto de £2

(I11.6)
qlf( = qlf( (P, s) en la parte de I" exterior a 2’
qlf( = pi (P, s) en la parte de I' interior a £’
Descomponiendo la integral del primer miembro en (IIL.3) en la forma siguiente:
/ bﬁ.uk.dsz:/ ”blf(-uk-dﬂ+/”b£~uk-dﬂ (I1L7)
Q Ja- Ja
donde £ es el volumen comun a £ y £, obtenemos:
b _ f _Q _
k- Uk - d2= by - ug - d2="=u; P)=a- us (P) (I11.8)
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siendo « funcién de la geometria del contorno. Si éste es “‘suficientemente liso”, es decir,
si el plano tangente a I' en P es Ginico, se verifica:

a= -1 (1IL.9)

Analogamente, descomponiendo el segundo término de la primera integral del segundo
miembro de (II1.3), obtenemos:

/ ak - uy - dI‘=/ al (P, s)-uk-dI‘+[ pl (P, s)- uy - dT’ (I11.10)
J T Jr-r JI

Es facil ver que, en los casos en que el contorno es “‘suficientemente liso”, 1a segunda
integral del segundo miembro de (IIL10) es nula. Asi, en dichos casos, puede identificarse,
en la practica, I” con su proyeccion sobre el plano tangente a I en P, y, al resultar la distri-
bucion tensional pf (P, s) antimétrica con relacion a dicho plano tangente, la integracion
extendida a lo largo del mismo (parte comn con §2’) debe ser nula (*).

En la expresion (IIL.10) I'” designa la parte de contorno (I') interior al elemento
infinitesimal de volumen £’

Por consiguiente, en los casos en que el contorno del solido elastico sea ‘‘suficiente-
mente liso”, la particularizacion de las expresiones (II1.3) a los puntos de I puede escribir-
se en la forma:

%-uS(P)=/ (pk-uf((P,s)_qﬂ(P,s)-uk)-dr+/ be - ul (P,s)-dQ2  (IIL.11)
s I JQ

donde las funciones ui(P, S)y qﬂ (P, s) tienen el mismo significado que en el caso anterior.

Si el contorno del solido no es “‘suficientemente liso”’, la ecuacion (III.11) no es valida,
aunque, como veremos en el capitulo VI, en los casos habituales puede obviarse este incon-
veniente mediante la introduccion de condiciones suplementarias de compatibilidad.

IIL 3. Solucion general del problema elastico a partir de la solucion de contomo

Teniendo en cuenta las relaciones (III.5) y (IIL11) podemos formular los desplaza-
mientos, correspondientes al dominio elastico £ limitado por el contorno I', mediante la
expresion:

B us(P)=fr (qk - uf @, 8) —ak (P, 5)- ug)- dl”rﬁ2 by - ul (P, s)- dQ (I1L.12)

siendo:

— B: constante, que vale 1 para los puntos interiores al dominio £ y 1/2 para los
puntos situados en el contorno I.

— ug(P): componente del desplazamiento del punto P en la direccion “s”.

— qgk: componentes de las fuerzas superficiales actuantes en I

(*) La antimetria se entiende referida a las condiciones de integracion.
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— bx: componentes de las fuerzas masicas actuantes en 2

— ug: componentes de los desplazamientos del sblido elastico bajo la actuacion del par
de fuerzas de componentes qx y byg.

— u]i (P, s): componentes del desplazamiento en un punto cualquiera del solido elastico
motivadas por la actuacion de una carga unitaria de direccion “‘s” en el punto P (“‘solucion
fundamental’).

— gL (P, s): componentes de las fuerzas superficiales actuantes en I' cuando una carga
unitaria de direccion “s” act@a en el punto P.

Como consecuencia, llegamos a la conclusion de que los desplazamientos del solido
elastico quedan determinados si se conoce, ademas de una solucion fundamental, la solucion
correspondiente al contorno.

Para que tenga validez la ecuacion (IIL12) es necesario que la solucion fundamental
corresponda a un dominio elastico §£2° cuyo contorno I'” sea exterior a §2. Como vimos en
1.1, en lo sucesivo, denominaremos “solucion fundamental” a la que corresponde al medio
elastico indefinido solicitado por una carga unitaria interior. Obviamente, esta solucion es
valida en la practica para el analisis genérico del problema elistico en el medio homogéneo
e isotropo tridimensional.

Conocidos los desplazamientos del medio elastico, las componentes del tensor tension
quedan determinadas de la forma siguiente:

— en el contorno del solido, a partir de las componentes qi, mediante las ecuaciones
de equilibrio en el contorno (IL4).

— en los puntos interiores al dominio £ mediante las ecuaciones de Lamé, particula-
rizadas en las expresiones (IL11).

Asi, si derivamos las ecuaciones (IIL12) con respecto a las variables independientes
obtenemos, en los puntos interiores, la siguiente relacion:
. f f
ouy 0 uy 0 uy

d qj i
= (Qk'———uk'—-(—li)-dI‘+/ by - —— d2 (IIL.13)
r 0 Xm 0Xm Ja 0 Xm

0Xm

donde uy = u1f< P, )y g = qﬂ @, n).
Sustituyendo (II1.13) en (IL.11), obtenemos:

f f f
" [2Gy o D du; auj)) r_
Gijzjr(l—zVaij axrJrc;(axj+axi a d

£ £ £
_{ (2G” 5. aqk+G(——aql +——a(“))uk dr +
r

1 =29 1 ox; 0X; 0x;
£ £ £
" [ 2Gv duy duj  Ouj ) )
3 + b, d2 (II1.14)
+j (1_2V61] 0%, +G( 0X; 0X{ k )
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Introduciendo la notacion:

f f f

_ 2Gv duy ou;  duj
¢ ¢ p (IT1.15)

_ 2Gv aqk aql aqj

Skij =T =25 Jii 3x, +G( ox; o

la expresion (II1.14) puede escribirse en la forma:
0ij =/ Dyij g dT° —/ Skij Uk dI' +f Dyi; by d2 (I11.16)
J T o T Ja

cuya aplicacion solo se extiende a los puntos interiores al dominio £2.

Hemos obtenido, pues, las dos relaciones fundamentales, (II1.12) y (III.16), en las
que se apoya el “método de los elementos de contorno” partiendo exclusivamente de los
teoremas basicos del analisis elastico lineal: principio de superposicion y teorema de reci-
procidad. Dichas expresiones son coincidentes con las que resultan de aplicar el “método
directo’ convencional, basado en la integracion de las ecuaciones de equilibrio interno me-
diante la formula de Green (ver referencias bibliograficas nim. 3 y nim. 5).

En los capitulos IV y V se exponen, respectivamente, las soluciones fundamentales
correspondientes a los problemas elasticos tridimensionales y bidimensionales y se obtienen
las expresiones explicitas de las funciones caracteristicas introducidas en el presente ca-
pitulo.

Las relaciones anteriormente obtenidas muestran que, al menos bajo un aspecto pura-
mente tedrico, la problematica habitual del analisis elastico lineal queda totalmente resuelta
en cuanto se conozcan las soluciones correspondientes al contorno, lo que, por otra parte,
resulta a todas luces evidente considerando el problema como un caso particular de sistema
de ecuaciones diferenciales lineales (ver referencia bibliografica nim. 6). Como consecuen-
cia, el problema elastico queda reducido, una vez determinada la “solucion fundamental”, a
la determinacion de la solucion particular de contorno de cada problema concreto. Para
abordar este Gltimo problema puede procederse de dos formas distintas:

a) por el “método directo”, consistente en particularizar para el contorno las relacio-
nes (IIL 12) y resolver el sistema de ecuaciones integrales resultantes por alguna de las
técnicas habituales de integracion. Este procedimiento, exceptuando contadas apli-
caciones cuya simplicidad permita abordar el problema sin excesivas complicaciones
matematicas, resulta en la practica desechable por su complejidad.

b) por “métodos indirectos”’, entre los que se encuentran, por ejemplo, los “métodos
de discretizacion”. En estos ultimos se discretiza el contorno del dominio eldstico
en un numero finito de elementos, denominados ‘‘elementos de contorno’, en los
que se admiten determinadas leyes de variacidn, normalmente polinomicas, para
los desplazamientos y fuerzas superficiales, de manera que en cada elemento
dichas distribuciones queden definidas a partir de un niimero reducido de incognitas.
Si se particularizan las expresiones (IIL.12) para determinados puntos del contorno
(“nodos™) se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de fcil solucidon con las
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técnicas convencionales de andlisis matricial. En el capitulo VI exponemos el plan-
teamiento matricial del método, denominado METODO DE LOS ELEMENTOS

DE CONTORNO.

1. 4. Extension del método a los problemas de caracter no lineal

Pese a que el fundamento del método de los elementos de contomo estd basado en
las propiedades caracteristicas del analisis lineal, puede éste extenderse, utilizando el recur-
so de considerar como fuerzas exteriores a los términos no lineales del problema, a los pro-
blemas de caracter no lineal (ver referencias bibliograficas nim. 3 y nim. 5). No entraremos
aqui en mas detalles sobre el particular, por considerar que su exposicion rebasa ampliamen-
te los limites del planteamiento del presente trabajo.

IV. ESTUDIO DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL MEDIO ELASTICO
TRIDIMENSIONAL

IV.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo III, la “‘solucion fundamental” esla correspondiente al me-
dio elastico indefinido solicitado por una carga puntual unitaria en un punto interior al mis-
mo. Este problema fue resuelto por Lord Kelvin (1848), quien obtuvo la solucion que pa-
samos a exponer a continuacion (ver referencia bibliografica nim. 7).

IV.2. Estado tensional del solido elastico indefinido solicitado por una carga unitaria
actuante en su interior

Comenzaremos por considerar el caso en que la fuerza unitaria es paralela al eje Ox;.
El estado tensional correspondiente, referido a un sistema de coordenadas cilindricas con
origen en el punto de aplicacion de la fuerza, viene expresado mediante las relaciones:

- 1 z [ 3z? '
xzz‘ _ % SWU—V)R3(R2+1_24
="
r~ R I — 1 z [ 3712
P : B r 87T(1—V) R3 R2_1+2V
el (Iv.1)
///// \: o :__—1_21) _Z.
0 - 6" 8x(l—») R®
TFﬂ
- 1 T 3722
"= 8m(l—v) Ra(R2+1_2V) ]
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Es facil comprobar que la solucion anterior satisface las siguientes condiciones:

a) Ecuaciones de equilibrio interno:

90, 07Ty,  Op— Op

or + 0z r 0
00, 0Tz Trgz _
% e Txr U

dondes=0; + 0, + 0y

¢) Las condiciones de contorno:

m
f (0, sen? w + 7, senw cos w) dw =0
J 0

™
/ (7., sen? w + 0, sen w cos w) dw ="7R
<0

donde: r=Rsenyp y z=Rcosyp

lim o, =1im 0, = 1lim 0, =lim 7,, =0

I I+ I I

lim o, =1im 0, =lim 0, = lim 7,, =0
Z »oo Z 5 Z 00 Z >

av.2)

(Iv.3)

Iv.4)

(IvV.5)

Pasando a un sistema cartesiano de referencia, 0x; X, X3, la solucion tensional anterior

se transforma mediante las relaciones siguientes:
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X] F=1

x
N

033 =0,
— 1 2
012=
2
_ X1
013 r Ttz

que, sustituidas en (IV.1) dan:

011 =

O =~

033 =~

O12=—

013=~

O3 =~

MO W <N PSP
87(l—v) R?\° R? v
2
_ _1___( Xz _
TPt 3R2 1+2v)
2
_ 1 Xa [ %3
§7 (1) R3(3 Ret - 2)
_ 3 X1X2X3
8n(l—») R
1 X x2
_ X1 [, X5
1 ( X3
I R BRI 2)

(IV.6)

av.m

Si hubiésemos tomado la direccion del eje 0x; coincidente con la de la carga actuante,
la solucion tensional resultante se obtendria directamente de (IV.7) dando una rotacion de
noventa grados al triedro elemental alrededor el eje 0x, en el sentido de las agujas del reloj.
En este caso, la distribucion tensional seria:
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B 1
N N P )
Ohy = 1
278 (1~ )
_ 1
033 S (l—v»)
I S
12 87 (l—)
N S
Y3778 (1)
3

X2

923778 (1 =)

X
T{? 3¥+l—2v
X X2
3 1
—F(:;F-I_l 2v
X1X2X3
RS

(IV.8)

Por altimo, si la direccion de la fuerza coincide con el eje 0x,, la solucion tensional
resultante se obtiene de (IV.8) intercambiando los subindices 1 y 2 en todas las expresiones.

IV.3. Desplazamientos del solido elastico indefinido solicitado por una carga unitaria

actuante en su interior

Introduciendo de nuevo el sistema de coordenadas cilindricas utilizado en el apartado
anterior, las deformaciones en un punto cualquiera del medio elastico pueden expresarse
en la forma (ver referencia bibliografica nim. 8):

1
€= [0y — v (0, + 0,)]
{
ez:f [oz - V(0r+00)]
_ 2(1+v)
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Sustituyendo las expresiones (IV.1) en (IV.9), obtenemos:

vz 3 2
& = STE(_») R {Rz(r —Vz )—1+2v}

e

%= ZaEQ-»n R UV
(IV.10)
_ 1 zZ 3 .5 2 5
=" gaBE(_» R |RE & V)T 1-4v
1+ r [ 3z
7rz:_41rE(1—V)E?( R? H_z")

Si denominamos u al corrimiento radial y w al corrimiento vertical (segin el eje 0z),
se verifican las relaciones siguientes:

_ 0u
€ T Tor
_u
€0 =1
(Iv.11)
_ 0w
€2 0z
_0u  ow
Ry or
De las segundas ecuaciones (IV.10) y (IV.11) se deduce:
u oakl -z (IV.12)

“87E(—») R®

ecuacion que, logicamente, satisface las primeras ecuaciones (IV.10) y (IV.11). Si la deriva-
mos con relacion a z, obtenemos:

LI 1+v L (r2 2
3z 8mE(l—») RS (R* —312%) (IV.13)
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Sustituyendo la tercera de las ecuaciones (IV.9) en la tercera de las ecuaciones (IV.10)
e integrando, resulta:

- 1+v 2
Y grERaA_p U T gl F IO (IV.14)

donde f (r) es una funcion arbitraria de “‘r”’.

Derivando (IV.14) respecto de r y sustituyendo (IV.13) en la cuarta de las ecuaciones
(IV.11), llegamos a: '

2 2 3 2
5-4v-31 1;22 _811-(15-5-111;:) R F(r)=6R—ZZ+2—4v (IV.15)

que equivale a:
f ()=0 (Iv.16)

Sustituyendo (IV.16) en las expresiones (IV.13) y (IV.14) obtenemos, finalmente:

_ 1+v rz
u——___ e
87E(1—-») R3
(v.17)
2
w=— ¥ 3 _4p+Z yta
8 mER (1— ») R |

donde A es una constante, que representa un movimiento rigido del conjunto del sélido
paralelamente al eje Oz, es decir, en la direccion de la carga interior.

Las ecuaciones (IV.17) proporcionan, en coordenadas cilindricas, la soluciéon en
desplazamientos correspondiente al solido elastico indefinido solicitado internamente por
una carga unitaria de direccion coincidente con la del eje 0z. Puede comprobarse facilmente
que dichas ecuaciones satisfacen las condiciones generales de equilibrio y de compatibilidad
expuestas en el capitulo II (condiciones generales que satisfacen las componentes del tensor
deformacion).

Pasando a un sistema cartesiano de referencia 0x, X, X3, la solucién anterior se trans-
forma mediante las relaciones siguientes:

Xs“
N
N u; =u-senb
\\
N u, =u- cosf
|
R ! Uz = w
[
O i // —
| 4 Xz
e: Py
/
(IV.18)
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que, sustituidas en (IV.17) dan:

_ 1+ X1X3
u; =
87E(l—-») R3
Xq X
u, = 1+v 2X3 (IV.19)

" 87E( —») R3

1+v X%
=_ 1%V 3 4,44
BT ETERI A tR) A )

Si hubiésemos tomado la direccion del eje 0x; coincidente con la de la carga, la solu-
cion en desplazamientos resultante se obtendria andlogamente (basta con dar una rotacion
al triedro de referencia de noventa grados, en sentido horario, alrededor del eje 0x, ), expre-
sandose en la forma:

2
u=—1t¥ 3 _ap+liyin
8 TER (1 —») RZ
1+ X1Xg
= V.20
RS TEl—») R° (IV.20)
_ 1+v X1X3
U3_
87E(_») R
N

donde A’ es una constante arbitraria, que representa un movimiento rigido del conjunto
paralelamente al eje 0x;.

Por Gltimo, si la direccion de la carga coincidiese con la del eje 0x,, la solucion en
desplazamientos se obtendria directamente de (IV.20) intercambiando los subindices 1 y 2.

IV.4. Solucion fundamental en elasticidad tridimensional

A partir de las ecuaciones (IV.19) y (IV.20) resulta inmediato obtener la solucion en
desplazamientos correspondiente al medio elastico indefinido solicitado internamente por
una carga unitaria, actuante en un punto P en la direccion “‘s” (solucion fundamental).
Dicha solucion puede escribirse en la forma:

1+v

f P —
Uk B )= e ER (1= )

X< X
[(3—4v)ask+;_2k}

Iv.21)
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x31l
//?\\ .
s 43 N
Ve N
4\\ f f \\
~ q2 )
\\q\‘I //
R N7
P —
X2

A partir de las condiciones de equilibrio en el contorno (IL4)y de las ecuaciones (IV.7)
y (IV.8) se deduce la siguiente “solucion fundamental” tensional en elasticidad tridimen-
sional:

1

f — oR B g Xy |
qi (P, s) ST |30 [(1 208y + 3 ¥ }
(1—2p) |25, g, _ 2k, ]f 1V.22)
BEACHE SR S -

En las expresiones (IV.21) y (IV.22) se ha introducido la siguiente nomenclatura:
— R: distancia del punto P al punto considerado.

— 8y deltas de Kronecker.
— Xj: proyeccion sobre el eje Ox; del radio vector (cuyo modulo es R) que une el pun-

to P con el punto considerado.

— n: normal exterior a la superficie sobre la que se evalGian las tensiones y despla-
zamientos.

— n;: cosenos directores de dicha normal.

_3R . proyeccion unitaria del radio vector sobre la normal exterior a la superficie
n
Xpny
==
Particularizando las expresiones (III.15) para las funciones definidas anteriormente,

obtenemos:
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3 1 XiXiXg |

- G 30R
Skij_—Wg_ H{(1__211)811--xk+v(81k'x1'+'tijk-Xi)—
5 3
e xi-xj-ka +———12) (nj- xj- Xg +nj-Xi-xg)+

1-2v

—F—— [(3 s Nk v X X + (61k - 1 + 6jk . ni) R2]~ (1-4v) 6ij * Nk (IV24)

Hemos, pues, obtenido las expresiones caracteristicas del analisis elastico tridimensio-
nal referidas a la “solucion fundamental”, aplicable en el METODO DE LOS ELEMENTOS

DE CONTORNO.

En las expresiones (IV.21) no se incluyen los términos procedentes de movimientos
rigidos del conjunto, puesto que éstos no modifican el estado tensional del medio elastico.

V. ESTUDIO DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL MEDIO ELASTICO
BIDIMENSIONAL

V.1. Introduccion

Cuando nos encontramos con problemas elasticos bidimensionales (estados de “‘ten-
sion plana” o de “deformacidn plana’) la “soluciéon fundamental” se obtiene resolviendo el
estado consistente en considerar el medio como indefinido y solicitado internamente por
una carga puntual unitaria. Dicha solucion fundamental difiere segiin se trate de un estado
de ““tension plana” o de ‘‘deformacidon plana”, pero, tal como vimos en el capitulo II,
basta con conocer la solucion correspondiente a uno de estos estados para poder obtener
la correspondiente al otro. Por este motivo, sblo vamos a estudiar aqui la solucién funda-
mental del estado de tension plana, dejando para el final la formulacién de la solucién apli-
cable al estudio de los problemas de deformacion plana.

En el estado de tension plana, la soluciéon fundamental es la que corresponde al caso
de una “laja” indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en su interior. Dicha
solucion, que pasamos a exponer a continuacion viene recogida en la mayoria de los trata-
dos de Elasticidad (ver referencias bibliograficas n® 1, n° 2y n° 8) y puede obtenerse direc-
tamente por integracion de la solucién tridimensional expuesta en el capitulo anterior (para
el caso de deformacion plana).

V.2. Estado tensional de la laja indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en un
punto interior

Comencemos por considerar el caso en ue la fuerza es paralela al eje Ox,. El estado

tensional resultante, referido a un sistema de coordenadas polares con origen en el punto de
aplicacion de la carga, viene expresado mediante las relaciones:
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__ 34w cosb
o= 47 r
_1—v cos0
%~ "4y T
_ 1 —v senf
o~ "4g
—

(V.1)

Puede comprobarse ficilmente que lds expresiones anteriores verifican las condiciones

siguientes:

a) Ecuaciones de equilibrio interno:

00,
or

0T Oy — 09

30 T -0

1
T

1_809 0Tro 279
t o0 L ar T ¢ 0

b) Ecuaciones de compatibilidad:

or? 2 00?

¢) Las condiciones de contorno:
ir2m
f (0,cos 0 —T1psenf)rdd=—1
Jo
2w
f (0,sen 6 + 7,9 cosf) rdd =0
R ,

lim o, =1lim 04 = lim 7,, =0

I I oo oo

34

02 1 0 1 02
{ +T'gr—+—2—:| (0;+0,)=0

_

V.2)

(V.3)

vVa4)

(V.5)



Pasando a un sistema cartesiano de referencia 0x, x,, la solucion tensional anterior se
transforma mediante las relaciones siguientes:

0y =0, cos*0 + 0, sen?0 — 27,, senf cos 0
0y =0, sen*0 + 0, cos?0 + 2 7,, send cos (V.6)

012 =(0, — 04)sen 0 cos O + 7,,(cos?0 — sen?0)

_
Sustituyendo (V.5) en (V.6), obtenemos:
_ cosf 2 3
o T T [B+v)cos?0 + (1 — v)sen?f]
Ogp =— Z";f [(1+3v)sen?0 — (1 — ») cos?6] (V.7)
_ send0 2 g
T =g [(3+v)cos?6 + (1 —v)sen?0]

Si hubiésemos tomado la direccion del eje 0x, coincidente con la de la carga, la solu-
cion tensional resultante se obtendria directamente de (V.7) dando un giro de noventa
grados alrededor del eje perpendicular al plano (0Ox3). Dicha solucion se expresa en la
forma:

011 = Ze;lf [(1 —»)sen®6 — (1 + 3 ») cos®0]
022 =~ j,e:rlf [(3 + ») sen? + (1 — v) cos?0] (V.8)
01y =~ Zo:ri [(3 + v)sen?0 + (1 — v) cos?0]

V.3. Desplazamientos de la laja indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en un
punto interior

Introduciendo de nuevo el sistema de coordenadas polares utilizado en el apartado an-
terior, las deformaciones en un punto cualquiera de la laja vienen definidas por las ex-
presiones:
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34+2v—v? cosé

er=f(or—vao)=—- 27 E r
1 (1 +»)? cosb
eozf(oo - Vor)= 41TE) T (V.9)

_To _ 1—v? send
Nhe =G 27E r J

Si denominamos u al corrimiento radial y v al corrimiento tangencial (perpendicular
al radio), las componentes del tensor deformacion se derivan de éstos mediante las rela-
ciones:

_du
€= Br
u ov
& =5+ Y, (V.10)
oV ou v
Mo = 3r T a6 T

Sustituyendo (V.9) en (V.10) e integrando la primera ecuacion resultante, obtenemos:

34+2p—?
u=—W—cos010ger+ £(6) V.11)

donde f(0) es una funcion arbitraria de 6.

Sustituyendo (V.11) en la segunda ecuacion (V.10) e igualando a la segunda ecuacién
(V.9), deducimos:

+ v)? +2p—p2?
g; = (411 - g) cos g + Sice & 427rVE Y cos 0 log, r— £(6) (V.12)

Integrando la ecuacion anterior, obtenemos:

+ )2 + _ p2
v=———(i7TE”) sen i+ L TERF 421r"E z sen@loger—[f(O)d0+g(r) (V.13)

donde g(r) es una funcion arbitraria de r.



Sustituyendo (V.11) y (V.13) en la tercera de las ecuaciones (V.10) e igualando a la
tercera de las ecuaciones (V.9), deducimos:

ou_ 3+2v—p?
00 47 E

sen@loger—ff(e) do + g(x) —rg'(r) (V.14)
Si derivamos (V.11) respecto de 0 e igualamos a (V.14), se obtiene:
/f(@)d@ +£°@)=g(r)—rg()=0 (V.15)

La integracion de las ecuaciones (V.15) conduce a:

gr)=Ar
(V.16)
f(0) =Bsen 6 + C cos 0

donde A, B y C son tres constantes arbitran'as, que representan un movimiento rigido del
conjunto.

Sustituyendo (V.16) en (V.11) y (V.13) obtenemos la solucion en desplazamientos
buscada:

+ _ p2
u=—342#cosﬁloger+Bsen0+Ccos9
V.17
__sen0 5 "
VE2.F [(1+»)*+@+2v—-v?)log,r]+Bcosf —Csenf + Ar
J

donde log, designa a la funcion “logaritmo neperiano”.

Pasando al sistema de referencia cartesiano 0x;X,, los desplazamientos se transforman
mediante las relaciones: '

u;=ucosf —vsen6

(V.18)
u, =usenf +vcos0
Si sustituimos las expresiones (V.17) en las ecuaciones (V.18), se obtiene:
~
! 2 ) X3 |
=TI B+2v—r*)log r+ (1 +v) =y +C—-Ax,
(V.18)
+ 2
iy = (}m]’g) X‘ri‘z +B+Ax
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Si hubiésemos tomado la direccion del eje Ox, coincidente con la de la carga, los des-
plazamientos resultantes se obtendrian analogamente, viniendo expresados por las ecua-
ciones:

(1 +v)? xix S ,
Uy = 47TE) 11-22+C —A Xy

i (V.19)
Th— [(3+2v—v2)loger+(l + ) £}+B’+A’xl

LTTYTE

I.2

donde A’, B’ y C’ representan también constantes arbitrarias y son las componentes de un
movimiento rigido del conjunto (traslacion: C’, B’ y giro A’).

V.4. Solucion fundamental en tension plana

A partir de las ecuaciones (V.18) y (V.19) resulta inmediato obtener la solucion en des-
plazamientos correspondiente a la laja indefinida solicitada por una carga puntual unitaria,
actuante en un punto P en la direccion *‘s” (solucion fundamental en tension plana). Dicha

solucion puede escribirse en la forma:

1+ Xg X
w(®, )=-7-% [(3—V)10g6r5sk—(1+v)~serJ (V.20)

XA N
f
9,

\\ f
\,
r \
P ——{

X1

Teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio en el contorno (II. 18) y las ecuaciones
(V.6) y (V.8), se obtiene la siguiente “solucion fundamental” tensional para el estado de

tension plana:

1
4mr

0 Xg X
a (P, s)=— ;a—;—{(l_u)ask+27k(1+v)}—

V.21)

~a-n%n-2En)

En las expresiones (V.20) y (V.21) se ha introducido la nomenclatura siguiente:
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— 1: distancia del punto P al punto considerado
— O deltas de Kronecker

— X;: proyeccion sobre el eje 0x; del radio vector (cuyo modulo es r) que une el punto
P con el punto considerado.

— n: normal exterior a la superficie sobre la que se evalGian las tensiones y despla-
zamientos.

— n;: cosenos directores de dicha normal.

— 0r/on: proyeccion del radio vector sobre la normal exterior a la superficie dividida
por el mddulo de dicho radio vector (proyeccidn unitaria) = x; n;/r.

Si particularizamos las expresiones (IIL.15) para las funciones definidas con anteriori-
dad, obtenemos:

1 1+v
Dkl_] =— e r2 I:(l — V) (akl Xj + 6](_] Xi = 611 Xk) +2 1'2 Xi Xj Xk] (V22)
G |2 |ar 1+v
Skijz_zﬂ-rz ET|:31-1—(1—V)5ka+v(5lkxj+6kal)—4TXliXk}+

2 1 —v
+ 2 (n; xj X + 1 X xk)+———r2 I:2nk X; Xj + (B ni+5kinj)r2}_

— (1 =3 »)6;5ng (V.23)

Hemos, pues, obtenido las expresiones caracteristicas del analisis tensional en régimen
de tension plana aplicables en el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO.

En las expresiones (V.20) no se incluyen los términos procedentes de movimientos
rigidos del conjunto, puesto que éstos no modifican el estado tensional.

V.5. Solucion fundamental en deformacion plana

Las expresiones obtenidas en el apartado anterior pueden transformarse a partir de las
relaciones (I1.33) en las correspondientes a la solucion fundamental en el estado de deforma-
cion plana. Las expresiones resultantes de dicha transformacion son:

1 Xg X
up (P, s) = 53 [(3—4V)loger58k—%} (V.24)

T8 G

or
on

£ _ 1
WP )= T oy

|:(1—2v)6sk+2 Xsrzxk}—

(V.25)

—(1~2V){X—rsnk——xil-(-ns}
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‘ 2 ,
_m [(l -2 V) (6ki Xj + 61(] Xi— 811 Xk)+ ?—Xi Xj Xk?[ (V25 )

G

g =—-—0 G 2 or
kij 27 (1 —»)r?

4 2v
_r—2xi X; xk} +——r2 (ny X xk+nj X; X)) +

—2v

Al mismo resultado podria llegarse por integracion de las expresiones (IV.21) a (IV.24)
correspondientes a la solucion tridimensional.

VI. FORMULACION MATRICIAL DEL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

VI.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo III, el estado de desplazamientos de un solido elastico li-
neal, solicitado por fuerzas masicas de componentes b; y por fuerzas superficiales de com-
ponentes q;, puede definirse en la forma:

5uS(P)=/ (qg up(P, ) — qL (P, s) u) dI" + / b, up (P, s) dQ2 (VL1)
J T JQ

donde §2 representa el dominio elastico consideradoy I' a su contorno.

Como vemos, la ecuacion (VI.1) permite obtener los desplazamientos en cualquier
punto del solido elastico una vez se hayan determinado los desplazamientos y las tensiones
en el contorno, puesto que las restantes funciones que intervienen en ésta son conocidas
a priori (seglin hemos visto en los capitulos IV y V). Por lo tanto, si el problema elastico
es conocido en el contorno, podemos afirmar que también es conocido en todo el dominio
(al menos tedricamente). Lamentablemente, la integracion de las ecuaciones (VI.1) no pue-
de abordarse directamente mas que en determinados casos particulares. En general, los valo-
res de las componentes q; solo se conocen en parte del contorno (I'y), mientras que las
componentes uy solo estdn prefijadas en otra parte del mismo (I';), con lo que las ecuacio-
nes (VI.1) resultan ser ecuaciones integrales de dificil solucion analitica. Por esto, como
veremos a continuacidn, suele recurrirse en la practica a procedimientos numéricos de reso-
lucién, entre los que se encuentra el método de discretizacion, que, para el planteamiento
efectuado, adopta la denominacion de METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO.
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VL.2. Definicion de los elementos de contomo

Dividamos el contorno I' en un conjunto de “n” elementos, denominados elementos
de contorno, en los que supondremos que las funciones incognitas, qy ¥ Uy, pueden expre-
sarse mediante ““funciones de forma’’ determinadas. Dichas funciones, normalmente polino-

ELEMENTO DE
CONTORNO

micas, determinan univocamente los valores de las incognitas en cualquier punto del ele-
mento de contomno. En particular, admitamos que dichas funciones quedan definidas cuan-
do se conocen sus valores en determinados puntos del elemento, denominados ‘“‘nodos”,
y que se expresan en la forma:

i_ i

! (VL2)

i_ i
qx = ‘I’kj q;

(131

1

donde el indice “i”’ designa al elemento de contorno “i”.

En cada elemento, los nodos se sitian en los puntos de conexion con otros elementos,
en puntos interiores al mismo, o, simultineamente, en ambos sitios, dependiendo del carac-
ter de las funciones ®y; y ¥y ;.

En general, para las “funciones de forma”, también denominadas “funciones de inter-
polacion”, se adoptan las mismas que en el METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
(ver referencia bibliografica ntim. 4), siendo las mas frecuentes las de tipo polinomico, que-
podemos clasificar en:

a) Funciones constantes: ®y; = Wy; = 8. En este caso solo habra un nodo por elemen-
to, situado normalmente en su baricentro.

b) Funciones lineales: ®y; = Wi = ¢ks 8, donde las funciones g son lineales. En este
caso, si los elementos son planos (caso tridimensional) o lineales (caso bidimensio-
nal), suelen disponerse los nodos en los “vértices” o puntos extremos del elemento,
siendo éstos los puntos donde se conecta con otros elementos.

¢) Funciones de grado superior al lineal: Py = Wi = ks 8, donde las funciones ¢y,
son de grado superior al lineal. En este caso, los nodos se disponen, ademads de en los
vértices, en puntos interiores del elemento, siendo el niimero total de éstos variable,
dependiendo del grado de las funciones ;.
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Hemos supuesto, como es frecuente, que las funciones de interpolacion <I>kj y \I'kj son

- del mismo orden, aunque resulta mas consistente tomar las funciones ¥y; de un orden infe-

rior a las d)kj, si bien, no es necesario para el desarrollo del método que expondremos a
continuacion.

En cuanto a la forma de los elementos, éstos suelen ser planos (en los problemas
tridimensionales) o lineales (en los problemas bidimensionales), aunque pueden utilizarse
indistintamente todas las tipologias habituaies en el método de los elementos finitos para el
analisis de 1aminas (si el problema es tridimensional).

Como veremos a continuacion, la Ginica discretizacion necesaria para abordar numérica-
mente el analisis elastico es la constituida por los elementos de contorno anteriormente de-
finidos, de ahi la denominacion del método como METODO DE LOS ELEMENTOS DE
CONTORNO.

VL.3. Planteamiento matricial del problema

Teniendo en cuenta las expresiones (VI.2), podemos aproximar las integrales, a lo lar-
go del contorno, que figuran en el segundo miembro de la ecuacion (VI.1) mediante las
sumatorias siguientes:

' £ _d=nf [ ¢ i
r =A0\Vr
fi (VL3)

i=n .
fuk ax (P, 5) dF=.El(f ai (P, s) @y ; dr)u}
r =11, T

Las integrales que figuran en los segundos miembros de las expresiones (VI.3) suelen
evaluarse numéricamente mediante ‘“cuadraturas” (ver referencias bibliograficas nim. 9 y
niam. 10), pues, exceptuando el caso en que las funciones de interpolacion sean constantes,
0 a lo sumo lineales, la integracion directa suele ser compleja. Por otra parte, teniendo en
cuenta que la resolucion numérica se aborda habitualmente con ordenador, carece de in-
terés, en general, el obtener analiticamente las expresiones de las “funciones primitivas” de
las integrales, puesto que su evaluacion numérica puede obtenerse facilmente con gran apro-

ximacion. En cualquier caso, sea cual fuere el procedimiento de integracion de los segundos
términos de las expresiones (V1.3), obtenemos los coeficientes siguientes:

°

J I

1 (VL4)
U;; (P, s) =j ulf( (P, 5) ¥y; dT
L

.

con los que la ecuacion (VI.1) puede escribirse en 1a forma:

Buy(®)= E: (Uj;(P, ) q} —Q;i(P, 9) u}) +f

by up. (P, s) dS2
Q .
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La integral que figura en el segundo miembro de la ecuacion anterior puede evaluarse,
bien por integracion directa, bien numéricamente. Habitualmente, por analogas razones a
las expuestas con anterioridad, suele recurrirse a este ultimo procedimiento, recurriendo,
para ello, a discretizar internamente el dominio en ‘“m” elementos. Estos elementos inte-
riores sOlo intervienen en el proceso de evaluacion numérica de dichas integrales y no
tienen el cardcter de ‘“‘elementos elasticos’” propiamente dichos, como sucede, por ejemplo,
en el método de los elementos finitos. De una u otra forma, obtenemos los siguientes
coeficientes:

’ r=m
B(P,s)=[ by up (P, s) dQ= zj by up (P, s)dQ=f > by up(P, s) dQ
Ja r=1 Q; g =1

que permiten expresar la ecuacion (VI.1) como:
i=n . 3
Bu,®)= = (Uy(P,s) q; — Qy(P, ) ) + B(P, ) (VLS)
l =

Si particularizamos la expresion (VL. 5) para los “nodos’, obtenemos un sistema de
“an’ ecuaciones con “an’ incognitas (donde « es el producto del nimero de nodos de
cada elemento por el nimero de grados de libertad de cada nodo) que puede expresarse
en la forma:

Bu =i§1 (Gy; a} — Hy u)) + B (VL6)
donde:
Gy = Uy(x 8)
Ay = Qs (VL)
B. = B(1, s)

Las ecuaciones (VI.6) pueden escribirse abreviadamente, siguiendo la notacion matri-
cial, en la forma: ‘

CU+HU=GP+B (VL8)

donde:

— C: matriz diagonal cuyos coeficientes valen Sij/ 2

_ U: vector, o matriz columna, formado por las componentes de los desplazamientos
en los nodos.

A . A
— H: matriz cuadrada cuyos elementos son los coeficientes H;;
_ G: matriz cuadrada cuyos elementos son los coeficientes G;

. I
_ B: vector o matriz columna, cuy os elementos son los coeficientes B;.

43



La ecuacion (VI1.8) equivale a:
HU=GP+B (V1.9)

siendo H una matriz cuadrada cuyos términos son:
~ 1
Hy; = Hy + 5§ (VL.10)

Obsérvese que no es preciso obtener directamente los valores de los términos diagona-
les de la matriz C (1/2 para los puntos situados en contornos suficientemente lisos), puesto
que no hemos utilizado las condiciones generales de equilibrio del conjunto, que, como sa-
bemos, equivalen a imponer que no se producen variaciones tensionales en el medio elastico
cuando éste se ve sometido a movimientos rigidos. Asi, si suponemos un movimiento unidad
en todos los nodos del conjunto, la ecuacion (VI.9) se escribe en la forma:

HI=0 (VL.11)

donde I es el vector cuyas componentes valen todas uno. De la ecuacion (VI.11) resulta
inmediato: '

H;=- = H; (VL.12)

De una u otra forma, la ecuacion final (VI.9) constituye un conjunto de “a n’ ecua-
“ciones lineales con “an” incognitas, cuya resolucidn proporciona las incognitas necesaria
para que puedan determinarse los estados de tension y de deformacion en todo el dominio
elastico.

VI.4. Solucion de la ecuacion de contorno

Como vimos en (VI.1), en general, se conocen los valores de las componentes de las
fuerzas superficiales en cierta parte del contorno (I'; ), mientras que los desplazamientos vie-
nen prefijados en otra parte del mismo (T",), verificandose que:

'=r,+T1, (VL13)

Sea p=an el nimero total de ecuaciones del sistema (VL.9). Denominemos p: al nd-
mero total de componentes conocidas de las fuerzas superficiales (nodos pertenecientes al
subconjunto I';) y p, al nimero total de componentes conocidas de los desplazamientos
en los nodos (nodos pertenecientes al subconjunto I'; ). Teniendo en cuenta (VI.13) se debe
verificar:

P=p: + Db, (VI.14)

44



con lo que resulta que el sistema (VI.9) posee tantas ecuaciones como incognitas. Podemos,
por tanto, escribir dicha ecuacion en la forma:

A.-X=F (VL15)

siendo:

— A: matriz cuadrada obtenida a partir de los coeficientes de las p incOgnitas del
sistema (VL.9).

— X: vector compuesto por p; componentes de desplazamientos y p, componentes
de fuerzas superficiales.

— F: vector cuyas p componentes son conocidas.

La resolucion del sistema de ecuaciones (VI.15) por cualquiera de las técnicas habitua-
les de calculo matricial proporciona las p incognitas buscadas:

— p; componentes de desplazamientos (nodos del subconjunto I'; )
— p, componentes de fuerzas superficiales (nodos del subconjunto I';).

En general, la matriz A no es simétrica, lo que diferencia a este método de otros
habituales en analisis elastico. .

Una vez determinadas las componentes nodales, las ecuaciones (VI.2), unidas a las
(IIL12) y (III.16) resuelven totalmente el problema elastico en los puntos interiores al
dominio L.

VL. 5. Extension del método a los contornos no lisos

Como vimos en el capitulo III, la deduccion de la ecuacion (VI.1), base del plantea-
miento matricial anterior, quedaba condicionada en el contorno a que éste fuese “suficiente-
mente liso”’, no resultando valida en caso contrario. En la practica, en la mayor parte de los
casos puede asimilarse el contorno, o contornos, del dominio elastico a un conjunto de ele-
mentos lisos que lo reproduzcan con suficiente aproximacion, siendo, por tanto, aplica-
ble sin modificacion el procedimiento de calculo anteriormente descrito. No obstante, en
ciertos casos particulares, resulta necesario tomar en consideracion las posibles discontinui-
dades del contorno. Tal es el caso, por ejemplo, en que se trate de analizar el estado tensional
en un cilindro, donde los puntos situados en el perimetro de las bases tienen distinto plano
tangente, segin se les considere como pertenecientes a las bases o a la superficie lateral del
cilindro, a uno u otro lado de los mismos. En estos casos, la aplicacion del método anterior-
mente expuesto conduce a discontinuidades en dichos nodos, que resultan incompatibles con
las condiciones generales de deformacion y de solicitacion admitidas en el cdlculo elastico.

Para obviar este inconveniente hay que introducir determinadas condiciones suplemen-
tarias, que garanticen la continuidad de la solucién en dichos puntos del contorno. La forma
mas simple de hacerlo, aunque ello incremente el nimero de ecuaciones del sistema
(VL.15), es la introduccion de “nodos multiples” (ver referencia bibliografica n° 5), en-
tendiendo por tales a aquéllos que se sitian junto a los nodos tedricos y que se suponen per-
tenecen, independientemente, a cada uno de los elementos de contorno que alli concurren.
Procediendo de esta forma, se incluyen en el sistema (VI.9) las ecuaciones correspondientes
a cada uno de los nodos en que se desdobla el “nodo multiple”, con lo que se incrementa el
nimero de incognitas. Sin embargo, también podemos aumentar el nimero de ecuaciones
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para conseguir un sistema completo, puesto que los nodos que concurren en el mismo ‘‘no-
do multiple’ han de verificar:

a) La igualdad de desplazamientos.
b) La compatibilidad de deformaciones.

c) La compatibilidad tensional.

Este grupo de condiciones colabora al conjunto siempre con el suficiente nimero de
ecuaciones auxiliares como para que el sistema sea completo. La utilizacion de unas u otras
de las condiciones a), b) o c¢) depende de la naturaleza del problema de contorno considera-
do (nodo perteneciente al subconjunto I'; o al subconjunto I'y).

VIL.6. Aplicaciones practicas

No vamos a exponer aqui resultados correspondientes a la aplicacion practica del mé-
todo, puesto que rebasariamos con mucho el cometido del presente trabajo. No obstante,
y remitiéndonos a las referencias bibliograficas n° 3y n° 5, podemos afirmar que la aproxi-
macion de resultados conseguida con el presente método es mas que satisfactoria, rebasando
incluso, en determinados problemas, a la conseguida con el método de los elementos finitos.

VII COROLARIO

VII. 1. Introduccion

A la vista de lo expuesto en anteriores capitulos, podemos afirmar que la solucién ge-
neral del problema elastico en un dominio genérico queda definida en cuanto se conozca:
una ‘“‘solucion fundamental”, relativa al problema eldstico sobre un dominio “exterior’ al
considerado, y la solucion particular de contorno correspondiente al propio dominio en
cuestion. Dicha conclusion, general para los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
se ha obtenido aqui directamente por aplicacion sistematica del TEOREMA DE RECIPRO-
CIDAD a la determinacion de desplazamientos genéricos en el medio elastico, coincidiendo
los resultados obtenidos con los que se derivan de la integracion de las ecuaciones de equili-
brio interno mediante las formulas de Green (método directo convencional). Procediendo
de esta forma, creemos haber acercado mas al lector a la significacion fisica del problema
planteado, huyendo, a su vez, de la complejidad inherente al planteamiento puramente
matematico del problema.

En cuanto a la “solucion fundamental”, hemos visto que, para los problemas de carac-
ter tridimensional, podemos utilizar 1a solucion dada por Lord Kelvin para el estado tensio-
nal del medio eldstico indefinido solicitado internamente por una carga unitaria de direcciéon
arbitraria.
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VIL.2. Comparacion con el método de los elementos finitos

Si tratamos de comparar el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO con el '
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS, encontramos como mas destacables los siguien-
tes aspectos:

a) La discretizacion del M.E.C. sélo se extiende al contomo, mientras que en el
M.E.F. abarca a todo el dominio elastico.

b) Los elementos resultantes de la aplicacion del M.E.C. tienen una dimension menos
que los correspondientes de la aplicacion del M.E.F.

¢) Los puntos nodales considerados en el M.E.C. no tienen necesariamente que estar
situados en las zonas (vértices o aristas) de interconexion entre elementos, como ocurre en
el M.E.F.

d) Las soluciones fundamentales consideradas en el M.E.C. se caracterizan por verifi-
car, en el interior del dominio elastico, las ecuaciones de equilibrio interno, mientras que las
funciones de forma aplicables al M.E.F. satisfacen, todas o en parte, las condiciones de con-
tomo.

e) Con el M.E.C. pueden analizarse dominios indefinidos con contornos situados en el
infinito, lo que no puede hacerse con el M.E.F., a no ser que se reduzca el “dominio real” y
se asimile mediante un ‘“‘dominio ficticio” de dimensiones finitas.

f) En general, la aplicacion del M.E.C. conduce a una reduccion considerable del nume-
ro de ecuaciones a resolver, frente a las necesarias con el M.E.F., lo que logicamente reper-
cute en una mayor “economia” de explotacion.

g) En general, con el M.E.C. se necesitan menos “datos” para definir el problema a
analizar que con el M.E.F., considerando el problema desde la perspectiva de su resolucion
mediante programas de ordenador.

h) La aproximacion de resultados conseguida con el M.E.C. es, en general, superior a la
proporcionada con el M.E.F., pues, si bien con este Gltimo se consigue una gran aproxima-
cidon en la estimacion de los valores de las variables incognitas iniciales (desplazamientos en
los problemas elasticos) dicha precision se va perdiendo a medida que aumenta el grado de
derivacion de las mismas (caso de las tensiones).

i) En general, las matrices resultantes de la aplicacion del M.E.C. tienen un ancho de
banda superior a las que se derivan de la aplicacion del M.E.F., lo que hace aconsejable,
en ocasiones, el subdividir el dominio global en varios dominios parciales interconectados
entre si.

VIL. 3. Conclusiones finales

Como resumen de cuanto acabamos de exponer, estamos en condiciones de afirmar
que el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO presenta multiples ventajas, fren-
te a otros métodos convencionales, de cara a su utilizacion para la resolucion de problemas
caracteristicos del analisis eldstico. Esto hace suponer que su incorporacion a la practica
habitual del ejercicio profesional va a efectuarse rapidamente en los proximos afios, susti-
tuyendo o complementando a los métodos tradicionales de analisis. Al respecto, queremos
destacar que dicha incorporacion no implica necesariamente la caida en desuso de otras
técnicas convencionales de célculo, sino, por el contrario, su perfeccionamiento y utiliza-
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cion conjunta. En particular, la apariciéon del método de los elementos de contorno ha su-
puesto un complemento de gran importancia para el método de los elementos finitos, ofre-
ciendo entre ambos grandes posibilidades de utilizacién conjunta en determinado tipo de
problemas cuyas caracteristicas singulares aconsejen abordar el analisis simultdneamente por
ambos procedimientos. No entraremos aqui en mas detalles sobre el particular, remitiendo
al lector interesado en el planteamiento conjunto del problema elastico con ambos métodos
a las referencias bibliograficas n° 3 y n° 5.
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1. INTRODUCCION

El estudio del comportamiento de estructuras esbeltas de hormigén armado consti-
tuye un problema con grandes complicaciones debido a que se trata de un fendmeno alta-
mente no lineal.

Existe por un lado, la no linealidad geométrica debida a la influencia no desprecia-
ble de la deformacién sobre los esfuerzos. Este problema es habitualmente conocido con
el nombre de efecto de segundo orden.

Existe ademds, la no linealidad fisica debida a la respuesta no lineal del hormigon ar-
mado. El diagrama momento-curvatura de una seccién de hormigén armado es un diagra-
ma no lineal.

La complejidad es aun mayor debido a que en este tipo de estructuras es necesario
comprobar dos estados limites ultimos: el estado limite ultimo de agotamiento, que se
produce cuando la estructura deformada alcanza un estado de equilibrio estable con de-
formaciones que constituyen un estado de agotamiento en la seccién critica, y el estado
limite ultimo de inestabilidad, que se produce cuando la estructura deformada alcanza
un estado de equilibrio inestable sin que en ninguna secciéon se produzca un estado de
deformacion de agotamiento.

Las consecuencias inmediatas de las particularidades comentadas, respecto al ana-
lisis y dimensionamiento de este tipo de estructuras, pueden sinterizarse de la siguiente
forma: ”

1. No es posible realizar el anilisis de esfuerzos y el dimensionamiento de secciones
en forma independiente, tal como se hace corrientemente.
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Para conocer los esfuerzos teniendo en cuenta la deformacidén de la estructura es
necesario evaluar esta deformacion utilizando los diagramas momento-curvatura
de las distintas secciones.

El diagrama momento-curvatura de una seccidon de hormigén armado depende de la
forma de la seccién, cuantia y distribucién de armaduras, caracteristicas de los ma-
teriales constitutivos y axil actuante.

2. No se cumple el principio de superposicién. La estructura se debe comprobar para
cada hipétesis de carga independiente.

3. Es necesario comprobar dos estados limites ultimos: el de agotamiento, que depende
de las deformaciones de la seccion, y el de inestabilidad, que depende de la deforma-
cion de la estructura.

En la actualidad existen dos procedimientos disponibles para el andlisis de este tipo de
estructuras:

I - Comprobacion global mediante cdlculo no lineal

Este procedimiento sélo permite la comprobacion de estructuras esbeltas de hormigén
armado. Para su utilizacidn es necesario partir de un predimensionamiento tanto de las di-
mensiones geométricas como de la cuantia y distribucién de armadura de cada seccion.

La comprobaciéon constituye un proceso iterativo hasta encontrar el estado deforma-
do compatible y equilibrado, utilizando los diagramas momento-curvatura de cada seccidén
que representan la respuesta de la misma para cada estado de solicitacion.

Un procedimiento de este tipo implica necesariamente la utilizaciéon de grandes orde-
nadores. Por otra parte es necesario tener en cuenta que la Unica informacién que se obtie-
ne se refiere a la respuesta de la estructura frente a cada hipodtesis de carga. Un andlisis de
este tipo no permite conocer directamente el grado de sobredimensionamiento que pudiera
existir.

1I - Soporte equivalente

Constituye el procedimiento simplificado mds difundido y representa una alternativa
posible para el dimensionamiento de este tipo de estructuras.

Este procedimiento propone el andlisis de esfuerzos mediante un célculo eldstico lineal
de primer orden, y el dimensionamiento de cada elemento esbelto sustituyéndolo por un
soporte equivalente biarticulado de seccién constante. |

F1 soporte equivalente se considera sometido a los esfuerzos obtenidos en el cdlculo
eldstico lineal de primer orden, y el efecto sobre el mismo del resto de la estructura se tiene
en cuenta considerando una longitud adecuada para dicho soporte.

Para la obtencion de la longitud del soporte equivalente existen distintas propuestas
aunque las mds difundidas son el estudio de la deformada eldstica de la estructura (1) (2)
o el uso de nomogramas (3) (4).

El estado actual del andlisis y dimensionamiento del soporte equivalente puede des-
cribirse en forma rdpida tal como sigue:
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Métodos de comprobacion.

Los métodos de comprobacién de soportes equivalentes permiten, con una propuesta
mds simple, la comprobacién mediante cédlculo no lineal de este tipo de estructuras.

La no linealidad mecdnica se tiene en cuenta mediante el diagrama momento-curvatura
de la seccion del soporte equivalente.

La no linealidad geométrica se tiene en cuenta en forma simplificada a través de la hi-
pétesis de deformada conocida del soporte. Esta hipdtesis consiste en admitir que la de-
formada del soporte se puede expresar por una funciéon conocida, y tiene la ventaja
importante de que permite, en forma mds o menos sencilla, obtener una relacion entre
la deformacién total de la seccién mds solicitada y su curvatura, que se conoce como
directriz geométrica.

Las condiciones de equilibrio y compatibilidad se plantean sélo en la seccién mds soli-
citada y se cumplen simultineamente en los puntos comunes del diagrama momento-
curvatura y la directriz geométrica.

Los métodos de comprobaciéon para soportes equivalentes mds difundidos son:
a) Método de la Columna Modelo (MCM) (1) (2)

b)Método de la Deformada Senoidal (MDS) (5) (6) (7) (8) (9).

Los métodos de comprobacién propuestos permiten representar con adecuada preci-
sién el comportamiento de los soportes equivalentes, aunque mantienen los inconve-
nientes indicados para la comprobacién global mediante cdlculo no lineal: no permi-
ten el dimensionamiento y necesitan el uso de ordenadores.

Tablas y dbacos de dimensionamiento

Mediante la aplicacién de los métodos de comprobacion en forma sistemadtica se pre-
sentan en la bibliografia tablas y abacos de dimensionamiento:

a) Diagramas de interaccidon de soportes esbeltos (1) (10) (11)
b) Tablas de dimensionamiento (1)
¢) Nomogramas (12)

Estos elementos, que constituyen un medio de dimensionamiento directo (permiten
obtener directamente la cuantia estricta correspondiente al soporte estudiado), no
proponen en si mismos un medio de dimensionamiento y tienen el inconveniente de
que, debido a la gran cantidad de pardmetros que intervienen en el problema, una
coleccién que tenga en cuenta los parametros mds frecuentes deberia tener un gran
numero de dbacos o tablas. Por otra parte obligan a interpolaciones para los valores
no considerados que dificultan notablemente su uso, ya que suelen ser necesarias
interpolaciones entre distintos graficos o tablas.

Formulas de dimensionamiento indirecto.

El procedimiento mds frecuentemente empleado son las férmulas de dimensiona-
miento indirecto propuestas en las normas de los distintos paises:
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a) Excentricidad o Momento complementario (1) (13) (14) (15)
b) Magnificacién del Momento (4) (10)
¢) Excentricidad ficticia (17) (18).

La filosoffa general de estas férmulas consiste en reducir el problema del soporte
equivalente a un problema de flexién compuesta utilizando como esfuerzos de cilcu-
lo los obtenidos en el andlisis de primer orden transformados mediante las distintas
férmulas (excentricidad o momento complementario, coeficiente de magnificacién
del momento, excentricidad ficticia) para tener en cuenta los efectos de la esbeltez.

Estas férmulas, muy comodas para el uso cotidiano del proyectista, constituyen sim-
plificaciones mds o menos groseras que conducen a resultados generalmente muy de
lado de la seguridad y en algunos casos a resultados inseguros.

Un andlisis critico del estado actual del andlisis y dimensionamiento de los soportes
equivalentes permite obtener las siguientes conclusiones:

[-  Los métodos de comprobacién (dado el soporte completamente definido) permiten
representar el comportamiento de los soportes equivalentes con adecuada precision.

IT- No existe en la bibliografia un método de dimensionamiento directo.

III - Las férmulas de dimensionamiento indirecto, ampliamente difundidas, constituyen
simplificaciones groseras que conducen el problema a un dimensionamiento en flexién
compuesta (nuevamente diagramas de interaccién o férmulas simplificadas) y dan resul-
tados inseguros o muy del lado de la seguridad.

2 METODO DE LAS CURVATURAS DE REFERENCIA

El Método de las Curvaturas de Referencia (MCR) (19) (20) (21) que se presenta cons-
tituye el resultado de un trabajo de investigacion planteado con objeto de encontrar un mé-
todo de dimensionamiento directo para soportes equivalentes que resolviese los problemas
que presentan actualmente los procedimientos existentes.

El objetivo que se persiguidé en el transcurso de la investigacion fue encontrar un mé-
todo de dimensionamiento directo que pudiese satisfacer las siguientes exigencias:

I- Generalidad: Se intentaba buscar un procedimiento vilido para soportes con seccion
transversal de forma cualquiera y con distintas distribuciones de armadura, asi como
para distintas caracteristicas del hormigon vy el acero.

IT - Precisiéon: Tal como se ha comentado en el apartado anterior, los métodos existentes
de mejor precision son los métodos de comprobacion. Se intentaba buscar un procedi-
miento que permitiese obtener resultados de precision comparable con los MCM o
MDS.

IIT - Representacion del fenédmeno fisico: Dada la complejidad del fenémeno tratado es
necesario que las simplificaciones que se realizan para obtener un procedimiento ope-
rativo permitan siempre dejar claro el fendmeno que se estd analizando. Las formulas
simplificadas utilizadas por los distintos cddigos para el dimensionamiento de soportes
esbeltos, representan el efecto de la esbeltez como un aumento de momento que siem-
pre conduce al agotamiento de la seccién mds solicitada y no se puede deducir de nin-
guna forma que el dimensionamiento puede ser debido, y frecuentemente lo es, al esta-
do limite Gltimo de inestabilidad.
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IV - Facilidad de uso: El método buscado ha de servir para uso cotidiano del proyectista y
por lo tanto deberia ser de cobmoda aplicacion.

En los siguientes apartados se exponen de forma detallada las distintas hipotesis adop-
tadas y su justificacion, asi como las ideas fundamentales del funcionamiento del método

propuesto.

2.1. No linealidad mecdnica. Hip6tesis relativas a los diagramas momentos-curvaturas

Debido al comportamiento no lineal del hormigén y el acero, asi como al fenémeno
de fisuracién, no existe proporcionalidad entre las curvaturas y los momentos para un

axil dado.

Esta no linealidad intrinseca del hormigdén armado debe tenerse adecuadamente en
cuenta, ya que resulta imprescindible para la evaluacion correcta de las deformaciones

del soporte.

En el MCR la no linealidad mecdnica se tiene en cuenta utilizando el diagrama momen-
to curvatura correspondiente a la seccion del soporte que se analiza.

Para la obtencién de los diagramas momentos-curvaturas se han utilizado las siguientes
hipétesis, que corresponden a las propuestas en la Instruccion Espafiola y por el CEB:

I- Las secciones normales a la directriz se mantienen planas y normales a ella durante la
deformacion.

Esta hipétesis, que es generalmente aceptada, es particularmente vélida para el caso de
elementos esbeltos como los que se estudian.

I1- Bajo la accidon de las solicitaciones, las armaduras tienen la misma deformacion que el
hormigén que las rodea. Se acepta la existencia de perfecta adherencia entre el hormi-

gén y el acero.

IIT - Se admite que la tension de la fibra de hormigdén corresponde univocamente al valor
de la deformacion en dicha fibra, de acuerdo con el diagrama tensién-deformacion
de la figura 1a.

Para deformaciones de compresion el diagrama adbptado es el parabola rectdangulo. Es-
te diagrama, propuesto por el C.E.B. para el cdlculo de esfuerzos resistentes en agota-
miento, no representa adecuadamente el moédulo de elasticidad inicial, y por lo tanto
para pequefias curvaturas puede resultar insatisfactorio. Sin embargo, si se tiene en
cuenta que la seccidn mas solicitada presenta un estado de deformacion importante
cuando se produce tanto el estado limite ultimo de agotamiento como el de inestabi-
lidad, y si se considera que el equilibrio v compatibilidad del soporte sélo se plantean
en esta seccién, los estados en los que las deformaciones son pequefias no suelen in-
fluir en el dimensionamiento. Por esta razoén, y dado que utilizar otro tipo de diagra-
ma tensidn-deformacién para el hormigdén en compresién, que represente adecuada-
mente el moédulo de elasticidad inicial, puede plantear complicaciones de célculo nu-
mérico, se justifica la decisién adoptada.

Para deformaciones de traccion se considera siempre tension nula, esto es, se desprecia
la colaboracién de la resistencia a traccion del hormigon.
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Fig. 1a. Diagrama tension - deformacion del hormigén. Fig. 1b. Diagrama tensién-deformacion del acero.

[V - La deformacion en cualquier armadura se obtiene a partir de la deformacion de la fibra
correspondiente de acuerdo con el diagrama tension-deformacién de la figura 1b.

Solamente se ha considerado acero dureza natural ya que éste es el acero mds frecuen-
temente utilizado. Sin embargo el MCR (Método de las Curvaturas de Referencia) se
puede utilizar para secciones armadas con aceros endurecidos en frio, s6lo que en este
caso.el diagrama momento-curvatura debe obtenerse utilizando el diagrama tension-
deformacion correspondiente.

V - Se admiten como dominios de deformacion del hormigén y el acero en el estado 1imi-
te ultimo de agotamiento los indicados en la figura 2. En ella se representa el diagrama
de pivotes y los distintos estados de deformacioén de agotamiento definidos por las de-
formaciones de la fibra de hormigdén mds comprimida y la deformacién de la armadura
mds traccionada.
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Dig. 2. Estados de deformacién de agotamiento.
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Definidas las hipotesis, el diagrama momento-curvatura de una seccion determinada
para un axil dado se obtiene mediante un proceso iterativo a través del cual se resuelve
para cada curvatura el sistema de ecuaciones siguientes:

Xy i
N; =/ oc(ec) b(x)dx + 2 0y (e5i) Aj ec. 1
Jo i=1-
“Xp N
M; =/ 0c(ec) b(x) dx + Z 0y (€51) Xi Aj ec. 2
Jio i=1
siendo:
N; = Axil resistente;
M; = Momento resistente;
0. = Tensién de una fibra genérica de hormigdn;
€. = Deformacién de una fibra genérica de hormigén;
o, = Tension de una fibra genérica de acero;
e, = Deformacion de una fibra genérica de acero;
b(x) = Anchura de la seccion de hormigén a una profundidad x;
x = Profundidad de una fibra genérica de hormigon;
x; = Profundidad de una fibra genérica de acero;
X, = Profundidad del eje neutro.

Para cada curvatura se varia la posicion del eje neutro hasta que la ecuacion 1 de
un axil igual al existente de la seccién. Resolviendo luego la ecuacién 2 con estos valo-
res de curvatura y profundidad del eje neutro se obtiene el momento que con la curvatura
de partida define un punto del diagrama momento-curvatura.

Variando con un incremento adecuado las curvaturas de la seccién, desde O a la curva-
tura de agotamiento correspondiente, se puede definir por puntos el diagrama momento-
curvatura.

A los efectos del MCR se ha utilizado una representacion diferente de los diagramas
momentos curvaturas, conocida como directriz mecdnica, que relaciona las excentricidades
y las curvaturas.

°

En las figuras 3a, 3by 3c se muestran las directrices mecdnicas correspondientes a sec-
ciones rectangulares con diferente distribuciéon de armadura y distintos axiles.

Tal como puede pensarse, la construccion de las directrices mecdnicas (22) constituye
una tarea laboriosa que necesita del uso de un ordenador. Por esta razdn, la idea mds signi-
ficativa del MCR es la de utilizar una simplificaciéon adecuada de la directriz mecdnica que
facilita y permite el dimensionamiento.
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2.2. No linealidad geométrica. Hipodtesis de deformada conocida

Se entiende como no linealidad geométrica el efecto producido por las deformaciones
sobre los esfuerzos.

Para conocer el estado real de deformaciones de un soporte es necesario integrar doble-
mente el diagrama de curvaturas reales del mismo y proceder iterativamente hasta encontrar
una deformada que sea compatible y equilibrada.

Una hipétesis muy difundida, que ha sido adoptada desde las primeras investigaciones
sobre soportes esbeltos, es la de suponer que se conoce la forma que tiene la deformada
del soporte. En otras palabras suponer una distribucién adecuada de curvaturas a lo Jargo
del elemento, y plantear el equilibrio y la compatibilidad, sélo en una seccién, la seccién
mds solicitada o seccion critica.

De esta forma es posible obtener una relacidén que vincula la excentricidad total y la
curvatura de la seccidbn mds solicitada, y que se conoce con el nombre de directriz geo-
métrica.

Utilizar el concepto de directriz geométrica simplifica notablemente el proceso de
cdlculo de una deformada compatible y equilibrada para un soporte con unas determina-
das condiciones de carga. Sélo se trata de buscar puntos comunes de la directriz geomé-
trica y mecdnica, que representan estados de equilibrio.

Los métodos de comprobacién para soportes equivalentes siempre utilizan esta hi-
potesis.

En el MCM se considera que el soporte tiene una distribucién de curvaturas de tipo
senoidal.

Definida una distribucién de curvaturas se puede conocer, tal como se ha indicado,
la deformada del soporte que resulta de la doble integral de las curvaturas. Siendo la dis-
tribucién de curvaturas senoidal su doble integral serd una senoidal.

Evaluando la expresion de la deformada para la seccion critica, se puede obtener la ex-
presion:

m_ 21

= r

2
10 ec. 3

siendo:

el'= Excentricidad de segundo orden de la seccidn critica;
£ = Longitud del soporte equivalente;

1/r= Curvatura de la seccién critica ;

10 ~ 72

que vincula la excentricidad de segundo orden y la curvatura de la seccidon critica.

En este caso, que s6lo permite analizar soportes con excentricidades de primer orden
iguales en los extremos, se puede expresar la relacion entre la excentricidad total y la curva-
tura de la accién critica como sigue:

Rz :
etzeo +—10_T ec. 4
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siendo:

et = Excentricidad total,
e, = Excentricidad de primer orden.

En general, conocida la longitud de un soporte equivalente y la excentricidad de primer
orden es posible obtener su directriz geométrica correspondiente. Definida la forma, dimen-
siones, cuantia y distribucion de armaduras de la seccion transversal y las caracteristicas de
los materiales que la constituyen, y con el axil correspondiente, se puede ademds obtener

su directriz mecanica.

La comprobacién consiste en estudiar ambas directrices y averiguar si existen puntos
de intersecciéon entre ambas. Cualquier punto de interseccion representa un estado de equi-

librio del soporte.

En la figura 4 se muestra graficamente el MCM para un soporte genérico. Como puede
observarse, la directriz geométrica (e, /e, = 1) corta a la directriz mecdnica en dos puntos.

e/h
EQUILIBRIO INESTABLE
0.7 A
06 | DIRECTRIZ Vv1ECANle
0.5 |
DIRECTRIZ GEQMETRICA €7/ €9= 1
0.4 4 ~_
DIRECTRIZ GEQMETRICAE /€)= - 0.5
0.3 \@ESTMLE
0.2 |
0.1 |
0 1 2 3 4 5 h/rx1000

(hre)*

Fig. 4. No linealidad geométrica. Hipotesis de distribucion de curvaturas senoidal MCM.

El primero representa un estado de equilibrio estable, ya que para pequefias variacio-
nes de curvatura el soporte siempre restablecerd su equilibrio para la curvatura correspon-
diente a la interseccidén. El segundo representa un estado de equilibrio inestable, ya que
cualquier aumento de curvatura conduce irremediablemente a incrementos mayores de los
esfuerzos solicitantes (directriz geométrica) que los resistentes (directriz mecdnica).

Si bien la hipdtesis de distribucion de curvaturas senoidal adoptada por el MCM condu-
ce a resultados de suficiente precision, y da lugar a una expresion sencilla de la directriz geo-
métrica, tiene el inconveniente de no ser directamente aplicable al caso de soportes con ex-
centricidades desiguales en las articulaciones.

Para la solucién de este problema el MCM propone una simplificacidén, que consiste
en admitir que el comportamiento de un soporte con excentricidades desiguales en las
articulaciones puede asimilarse al comportamiento del mismo soporte con una excentri-
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cidad equivalente constante en su longitud y cuyo valor estd definido por la siguiente
expresion:

€oeq = 0,08, +0,4¢, ec. 5
siendo:
€ g = Excentricidad equivalente;
e, = Lamayor,en valor absoluto, de las excentricidades de primer orden en los extre-
mos del soporte;
e, = La menor, en valor absoluto, de las excentricidades de primer orden en los ex-

tremos del soporte.

La directriz geométrica asi definida resulta del tipo de la dibujada en la figura 4, indi-
cada cone; /e, # 1.

Como puede verse, la directriz geométrica de soportes con excentricidades distintas en
las articulaciones se compone de dos tramos rectos. El primero, horizontal, representa el
rango de curvaturas para el que la excentricidad mdxima sigue siendo la mdxima de primer
orden. En este tramo existen excentricidades de segundo orden en las secciones interiores
del soporte, pero la suma de éstas y las de primer orden correspondientes no supera la ma-
xima de la articulacién. La seccidn critica es la seccién de la articulacidon con mayor excen-
tricidad de primer orden. El segundo tramo, inclinado, representa estados de deformacion
para los que la seccidn critica es interior al soporte.

Una hip6tesis mds adecuada, especialmente porque tiene en cuenta el caso de sopor-
tes con excentricidades desiguales en las articulaciones, es la que propone el MDS.

En este método se supone que las excentricidades totales siguen una ley senoidal con
valores predeterminados de las excentricidades en las articulaciones. Esta hipétesis da lu-
gar a una expresion indirecta de la directriz geométrica, puesto que es explicita en curva-
turas, y sin duda mds complicada que en el caso anterior:

2

1_et 5P) 531
—= arc cos— — arc cos — ec. 6
at o

1* €, €1
—=7 arccos—) ec. 7

elh

EQUILIBRIO_INESTABLE
0.7 A
DIRECTRIZ MECANICA

06

05 |

DIRECTRIZ GEOVETRICA €,/ €= 1

04 |
DIRECTRIZ GEOMETRICA €1/ €9 - 0.5

03 |
e, QUILIBRIO ESTABLE

02 | .

01 |

T i T T T

0o 1 2 3 4. 5 h/rx1000

Fig. 5. No linealidad geométrica. Hipétesis de distribucion senoidal de excentricidades totales MDS.
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En la figura 5 se presenta graficamente el MDS. Para el caso de e, /e, =1 la directriz
geométrica estd constituida por una curva mondtona creciente parecida a la recta del MCM.
Para excentricidades desiguales la directriz geométrica tiene dos tramos, uno horizontal
hasta la curvatura 1/r* con idéntico significado que en el caso anterior y otro constituido
por una curva mondtona creciente.

El MCR propuesto utiliza la hipdtesis de deformada conocida, es decir, la idea de la
directriz geométrica. Ha sido presentado utilizando las dos hipétesis explicadas, del MCM
y MDS, pero es compatible con cualquier otra directriz geométrica. En este sentido los
autores piensan que el tema de la directriz geométrica es un campo donde todavia se pueden
hacer interesantes aportaciones tendentes a dar mayor generalidad y precision al estudio de
los soportes esbeltos.

2.3. Estados limites altimos

Tal como se ha indicado en la introduccién, los soportes esbeltos de hormigdn armado
pueden dar origen a dos estados limites ultimos: de inestabilidad y de agotamiento de la
seccion critica.

El estado limite ultimno de agotamiento de la seccion critica se produce cuando el so-
porte alcanza un estado de equilibrio estable con deformaciones de tal magnitud que los
esfuerzos en la seccion critica son los de agotamiento de la seccidn.

La figura 6a muestra graficamente el caso de un soporte que alcanza este estado limite
ultimo, segun la representacion del MCM. Como puede verse se produce un estado de
equilibrio estable, ya que existe un punto de interseccion entre la directriz geométrica y
la mecdnica que coincide justamente con el ultimo punto de la directriz mecdnica que re-
presenta el agotamiento de la seccién.

La seccion critica habrd sufrido una deformacién de segundo orden de magnitud
igual a la diferencia de ordenadas entre la ordenada al origen de la directriz geométrica,
que representa la excentricidad inicial, y la ordenada del punto de interseccidon de ambas
directrices.

El estado limite ultimo de inestabilidad se produce cuando el soporte alcanza un esta-
do de equilibrio inestable.

En la figura 6b se muestra el caso de un soporte que alcanza este estado limite altimo,
utilizando también el MCM. Tal como se explicard, se produce un estado de equilibrio
inestable cuando la directriz mecdnica y geométrica son tangentes en un punto.

La curvatura correspondiente al punto de tangencia es una curvatura inferior a la de
agotamiento.

Existe finalmente una situaciéon de transicién en la que el soporte alcanza ambos
estados limites Gltimos al mismo tiempo. Siguiendo con la representacion del MCM, este
caso corresponderia a un soporte para el que la directriz mecdnica y geométrica son tangen-
tes en el Gltimo punto de la directriz mecdnica.

Como puede comprenderse, debido a la existencia de los estados limites ultimos
explicados, no resulta féicil establecer un método preciso que permita resolver el problema
del dimensionamiento de soportes equivalentes con un modelo que representa Unicamente
el estado limite Gltimo de agotamiento.
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de la seccion critica.
2.4. Método de las Curvaturas de Referencia

El planteamiento del problema del dimensionamiento de un soporte equivalente
puede resumirse como sigue:

I - El proyectista dispone de los siguientes datos:

— 1: = Longitud del soporte equivalente;
— e,,e, = Excentricidades de primer orden en las articulaciones;
— N: = Axil

II - El proyectista debe elegir, seglin criterios arquitectonicos, constructivos, etc.:

— Forma y dimensiones de la seccion transversal;
— Distribucién de armadura;
— Logs Tyt resistencias de cdlculo del hormigdn y del acero.

III - El problema de dimensionamiento estricto consiste en obtener la cuantia de armadura
minima de la seccién transversal, para la que el soporte alcanza un estado limite ul-
timo.

Conocidas las excentricidades de las articulaciones e, , €, y la longitud al soporte equi-
valente, v utilizando la hipétesis de deformada conocida, es posible definir la directriz geo-
métrica del soporte a dimensionar.

Si por otro lado se conoce el axil y la forma, dimensiones, distribuciéon de armaduras y
caracteristicas de los materiales de la seccion transversal, es posible definir para distintas
cuantias de armadura directrices mecénicas que representan el comportamiento resistente
de la seccion a dimensionar.

Finalmente la cuantia correspondiente a la directriz mecdnica que con la geométrica
defina un estado limite ultimo (apartado 2.3) serd la cuantia estricta de dimensionamiento,
correspondiente al soporte analizado.

Se considera en primer lugar el caso de soportes que alcanzan el estado limite altimo
de agotamiento de la seccion critica utilizando, por ejemplo, la hip_étesis de distribucién
senoidal de curvaturas del MCM, figura 7.
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En este caso la armadura de dimensionamiento estricto serd la que corresponda a la

directriz mecdnica que se intersecta con la directriz geométrica en el ultimo punto de la
directriz mecdnica.

Para cualquier cuantia superior a la minima, el soporte tendrd un estado de equilibrio
estable, ya que la directriz geométrica tendrd por lo menos un punto de intersecciéon con la
mecdnica correspondiente, y en estos casos no se habra alcanzado el estado limite ultimo.

Si se representan en un diagrama w — h/r los puntos del equilibrio correspondientes a
las distintas cuantfas, tal como se muestra en la parte inferior de la figura 7, se obtiene una
curva mondétona descendente.

La curva w — h/r representa estados de equilibrio estable para todas las cuantias y un
estado de equilibrio estable y agotamiento de la seccion en el ultimo punto correspondiente
a la cuantia minima.

Si se conociese a priori que el soporte rompe por agotamiento de la seccidn critica
se habria obtenido la minima cuantia de dimensionamiento utilizando en vez de las direc-
trices mecdnicas completas, de laboriosa obtencién, los ultimos puntos de las mismas para
distintas cuantias. Esta curva, llamada curva de curvaturas de referencia de agotamiento,
estd formada por dos ultimos puntos de las directrices mecdnicas, y representa la relacion
entre la excentricidad y la curvatura (e/h — h/r) para un axil (») y diferentes cuantias (w).

La interseccion de la directriz geométrica y la curva de curvaturas de referencia de
agotamiento, graduada en cuantias, da directamente la cuantia de dimensionamiento es-
tricto. En el caso de soportes cortos (A = 0) la directriz geométrica se transforma en una
recta horizontal y la cuantia correspondiente a su interseccion con la curva de curvaturas
de referencia de agotamiento corresponde a un dimensionamiento estricto de la seccion,
igual al que se obtendria utilizando los diagramas de interaccién de secciones.

En definitiva, la curva de curvaturas de referencia de agotamiento permite el dimen-
sionamiento estricto de soportes que alcanzan el estado limite ultimo de agotamiento con
la misma precisién que los métodos de comprobacion (MCM o MDS) para el caso de sopor-
tes esbeltos y que los diagramas de interaccion de secciones para soportes cortos.

Para soportes en los que se alcanza el estado limite ultimo de inestabilidad, figura 8,
la cuantia estricta de dimensionamiento es la que corresponde a la directriz mecdnica que
es tangente a la geométrica en un punto de la directriz mecdnica a la 1zqu1erda del que
representa el agotamiento de la seccion.

La curva w —h/r en este caso es una curva que presenta un minimo relativo que
corresponde a la cuantia estricta, con un tramo descendente para curvaturas inferiores
a la de tangencia y otro ascendente para curvaturas mayores que la de tangencia. La rama
descendente representa estados de equilibrio estable y la rama ascendente estados de equi-
librio inestable.

En principio el punto de la directriz mecdnica para el que se produce la inestabilidad
puede ser cualquiera excepto el que representa el agotamiento de la seccién, ya considerado.

Un detallado estudio sobre las directrices mecdnicas y sobre roturas de sopories esbel-
tos por inestabilidad ha permitido obtener las siguientes conclusiones:

[- En las directrices mecédnicas correspondientes a esfuerzos axiles bajos (v = —0,4) el
punto correspondiente a la curvatura para la que se produce la deformacién del limite
eldstico del acero en la armadura mds traccionada constituye un punto critico en el que
se observa un repentino cambio de pendiente de la directriz mecdnica (punto 2 de la
figura 3).
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I1- En las directrices mecdnicas correspondientes a esfuerzos axiles elevados (v < —0,4)
el punto correspondiente a la curvatura para la que se produce la deformacion del 1i-
mite eldstico del acero en la armadura mds comprimida constituye un punto critico
en el que se observa también un cambio brusco de pendiente en la directriz mecdnica
(punto 3 de la figura 3).

11 - En la mayor parte de los casos el estado limite Gltimo de inestabilidad corresponde
a uno de estos puntos.

IV - Las curvas w — h/r tienen un minimo relativo que corresponde a la cuantia de dise-
fio y presentan una extensa zona plana en el entorno de este punto. Por este motivo,
si el estado limite ultimo de inestabilidad se produce en otro punto distinto de los
puntos criticos indicados en I y II, el error que se comete en la evaluacién de la cuan-
tia estricta es pequefio y siempre del lado de la seguridad.

Consecuentemente es posible definir una curva de curvaturas de referencia de inesta-
bilidad para el dimensionamiento de soportes que alcanzan este estado limite Gltimo. Esta
curva estd formada por los puntos criticos indicados en I y II de las directrices mecdnicas,
segin la magnitud del axil considerado, y representa la relacion entre la excentricidad y la
probable curvatura de inestabilidad (e/h — h/r) para un valor de axil (v) y diferentes cuan-
tias (w),

La interseccién de este curva con la directriz da directamente la cuantia estricta de
disefio para soportes que rompen por inestabilidad, o por lo menos, una estimacion de
suficiente precisiéon y siempre del lado de la seguridad.

Finalmente, el MCR propuesto puede resumirse como sigue:

I- El MCR utiliza la idea de directriz geométrica, es decir, la hipotesis de deformada co-
nocida, y es compatible tanto con la propuesta en el MCM como en el MDS.

II- Propone la sustitucion de las directrices mecdnicas, de laboriosa obtencién, por las
llamadas curvas de Curvaturas de Referencia de Agotamiento e Inestabilidad, vincu-
ladas a los estados limites ultimos de agotamiento de la seccion critica y de inesta-
bilidad, respectivamente.

III - El dimensionamiento estricto de la armadura de un soporte consiste en leer las cuan-
tias correspondientes a la interseccion de su directriz geométrica con las curvas de
Curvaturas de Referencia de Inestabilidad y Agotamiento, y tomar como cuantia es-
tricta la menor de las obtenidas (figura 9).

2.5. Efecto de las cargas permanentes. Fluencia

Las cargas permanentes producen efectos importantes sobre el comportamiento de
los soportes esbeltos: en general, provocan un aumento de la deformacién debido a la
fluencia del hormigdén bajo carga, vy en el caso de soportes muy esbeltos pueden provocar
una rotura por inestabilidad debida a fluencia.

Existen en la bibliografia (1) dos procedimientos para tener en cuenta el efecto de
las cargas permanentes en el caso de soportes equivalentes:

I- Procedimiento no lineal: Este procedimiento, puesto a purnto para los métodos de
comprobacidn, consiste en considerar una directriz mecdnica que tenga en cuenta el
efecto del aumento de deformaciones debido a fluencia. Para ello se construye la direc-
triz mecdnica utilizando como diagrama tensidon deformacién el correspondiente a car-
ga instantdnea con una transformacién homotética en deformaciones a través de un
coeficiente de fluencia.
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Il - Procedimiento lineal: Este procedimiento consiste en considerar que el efecto de las
cargas permanentes se traduce en un aumento de la excentricidad de la seccion critica.

Utilizando un modelo de fluencia lineal y seccidn homogénea se puede evaluar este
aumento de excentricidad, considerdndolo como parte de la excentricidad de primer
orden.

Si bien el MCR propuesto se ha presentado sin discriminar el tipo de axil a considerar,
es perfectamente compatible con ambos procedimientos.

Utilizando el procedimiento no lineal, para cada axil deberian calcularse las curvas de
Curvaturas de Referencia a partir de directrices mecdanicas obtenidas con un coeficiente de
fluencia adecuado.

Utilizando el procedimiento lineal sélo debe evaluarse la excentricidad debida a fluen-
cia considerando las caracteristicas del axil existente y tomando como excentricidad de
primer orden para la definicion de la directriz geométrica, la suma de la excentricidad de
primer orden real mds la excentricidad debida a fluencia calculada.

3. CONCLUSIONES

I- El MCR presentado constituye un método de dimensionamiento directo general, ya
que permite la obtencién directamente de la cuantia, tanto para soportes cortos como
para soportes esbeltos de forma continua.

Para el caso de soportes cortos permite obtener igual precision que la que dan los
diagramas de interaccion de secciones.

Para soportes esbeltos que alcanzan el estado limite ultimo de agotamiento de la
seccién critica, la precision es igual que la de los métodos de comprobacion MCM y
MDS.

Para soportes esbeltos que alcanzan el estado limite ultimo de inestabilidad, los resul-
tados coinciden con los de los MCM y MDS o resultan ligeramente del lado de la se-
guridad.

IT- El MCR permite representar adecuadamente el fenémeno fisico de soportes esbeltos
ya que se tienen en cuenta separadamente los estados limites ultimos de inestabilidad
y de agotamiento de la seccidn critica.

IIT - Respecto a su yt'ilizacién, el MCR ha sido implementado mediante Abacos de Dimen-
sionamiento y Formulas de Dimensionamiento, que se describen en las partes segunda
y tercera de este articulo. Asimismo puede utilizarse comodamente con ordenador, ya
que constituye un algoritmo directo.
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SUMARIO:
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El trabajo pretende exponer la panordmica internacional respecto de los criterios sobre
‘tolerancias dimensionales de los elementos y/o componentes constructivos. Para ello se ana-
liza la normativa propuesta por algunas instituciones: ISO, CEB y PCI asi como normas y re-
comendaciones de tipo nacional: Alemania, Suecia, Unién Soviética, Polonia y Holanda.

Mediante un tratamiento grafico de los datos recopilados, se ponen en evidencia los
principales puntos de concurrencia y se concluye con unas orientaciones a modo de conclu-
siones.

INTRODUCCION

El tema de las tolerancias dimensionales presenta un doble aspecto: teérico y practico.
El tratamiento tedrico es similar al de cualquier sector productivo industrial en que se em-
plea. Se trata de un problema de estadistica aplicada, y de condiciones de fabricacién y
montaje de los que hay excelente bibliografia (1).

Ante el enfoque de este “Primer Simposio” (*) hemos optado por tratar el tema desde
el punto de vista de la normativa préctica internacional, de cuyo andlisis comparativo pue-
den obtenerse importantes conclusiones en la perspectiva del segundo de los objetivos del
Simposio:

_ “Confrontar el avance de la Normalizacién Técnica en el sector de la Construccion y

formular recomendaciones para incentivar su desarrollo”.

Ha de distinguirse claramente que una cosa son las tolerancias de elementos aislados y
otra distinta el problema que se plantea al considerar dichos elementos formando parte de
un conjunto que a su vez tiene unas tolerancias iguales o distintas entre si.

* Este trabajo fue presentado al “Simposio Iberoamericano de Control de la Calidad en la Construccioén’, ce-
lebrado en Bogotd (Colombia) del 2 al 5 de diciembre de 1980.
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El concepto de tolerancia tiene un significado ‘“legal” en el sentido de diferencia entre
la mayor y la menor de las medidas permisibles. En el fondo del tema subyace un condicio-
namiento econdémico, ya que el conseguir un nivel u otro de calidad, dentro de ciertos limi-
tes, es bdsicamente un problema de costes.

A titulo de ejemplo préctico, y basindonos en los criterios de la norma ‘‘Fachadas Pre-
fabricadas de Paneles” de las Normas Tecnologicas de la Edificacion (2), puede comprobarse
(tabla 1) que para una tolerancia de la distancia entre ejes de juntas verticales de + 3 mm
(para A = 2.000 mm) resultan, de acuerdo con el resto de los factores, juntas verticales de 6
mm de ancho minimo (valor E) y de 12 mm. de ancho bdsico (valor G). Si la tolerancia,
manteniendo el resto de las condiciones, varfa de + 3 mm a + 7 mm y —5 mm, el ancho
minimo de la junta seguiria siendo 6 mm pero el ancho bdsico pasaria de 12 mm a 20 mm,
lo que supone entre otras consecuencias un 66,6 por 100 de aumento de material sellante,
caso de que fuesen selladas, o de disponer de una solucién adecuada caso de que fuesen
abiertas.

El fijar una serie de tolerancias concretas debe ser resultado de un cierto pacto entre
promotores, constructores y fabricantes de elementos que puede ser propiciado por la Admi-
nistracion en funcién de las caracteristicas especificas de cada caso.

CRITERIOS DEL COMITE EUROPEO DEL HORMIGON (C.E.B.) Y DEL PRECAST
CONCRETE INSTITUTE (P.C.I) :

El objetivo bdsico de la norma CEB (3) es la ejecucidn de estructuras mediante la union
de grandes paneles, para lo cual admite como tolerancia en centimetros sobre las grandes di-
mensiones o sobre la diagonal de un panel + 1/8 ¥ 4 ;siendo “d” la longitud de que se trate,
en centimetros. (Véase fig. 1).

Para el caso dP espesores de los elementos (h) en centimetros, la tolerancia fijada es
+ 0S5 cmsy -1/8 ¥h cms estando “h” igualmente expresado en centimetros. (Véase fig. 2)

Los efectos de coplaneidad entre aristas opuestas deben ser tales que la distancia de un
vértice del rectangulo formado por el paramento de un panel al plano determinado por los
otros tres vértices sea inferior 1/250 de la dimension pequefia del panel.

La normativa del PCI (4) presenta como tolerancias dimensionales de los elementos en
el desmoldeo “altura y anchura totales medidas en la superficie adyacente al molde en el
momento del vaciado” las representadas en la figura 1, en dimensiones métricas, equivalente
a incrementos de + 1/16” en la tolerancia por cada 10 pies de magnitud.

Los espesores de elemento, para cualquier valor, han de estar comprendidos en la zona
de variaciéon de + 6,3 mm (+ 1/4”) y —3,2 mm (— 1/8”).

NORMA SOVIETICA SN-I-61

La norma soviética arranca de una filosoffa distinta a las anunciadas anteriormente en
las que se desvinculaban tolerancias y tipos de usos. Muy al contrario, el factor fundamental
de la normativa soviética no es la magnitud sino el tipo de uso de los elementos. Por tanto,
las tolerancias se fijan en virtud de resultados estadisticos de mediciones y de criterios de
uso dictados por la préctica.

En la tabla 2 adjunta (5) se recogen las tolerancias admitidas por esta norma, segun ti-
pos de elementos y dimensiones fundamentales de los mismos.
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TABLA 1
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ble del sellante: 20 %
Tolerancia de tabricacién: £ 3 mm
Dimensiones de coordinacién:
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NORMATIVA 1.S.0.

Siguiendo los criterios mantenidos por Volbeda (6), la definicion de cualquier procedi-
miento de tolerancias dimensionales puede caracterizarse por dos rasgos fundamentales: el
“método o ley de formacién” y la “gradacién” de niveles de calidad.

La normativa ISO, en el campo de las tolerancias dimensionales, presenta una ley de
formacion meridianamente clara al establecer la ecuacidn:

i=045 ¥L +0,001L

en la que “L” es la dimension nominal en milimetros e ‘i’ la tolerancia bésica expresada en
micras.

Para pasar de las tolerancias bdsicas, funcién Unicamente de “L”, a la determlnamon de
la gradacién de niveles o clases de calidad, ISO establece la siguiente relacion:

5
[ —
T=+10.1
en la que T es la tolerancia en mm y K el nivel o clase de calidad. De acuerdo con esto, los

valores de las toleran01as de un cierto nivel de calidad son iguales a las del nivel precedente
multiplicados por v 10.

TABLA 2

Errores dimensionales admisibles de los elementos prefabricados de grandes dimensiones, segiin la
norma soviética SN-1-61

Errores admisibles (mm)

TIPO DE ELEMENTO Sobre el espesor
Sobre el ancho
Sobre el largo i o la altura
de la seccion .
de la seccion
Losa de forjado ' +10 +5 t5°
Losa de cubierta +10-5 +5-10 +5
Panel de muro +10 +5 x5

Blogues de cimentacion de edificios de vivienda
y construcciones industriales:

— Dimensiones totales 15 +15, *10

— Dimensiones de los huecos 15 15 20
Soportes:

— Dimensiones totales +10 x5 + 5

— Entre la base y la superficie superior de la

ménsula o del capitel =5 — —

Viga que soporta un puente griia 10 x5 5
Viga de alma llena o de celosia hasta 18 m de luz * +5 x5

Viga de alma llena o de celosia de mds de 18 m

de luz +20 5 +5
Viga principal +10-5 5 5
Tramo de escalera 5 5 5
Losa meseta de escalera + 8-5 5 +5-3
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PC.I

e C.E.B.

TOLERANCIA EN mm.

*154

4104

46,4
+5-

+32
0 0 0
o O O &
0 + b —t ¢ - +
00! 0,10 03 03 18 3,0 60 90 18,0 24,0
DIMENSION EN METROS
=32
J-48
-5
-6,4
-8,04
o8
-103
-15-
Fi1G. 1
mm.
+673 —_— —_——— .+6,3mm.
+50 +5,0mm.

Fi1G. 2

Bdsicamente, éstos son los c‘ornceptos generales de los que han arrancado la mayoria de
las normas nacionales que se ocupan del tema tolerancias en el sector construccién. De la
adecuacion a las circunstancias especificas, de la ley de formacion, seleccioén de los intérvalos
de “L” y niveles de calidad, depende el éxito de la implantacioén de este tipo de normativa y
que cale o no como forma de entendimiento entre proyectistas y productores.

Veremos seguidamente algunas aplicaciones a casos de normativas nacionales, de la filo-
sofia ISO expuesta.

LA NORMA ALEMANA TGL 7255

La norma alemana enfoca el tema de las tolerancias con una amplitud y profundidad
que ha sentado precedente en el planteamiento normativo de diferentes paises desarrollados.
El criterio bésico, en el campo de los elementos prefabricados a base de hormigdn, es el rela-
cionar el valor de la tolerancia con el proceso productivo empleado, y con la magnitud del
parametro bajo control.

La génesis de la norma TGL 7255 parte de una familia de curvas experimentales resul-
tantes de representar en abscisas dimensiones nominales y en ordenadas tolerancias dimen-
sionales como intervalos de variabilidad simétricos respecto a la dimensién nominal (fig. 3).
El ntimero de curvas, en el caso concreto de la norma alemana, es de diez, correspondientes
a otros tantos niveles de precisién. Posteriormente se establecieron los intervalos dimensio-
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TOLERANCIAS
DIMENSIONALES

Fig. 3
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DIMENSIONES NOMINALES

nales de acuerdo con la prictica cotidiana, quedando fijados los seis siguientes: 0-100 mm;
- 100-300 mm; 300-900 mm; 900-3.000 mm; 3.000-9.000; > 9.000 mm; con lo que aparecian
de forma inmediata los saltos de tolerancias.

En la tabla 3, se recogen siete niveles de precision de GK3 a GK9 que son los adecuados
para la gama de elementos a base de hormigdn y que en la fig. 4 se representan de forma gré-
fica.

Bésicamente, cada nivel de precision se corresponde con uno o varios procedimientos
de produccioén o, si se quiere, cada proceso productivo ha de buscar el nivel de precisién que
le es mds idéneo. A titulo de ejemplo, el nivel GK3 seria para elementos producidos en mol-
des a base de pldsticos reforzados; GK4 + GK5 para moldes rigidos de acero; GK4 + GK6
moldes de hormigdén; GK5 + GK8 bateria de moldes de acero de diferentes calidades;
GK5 + GK8 moldes metdlicos desmontables, y los niveles GK7 + GKS8 para elementos pro-
ducidos en moldes de madera ensamblada a base de cufias y/o tornillos.

De la normativa genérica, se deducen tablas especificas de aplicacién donde se concre-
tan en detalle las distintas amplitudes del campo de variacién dimensional, como es el caso
de la tabla 4.

Enlazando con la idea bdsica de que la tolerancia de los elementos prefabricados de
hormigén debia ser funcién del tipo de molde empleado en su produccién, se ha llevado a
término en Polonia una masiva toma de datos sobre elementos de distintas procedencias y
para diferentes usos (7). La agrupacién (fig.5 ) de las desviaciones respecto a las dimensiones
tedricas, se ha realizado teniendo en cuenta el tipo de produccioén de los elementos: en mol-
des de madera (curva A); de madera o metdlicos desmontables (curva B); metélicos (curva C)
0 a base de soluciones mixtas o complejas (curva ABC).

En base a los resultados del trabajo polaco mencionado se establecieron seis niveles de
calidad o clases de precision y sobre las curvas A, B y C se establecieron los escalones de to-
lerancias que se visualizan en la figura mencionada y cuantifican en la tabla 5.
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TABLA 3

Dimension nominal del TIPOS DE PRECISION
componente en mm.

Desde Hasta GK 3 GK 4 GK 5 GK 6 GK 7 GK 8 GK 9
100 0,5 1 2 3 4 6 10
100 300 1 2 3 4 6 10 16
300 900 2 3 4 6 10 16 25
900 3.000 2 3 5 8 12 20 32
3.000 9.000 3 4 6 10 16 25 40
9.000 3 5 8 12 20 32 50
TOLERANCIA FUNDAMENTAL (6 6) EN MM.
NORMA ALEMANA TGL 7255
+50- TOLERANCIA EN mm. GK9
+ 45
+40+
+ 354
GK8
+30
+25
+20- GK7
+154
GK6
16 ) )
GK5
J J GK4
] ) ) | 1 '
.3 7 g J
¥2 J /) GK3
+7,2] ) |
£0,87 '
0 I i T ' T 1 T T T
0,10 0,3 c,9 1,8 30 6,0 9,0 18,0 24,0

DIMENSION EN METRGCS
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TABLA 4

Discrepancias admisibles segiin el tipo o clase de precision

Tolerancias para el intervalo de medidas nominales de

Tipo de Hasta |Mas de [Mdsde |Masde |Mas de |Mas de | Mas de
preci- Aplicable a 25 25 100 250 | 1.000 |2.500 |10.000
sion hasta |hasta | hasta | hasta | hasta
100 250 |1.000 | 2.500 [10.000
Medidas de anchuras y longitudes | * 1 £ 1.5 & 2 3 4 2 6
Limites de control 3) paraGK 6 | * 0,5 £ 1 | T i2] T2 | 25 3| *4
Medidas de alturas E1 + 1,50 £ 25 £ 4 5 + 8 + 8
GK 6
Limites de control 3) para GK 6 tos5| 1 | *£15 £25 3 | 4] t5
Medidas de profundidades + 0,5 £ 2 +° 3 + 5 + 6 + 8 +10
Limites de control 3) para GK 6 + 1 12| =2 + 3 + 4 + 5 + 6
Medidas de anchuras y longitudes | = 1,5| * 2 + 3 5 x5 + 8 10
GK 7 |Medidas de alturas + 1,5 = 2,5| £ 4 + 6 + 8 +10 +12
Medidas de profundidades 2 + 3 + 5 + 8 +10 +12 +16
Medidas de anchuras y longitudes | * 2 + 3 + 5 8 10 +12 16
GK 8 |Medidas de alturas + 25| £ 4 + 6 +10 +12 +16 +20
Medidas de profundidades + 3 + 5 + 8 12 +16 +20 +25
Medidas de anchuras y longitudes | 3 * 5 + 8 +12 16 +20 +25
GK 9 |Medidas de alturas + 4 + 6 10 16 +20 25 +30
Medidas de profundidades 5 + 8 +12 +20 +25 30 +40
Medidas de anchuras y longitudes | * 5 + 8 +12 +20 25 +30 +40
GK 10 |Medidas de alturas 6 10 16 +25 30 140 50
Medidas de profundidades + 8 +12 +20 +32 +40 +50 +60
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TOLERANCIA

EN mm.
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Fig. 5.
TABLA 5
Tolerancia de fabricacion
Dimension teorica
A B C
mm mm mm
60 6,8
70 74
80 7,8
90 8,2
100 8,7 3,8
150 10,8 5.4
200 12,6 6,5.
250 14,4 7,5
300 15,8 8,5
350 17,4 9,2
400 18,6 9,8
500 21,0 11,0 5,8
600 23,5 12,4 6,8
700 25,6 13,4 7,7
800 14,3 8,5
900 15,0 9,0
1.000 15,8 9,5
1.500 19,0 11,4
2.000 21,0 12,6
2.500 13,5
3.000 14,2
4.000 15,0
5.000 15,8
6.000 _ : 16,2




EL SISTEMA DE TOLERANCIAS HOLANDES

El sistema holandés es idéntico al ISO para dimensiones inferiores o iguales a 500 mm.
Para dimensiones superiores a 500 mm utiliza como ley de formacién: i = al. + b, en la que
los coeficientes “a” y “b” estdn basados en un andlisis de los datos de medida.

NORMATIVA HOLANDESA

TOLERANCIA EN mm.

tabl
4551 ——N— e _(v:r_ 2')_0_) _____ K18
+50 - N\ _{ver tabla) .
+ 454

+40-

+354

+ 304 K14

+20

+15+

K12

+10

1 T T T
0,1 0,2 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0 16,0 25,0 40,0
DIMENSION EN METROS
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TABLA 6

Tabla de tolerancias

I Valores de k

12 14 16 18

0,1 -< 0,2 04 1,0 2,5 6

0,2 - <0,5 0,5 1,4 3,5 9

05-< 1 0,7 1,7 4,5 11

. 1 —-<2 0,9 2 5 14
3 7 -5 5 1,3 3 8 20
8 5 —<10 2,5 6 14 35
g 10 -<16 3,5 9 2 55
> 16 —<25 5 13 33 85
25 — <40 8 20 50 125

40 - 12 31 80 200

Un resumen de los valores correspondientes para lasiclases cualitativas 12, 14, 16 y 18,
que son las empleadas en el sector construccion, fija para Holanda los valores recogidos en la
tabla 6 y representados en la fig. 6.

ESPECIFICACIONES SUECAS HusAMA 72

Recogiendo la rica experiencia préctica de Suecia en la construccidn a base de elemen-
tos de procedencia industrial, el amplio cuerpo normativo sobre coordinacién modular y no
pocos trabajos de investigacién en los que se sustentan las bases tedricas, aparecieron las es-
pecificaciones HusAMA (8) en las que centraremos nuestra atencion.

La caracteristica fundamental de este cuerpo normativo es la de intentar transvasar la
simple enumeracién de valores cuantitativos de tolerancias dimensionales para acercarse a po-
sibilitar un disefio que tenga en cuenta las tolerancias.

No trata de acotar las desviaciones admisibles de elementos en abstracto, sino de par-
tes de un todo constructivo que han de cumplir funciones diferenciadas.

La filosofia de la HusAMA 72 presenta las siguientes singularidades:

a. Recoge la forma de cuantificacién de tolerancias sefialada por la ISO a base de esca-
lones dimensionales estableciendo (fig. 7) cuatro intervalos de medida de “L’’: 0,00 -
1,80m ;1,80-6,0m;6,0 -18,0m.y siete niveles cualitativos: B, C,...H.

b. Establece HusAMA 72 dos componentes constituyentes de la desviacion final: la to-
lerancia de fabricacién y la de emplazamiento.

c. Distingue o concreta gamas de tolerancias para cada familia de elementos funciona-
les: muros, pilares, elementos de forjado... y tecnologias mds usuales: prefabricacion.
estructuras metdlicas, aparejos tradicionales...

d. Fija hasta cuatro clases diferentes, o niveles de precisioén, para cada gama de valores.

De lo dicho, puede deducirse que el criterio fundamental en el que se basan las especifi-
caciones suecas es el valor de la magnitud (‘L") matizado por el tipo de uso, el tipo de tec-
nologia y una gradacién cualitativa con cuatro posibles niveles.

A titulo de ejemplo, recogemos en las tablas 7 y 8 las tolerancias de fabricacién y del
emplazamiento del elemento funcional “muro” a base de “hormigén prefabricado” segiin
cuatro clases cualitativas.

79



ESPECIFICACIONES SUECAS HusAMA 72

TOLERANCIA EN mm.

+50
+45-
+ 40
+ 354
+30-] ;
+25-
+204 % e
+15+
( ( (
+10+
( J ("
£5 - c
I f
;cT),z { {
-— ,U
o T T T T T T T T
0,10 0,3 0,9 1,8 3,0 6,0 9,0 18,0 24,0

DIMENSION EN METROS
FIG. T
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TABLA 7

Tolerancias de fabricacion
TAB G/6: Muros

Dimensién Lor'lgitud Desviacion permitida (mm)
medida (m)
Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4
Longitud L D E E G
Altura L D E F G
Espesor L +3 5 +8 t10
Posicionamiento de componentes
embebidos L D E F G
Curvatura de arista L B C D E
Deformacion a lo largo de un lado L B C D E
Deformacion a lo largo de la
diagonal L B C D E
Alabeo L C D E F
Desviacion angular lado/altura L D E F G
TABLA 8
Tolerancias de emplazamiento
TAB G/7: Muros
Desviacion permitida (mm)
Dimension baupitod
medida (m) Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4
Posicionamiento + 8 * 12 +* 20 + 30
Distancia entre pafios adyacentes + 8 + 12 + 20 + 30
Ancho de junta + 3 5 * 8 x 12
Resalto de junta exterior 3 5 8 12
Resalto de junta interior 2 3 5 8
Desplazam. de la junta hacia el ext| 5 + 8 + 12 + 20
Nivelac. de la parte sup. del elemen + 5 + 8 * 12 * 20
Resalto de la junta sup. del elemen
(plano de carga) 3 5 8. 12
Deformacion E D E F G
Inclinacién L D E F G
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ALGUNAS CONCLUSIONES EN BASE A LOS DATOS EXPUESTOS

Una conclusién obvia, es el constatar que de una forma u otra existe en todas las nor-
mas recogidas, una cierta relacién entre la magnitud de la tolerancia y la del pardmetro bajo
control o medicion.

No hay tanta concurrencia de criterio a la hora de valorar qué tipo de relacién debe
existir entre ambos pardmetros, ni sobre qué otros criterios deben tenerse en cuenta, aunque
bdsicamente son dos las opciones manejadas: tipo de fabricacion o funcién a la que se desti-

na el elemento, y en el caso de la HusAMA una combinacién de ambas.

Existe prdctica unanimidad en establecer, atin dentro del sector construccién, y para
cada pais en concreto, diversos grados o niveles de calidad, lo que abre el abanico de posibi-
lidades a la hora de fijar la gama mds adecuada para cada produccién de elementos u obra

concreta.
GRAFICO COMPARATIVO DE LA NORMATIVA
SOBRE TOLERANCIAS DIMENSIONALES DE
ELEMENTOS.
TOLERANCIA EN mm.
+50+ :?GLANDA
45
+40-
+35
' HOLANDA
+304 K14
s
+25
2201 Pl
CESB.
154
P s
3 E, SUECIA
410 /
6K5, ALEMANIA
+5
+3
i — —1
o 0,1 0,3 0,9 18 30 60 9,0 18,0 24,0 40,0 60,0
DISTANCIA EN METROS
Fig. 8.
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TABLA 9

CE? Nivel de mayor exigencia Nivel de menor exigencia
"L fem) t1/8yL 3_5 I3 3_ 5 13
(mm) +1/84/L:y/10 ~+—+/L +1/84/L.A/10 >+ /L
(mm) 13 (mm) 5

10 2,69 1,65 4,30
30 3,87 2,38 6,20
90 5,60 345 8,96
180 7,05 4,34 11,28
300 8,36 5,15 13,38
600 10,54 6,48 16,86
900 12,06 7,42 19,30
1.800 15,20 9,35 24,32
2.400 16,72 10,29 26,76
4.000 19,84 12,21 31,74
6.000 22,71 13,98 36,34

A modo de resumen, de la normativa expuesta, hemos recogido en la fig. 8 lo que po-
dfamos llamar “zona media” de los niveles de permisibilidad. Hemos representado la curva
propuesta por el C.E.B., los niveles GK5 y GK7 de la normativa alemana;los K12 y K14 de
la holandesa y los niveles E y F de la sueca. Dado que la curva de tolerancias propuesta por
el C.E.B. se ajusta a lo que podia ser eje de simetria de todos los valores representados, he-
mos optado por introducir dos niveles de calidad en base a la “ley de formacién” del C.E.B.
y al criterio 1.S.0. de tomar ¥ 10 como factor de proporcionalidad. Siguiendo estos criterios

(véase tabla 9) aparecen las curvas * 1T YL y = —1.3% .Delo representado en la fig. 8
deducimos: i B

a. Que los niveles de exigencia son globalmente altos por tratarse de normas de paises
con una gran tradicion y experiencia en la produccién y empleo de componentes, lo cual no
€s poco. ;

b. Que deberia darse tratamiento distinto a las pequefias dimensiones y espesores, (infe-
riores a un metro por ejemplo), del resto de las magnitudes, como es el caso de la normativa
C.EB.yP.C.L

c. Que las normas estudiadas barren una banda con muchas zonas en comun y algunas
particularidades:

— La norma holandesa se muestra extremadamente rigida con los pequyeﬁos valores, de
0,10 a 5,00 m, y laxa con los grandes valores > 18,0 m.

— Los niveles E y F de las especificaciones suecas, practicamente quedan insertos en el
espacio limitado por los niveles GK5 y GK7 de la normativa alemana.

1 ) 1 ..

d. Que el drea comprendida entre las curvas y = + — YL ey=% —15 ¥ L practi-
camente recogen la zona media del espacio normativo comun a todos los casos estpdjados; y
que para paises sin la tradicién industrial de los expuestos, el situar su normativa entre las
1
8

curvas + rL y t —113— L (zona tramada) séria un excelente objetivo 0 meta para al-
canzar, no-sin un importante esfuerzo y un plazo dilatado.
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CALCULO DE ESTRUCTURAS DE PUENTES DE HORMIGON
Por Avelino F. Samartin Quiroga

En este libro se hace una exposiciéon ordenada de los distintos métodos generales de Cal-
culo de Estructuras, dedicando una especial atencion a su aplicacion al andlisis de puentes.

El puente, y en particular su tablero, constituye el principal elemento a considerar co-
mo estructura tipica que sirve para comprobar la eficacia, validez y limitaciones de cada pro-
cedimiento de calculo.

El impresionante desarrollo.alcanzado durante las Gltimas décadas en el calculo de es-
tructuras se restringe en este libro al analisis lineal y elédstico, que corresponde al caso tipico
de la situacién de servicio de los tableros de puentes.

El libro aspira a superar la vertiente tedrica de un tratado general sobre Cdlculo de Es-
tructuras y a constituir un elemento de ayuda al especialista de puentes, en sus tareas de dise-
fio, analisis y comprobacion estructural. Se muestra en detalle la problematica y especifidad,
que aparece en la aplicacion de cada método de calculo a un tablero real.

El objetivo del presente libro es impulsar un mayor y eficiente uso del computador en el
calculo practico de tableros de puentes.

Este texto representa el fruto de dos décadas de experiencia practica y docente del au-
tor en el calculo de estructuras y en especial de los puentes.

Este volumen, de Editorial Rueda, consta de 763 pdginas, 65 tablas, 322 figuras. Su pre-
cio es de 3.480 pesetas.
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Influencia de las imperfecciones en
la carga critica de estructuras de
entramados planos

Por: German Gutiérrez y Avelino Samartin

Dres. Ingenieros de Caminos

Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos.
Departamento de Analisis de Estructuras. Santander

1. INTRODUCCION

La aparicién de errores o pequeflas diferencias entre la situacion ideal prevista y la real
durante la ejecucion o proyecto de una obra constituye un fendmeno inherente a la limita-
cién humana. Las Normas Oficiales suelen recoger en su articulado tolerancias méximas ad-
misibles para estos errores deducidos, muchas veces, mediante criterios empiricos. Un plan-
teamiento acaso mas racional serd indicar los valores limites de las imperfecciones de la obra
en funcion del nivel de seguridad adoptado. En este articulo, se estudia desde este punto de
vista, la influencia de los errores de ejecucion en el valor de la carga critica de la estructura.
Evidentemente, las imperfecciones no deben ser limitadas inicamente por criterios de esta- -
bilidad global de la estructura, puesto que existen otras causas de colapso de la misma, que
pueden verse afectados mas seriamente por las imperfecciones y por consiguiente ser mas
exigentes en los niveles de las tolerancias maximas.

Las imperfecciones que se consideran aqui, corresponden a valores relativamente pe-
quefios producidos por un conjunto de causas simultaneas y por lo tanto son susceptibles
de un tratamiento estadistico. Se excluyen de este estudio las equivocaciones o errores gro-
seros cuya descripcion matemética mediante métodos probabilistas no es adecuada.

Se utilizardn aqui la conjuncién de dos técnicas de cilculo —un modelo estructural ba-
sado en la teoria de la inestabilidad eldstica lineal y un modelo probabilista con distribucion
gaussiana o uniforme— que se desarrollan de un modo numérico mediante el procedimjento
de simulacién de Monte-Carlo. Se comprende que la extension del procedimiento de Monte-
Carlo al analisis de otros tipos de modelos estructurales més refinados o bien que consideren
otros mecanismos de colapso, asf como distintas imperfecciones, es directo a causa del caréic-
ter eminentemente numérico del método.

Antes de comentar la descripcién de los modelos anteriores, conviene revisar brevemen-
te los resultados mas importantes que la teorfa ha deducido sobre la influencia de las imper-
fecciones en la carga critica de una estructura que depende fundamentalmente de su forma

de pandeo.

85



2. TIPOS DE INESTABILIDAD ESTRUCTURAL

Sea una estructura que se encuentra en una situaciéon de equilibrio bajo un conjunto de
cargas. Sise introducen unos pequefios movimientos a partir de su posicién de equilibrio pue-
de ocurrir que la estructura sea estable, o sea, alcance otra nueva posicién de equilibrio. Por
el contrario, si los movimientos que se han introducido, se incrementan indefinidamente, sin
aumento delas cargas actuantes, es decir no se alcanza una posicién de equilibrio, se dice que
la estructura es inestable.

Se pueden distinguir dos tipos de inestabilidad y, con objeto de ilustrarlos, se conside-
ra la figura 1 que representa una celosia plana, simétrica, bajo la accién de una carga vertical
concentrada. En la situaciéon que muestra la figura 1-a correspondiente a una estructura ape-
raltada al aumentar la carga P s6lo existe, debido a la simetria, una deformacién simétrica
(el movimiento horizontal del nudo 2 es nulo). Sin embargo si la carga P alcanza el valor de
la carga critica de la estructura, ésta se hace inestable apareciendo un movimiento horizon-
tal del vértice 2, que antes no existia. Este tipo de pandeo es conocido con el nombre de bi-
furcacion de equilibrio. La figura 1-b expresa una situacién diferente a la anterior, con la es-
tructura rebajada cuya carga critica produce una deformacién que no implica la aparicion de
otro tipo de movimiento. Se denomina el pandeo, en este caso, pandeo por punto limite.

P = Perit.
p (du=#0)

a) Estructura aperaltada. Pandeo por bifurcacién de equilibrio

b ) Estructura rebajada. Pandeo por punto limite

FIGURA 1. - TIPOS DE INESTABILIDAD
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En la simple celosfa estudiada se han distinguido dos tipos de pandeo cuyas caracteris-
ticas fundamentales se pueden aplicar a otras formas estructurales mas complejas.

El primer tipo de pandeo, denominado por bifurcaciéon de equilibrio, corresponde al
fenémeno consistente en la apariciéon de una deformacién que antes no existia. El segundo
tipo, llamado por punto limite, se produce cuando la estructura disminuye su rigidez de un
modo gradual al aumentar las cargas sobre ella aplicadas y el modo de pandeo presenta la
misma direccidon que tenia lugar en el desplazamiento.

Se puede demostrar (1) que la determinacién de la carga critica de pandeo de una es-
tructura, puede llevarse a cabo mediante un anélisis linealizado, con suficiente aproximacion,
si éste aparece como una bifurcacion de equilibrio. En caso contrario, de pandeo por punto
limite, es preciso una formulacion global de célculo en términos no lineales.

Se comprende tras estos comentarios, la gran importancia en distinguir durante el estu-
dio del pandeo de una estructura el tipo de inestabilidad que ocurre. De esta distincion de-
pende el tipo de formulacién que debe utilizarse y, en el fondo, implica conocer la cuestion
fundamental: si al ocurrir la situacién de pandeo la geometria de la estructura ha cambiado
apreciablemente o no. Por otra parte, el estudio de la inestabilidad de las estructuras con pe-
quefias deformaciones iniciales se basa en su comportamiento en las proximidades del pan-
deo. A este objeto es interesante representar de un modo esquematico, la relacién entre la
fuerza P (o el factor de amplificacién de la carga) y el movimiento v (o médulo del vector de
movimientos caracterfsticos en el caso de estructuras con varios grados de libertad), como se
indica en la figura 2. Se observa en ella la diferencia entre el pandeo por punto limite y por

Estructura ideal
_~con rama

. ascendente
P
/ -
_- -~ Estructura con
- (@ imperfecciones
0 rama ascendente
. Estructura ideal con

rama descendente

@ Estructura  con
imperfecciones
rama descendente

v

a)
PA

Crit. [ = = e e g

(D Estructura ideal

™~
-~ @ Estructura con

/ imper fecciones

<

b)

FIGURA 2
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bifurcacion de equilibrio. En este Gltimo caso, es interesante observar si la rama de postpan-
deo es ascendente o descendente, puesto que ello representa un distinto comportamiento es-
tructural frente a las pequeflas imperfecciones. En efecto si la rama desciende, la estructura
imperfecta se comporta, al alcanzar la carga de pandeo, como si fuera tipo punto limite;y no
existe inestabilidad real en el caso de rama ascendente.

El estudio de la estabilidad y su clasificacion puede llevarse a cabo mediante la expre-
sion de la energfa potencial total V de la estructura (suma de las energias de deformacién vy
de la energia potencial de las fuerzas exteriores).

Como es sabido, las condiciones de equilibrio de una estructura bajo un nivel de cargas
se obtiene mediante la condicién de estacionaridad de V, es decir:

5V =0 (D

En el entorno de la posicion de equilibrio deducida de la ecuacién (1), se puede estu-
diar la variacion del signo de 6%V y se obtiene la siguiente regla para la posicion de equilibrio:

“Si 62V > 0 significa que la estructura se encuentra en equilibrio estable y si 82V <0,
implica inestabilidad. El caso de 82V = 0 expresa que el equilibrio es neutro o critico”.

Como inicialmente (con carga nula) se supone la estructura estable (§2V > 0), se com-
prende que al incrementar las cargas hasta transformarla en inestable (62 V < 0) es preciso
que para un cierto nivel de las cargas (carga critica) el valor de 2V sea nulo. De una mane-
ra algebriica se puede expresar 62 V en la siguiente forma:

82V =8uT . Ky . bu

en donde du es el vector variacion de los movimientos de la estructura desde la posicion de
equilibrio y Ky es la matriz de rigidez tangente. Si 62V es positiva para todos los valores de
du, se deduce que Kt es positiva y definida y por lo tanto que todos los autovalores de Kt
son positivos. Por el contrario, si existe un autovalor negativo de K existe una direccién
(la determinada por el autovector correspondiente) a lo largo de la cual 6%V es negativo. La
situacion de equilibrio neutro corresponde al nivel de cargas que hace que el menor autova-
lor de la matriz Kt sea nulo. Asimismo, es posible estudiar el modo de pandeo (correspon-
diente a la direccion del autovector asociado al menor autovalor nulo) analizando el signo de
83V. En efecto, si 3V = 0 existe un caso de bifurcacidén de equilibrio y si 83V = 0 el pan-
deo corresponde a un punto limite. Por tltimo, el comportamiento postpandeo de la estruc -
tura puede ser detectado mediante el signo de 6%V (si es positivo la rama es ascendente y en
caso contrario, descendente) supuesto que §3V = 0.

Con relacion a las imperfecciones, se suelen denominar estructuras con sensibilidad a las
imperfecciones a las estructuras que presentan un pandeo por bifurcacién de equilibrio y ra-
ma descendente. En este caso, el comportamiento de la estructura imperfecta parece como si
fuera por punto limite. Si la rama es ascendente, la estructura imperfecta puede soportar
cargas mayores que la critica de pandeo de la estructura ideal.

Objetivo principal de este articulo es intentar cuantificar la influencia de las imperfec-
ciones en el valor de la carga critica. Con esta finalidad, se considera un tipo usual de estruc-
turas, compuesto por barras rectas, con posibilidad de deformacién iinicamente en su plano.
Las cargas son fundamentalmente de tipo gravitatorio y las imperfecciones se suponen ac-
tuan aleatoriamente.
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3. DETERMINACION DE LA CARGA CRITICA

El modelo estructural considerado corresponde a un entramado plano, con un compor-
tamiento lineal del material elastico (hoockeano), pequefias deformaciones (linealidad geo-
métrica o cinemdtica) y grandes movimientos (no linealidad estética). La teoria as{f desarro -
llada corresponde a la denominada inestabilidad elastica. El calculo estructural se plantea en
términos de movimientos, mediante el conocido método de la matriz de rigidez o equilibrio.

0822

g |

Fig. 3. dx,

Lamatriz de rigidez k de una barra aislada 1-2 (figura 3) considerando tinicamente la in-
fluencia del axil en la flexion (viga-columna) estd definida por la igualdad:

P=Fk.d 2)
o bien, en forma particionada:
D1 ki ki, d,
= (3)
D2 ks, ko, d,
siendo:
Pxi dx1
pi= Pyi ) d; dyl
m,; 02i
[ EA ]
— 0 0
1
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o. = 14/ — (Pardmetro adimensional)
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P = Px1 = — Px2

Si la carga axil de compresion es nula (P = 0) resulta la bien conocida expresiéon de la
matriz de rigidez lineal de una barra recta, prismdtica, de un entramado plano. Por tltimo,
si el esfuerzo axil es de traccion (P = — py; = py,) se deduce una matriz de rigidez andloga a
la anterior, cambiando las funciones circulares por las correspondientes hiperbolicas.

Utilizando las técnicas convencionales del cdlculo matricial de estructuras, la ecuacion
final que se deduce para toda la estructura es del tipo:

PNL =knL d (5)

en donde py;, contiene todas las fuerzas actuantes en los nudos (o en los extremos de las ba-
rras en el caso de cargas sobre éstas) (*), k1 se deduce de las matrices de cada barra median-
te ensamblaje y d colecciona los movimientos de todos los nudos de la estructura. Se observa
que los elementos de las matrices py v kyp dependen de los axiles existentes en cada ba-
rra, que constituyen un resultado a determinar en el cdlculo una vez resuelta la ecuacién (5).
Por lo tanto, las matrices anteriores contienen elementos que son funciones de los movi-
mientosd;y laecuacion (5) esuna ecuacioén no lineal. Silos axiles fueran nulos (o su influen -
cia en la flexion despreciable) en cada barra, la ecuacioén (5) se convertiria en la ecuacidn li-
neal que rige el comportamiento de la estructura:

pL=Fk .d
conpy =pnL Y ki = ky , supuestos axiles nulos en las barras.

La técnica utilizada en la resoluciéon de la ecuacion (5) ha sido de tipo iterativo, es de-
cir de acuerdo con los siguientes pasos:

19 Suponer un estado de axiles conocido en la estructura (normalmente nulos).
29 Resolver la ecuaciéon pyy = kyy. . d para el nivel conocido de axiles.
39 A partir de d obtener las fuerzas en todas las barras.

49 Compararlos axiles obtenidos con los supuestos en el clculo. Si son iguales dentro
de una cierta tolerancia, finalizar este cilculo; en caso contrario, deducir los nuevos
valores de las matrices pyp y kni, € ir a 2°. ‘

(*)NOTA: Conviene recordar que las cargas sobre las barras se trasladan a los nudos extremos mediante las
reacciones de empotramiento rigido (solucidn inicial) que, evidentemente, se ven afectadas por coeficien-
tes funcion del pardmetro a, es decir, del axil existente en la barra. De ahi procede la introduccion del
subindice NL en py; para indicar el cardcter no lineal de este vector cuyas componentes dependen de los
movimientos.
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El método de célculo indicado corresponde a un andlisis no lineal de estructuras. Si se
desea obtener el valor del pardmetro critico (**) (A ), definido como el factor que multipli-
cando a todas las cargas conduce a una situacion de equilibrio inestable, el procedimiento que
debe seguirse es el que se indica a continuacion.

Se resuelve el problema no lineal anterior para niveles sucesivos de cargas definidos por
el pardmetro \:
(A=0,0.1,0.2,..)

deduciéndose en cada caso una matriz de rigidez final, ky; , cuyos elementos son funciones
del valor del axil final y, en definitiva, del nivel de cargas A.

Se obtiene el valor de A.,;; como el menor valor del pardmetro A que convierte a la ma-
triz kyp en singular (menor autovalor nulo).

Se comprende que la determinacion de la carga critica exige la resolucidon de sucesivos
problemas no lineales, correspondientes a los diferentes valores del pardmetro A, y constitu-
ye un problema de autovectores no clésico, ya que los elementos de ky; son funciones tras-
cendentes del parametro A. El vector de desplazamientos (autovector) asociado con la matriz
singular ky; para A = A, indica el modo de pandeo de la estructura.

Con objeto de deducir este primer autovalor de la matriz de rigidez no lineal, se propo-
ne en (2) una técnica de descomposicion, de Cholesky, de ky . Esta permite asegurar la de-
terminacién de este primer autovalor sin saltar al segundo, mediante divisiones sucesivas del
intervalo entre los valores de A consecutivos, para los que kyp pasa de definida positiva a de-
finida negativa, recontando coeficientes negativos de la diagonal principal de la matriz trian-
gular de la descomposicion de Cholesky. Para detalles de la técnica constltese (2).

4, SIMULACION DE MONTE-CARLO

Con objeto de cuantificar la influencia de las imperfecciones en el valor de la carga cri -
tica, se ha considerado el siguiente modelo estadistico.

Una imperfeccion en una estructura se produce de una manera aleatoria.

En una estructura perfecta o ideal, el valor de la carga critica depende Unicamente de
las caracteristicas geométricas y mecanicas (6) de las barras que definen la estructura, es de-
cir:

Pegit = V1 (6) (6)
siendo ¥, una funcién compleja de las caracteristicas 0.

En una estructura con imperfecciones, el valor de la carga critica es ahora:
pcrit = Ebz (63 Xy e Xn (7)

siendo ¥, una funcién que depende, no sélo de las caracteristicas 6 sino también de los dis-
tintos parametros x; ... X, que definen\lz\is imperfecciones, las cuales son variables aleatorias.
Por lo tanto se deduce que p,,; es asimismo una variable aleatoria.

(**) NOTA: La carga critica se define como el conjunto de cargas nominales actuando sobre la estructura,
multiplicadas por el pardmetro critico, es decir:

Pt = ’\cfit P
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La distribucion de p,;, serd una transformacion de la funcién de distribucion conjunta
de las variables aleatorias Xx;:

P_P(x, ..x,) ®)
por intermedio de la funcién ¥, .

Esta funcion ¥, no es conocida analiticamente y Gnicamente se pueden obtener valo-
res de esta funcidn para valores especificos de las variables x, ... x,,. Por lo tanto no es posi-
ble deducir la funcién de p,;;, en probabilidad, de un modo analitico.

Para resolver este problema se ha utilizado el método de Monte-Carlo que consiste en
definir aleatoriamente una muestra de los valores de las imperfecciones que intervienen en el
proceso, obteniéndose, al calcular el valor de p,; para la estructura imperfecta, otra muestra
de la distribucion de p. ;.

Si se asimila la probabilidad de que el valor P_,;; pertenezca alintervalo Z,Z + AZ, a la
frecuencia de aparicion de p.;; en dicho intervalo, se puede deducir una estimacion dela dis-
tribucion de p.,; que serd tanto mds aproximada, en términos de probabilidad, ala real, cuan-
to mayor sea el nimero de muestras considerado.

Con un nimero suficientemente elevado de valores puede estimarse la forma de la fun-
cion de distribucion por medio de un histograma de frecuencias, del tipo de la figura 4. Otros
tamafios de muestra, relativamente reducidos, pueden permitir estimar los pardmetros bési-
cos de la distribucién, como son la media y la desviacidn tipica; y, en este sentido, se ha rea-
lizado el estudio que se recoge en este articulo.

Frecuencias

P .
27724+ Az crit

Fig. 4.

5. CASOS ESTUDIADOS
Se han considerado dos entramados planos (estructuras A y B) que se indican en la fi-

gura 5 y que corresponden a dos casos extremos de estructuras tipicas de edificacion: Edifi-
cio alto, con varias plantas y pocas crujias, y edificio bajo de pocas plantas y muchos vanos.
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Fig. 5.3. Edificio B, carga total Fig. 5.4. Edificio B, carga alternada

Por otra parte se ha contemplado la posibilidad de actuacion de dos tipos de carga: car-
ga total uniforme en los dinteles y carga alternada, tipo damero.

Los valores de las cargas criticas de cada uno de estos casos en las estructuras ideales, se
indican en la tabla 1.
TABLA 1

Carga critica. Estructuras ideales

Estructura Carga uniforme Carga alternada
A 10,2653 20,5111
B 239150 47,1920

Las estructuras ideales anteriores se han supuesto afectadas por cada uno de los siguien-
tes tipos de imperfecciones, que se relacionan en la tabla 2.

Se ha supuesto que cada una de las imperfecciones sigue una distribucion de probabili-
dad, bien del tipo gaussiano (normal) o bien uniforme, tal como se indica en la mencionada
tabla 2.

Los valores caracteristicos de estas funciones se basan en las siguientes consideraciones:

—Para el caso de estudio con distribucion gaussiana, se ha realizado un truncamiento

en las zonas extremas, de modo que se satisfaga la condicion:
2

5 . 5
_/;oo\'/'2noe )
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DISTRIBUCION
IMPERFECCION GAUSSIANA UNIFORME
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d) CIMENTACION

— Cimentacidn eldstica J_[:L

km KM

TABLA 2 .- IMPERFECCIONES ESTUDIADAS

con objeto de evitar valores anémalos. El valor impuesto de 6 ha sido de 0,1%.

—En la imperfeccion de las conexiones de las barras, el valor del parametro de rigidez
de extremo, k, se ha hecho variar entre 0 y 25, que corresponde numéricamente, dada la pre-
cision del ordenador utilizado, a las situaciones de articulacién y empotramiento perfecto,res-
pectivamente (*),

—En el caso de imperfeccién de preflechas, el valor simulado ha estado comprendido en-

tre las cotas —

)
1,500 y 1.500 siendo / 1a longitud de la barra. Esta limitacion del valor méxi -

mo de la preflecha corresponde a la preconizada en el articulo 6.42 de la norma MV-104-1966.

(*) La rigidez del nudo se ha medido mediante el coeficiente adimensional k o relacion entre las rigideces del
nudoy de la barra en el extremo correspondiente.
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—Para el estudio de la verticalidad de soportes, se ha limitado el desplome de los co-
rrespondientes soportesa lo indicado en la norma MV-104-1966, es decir, al valor  h

siendo h la distancia entre dos pisos consecutivos. 1.000

—En el estudio de las caracteristicas mecdnicas, area e inercia, éstas pueden tener unos
valores que difieren del valor nominal, A 6 I, una cierta proporcién de éste (10%).

—En el estudio de una cimentacion elastica, inicamente se ha considerado una distri-
bucién uniforme, en la cual se han simulado valores de rigidez al giro de la cimentacion,
m mT
comprendidos entre k,, = 35.000 —d y k, =350.000 Tad’ que corresponden a dos valores
ra ra
extremos del modulo de elasticidad de las arcillas.

6. RESULTADOS

Utilizando el método de Monte-Carlo se han analizado las caracteristicas media y desvia
cion tipica de la carga critica de pandeo. El nimero de muestras considerado ha sidode 10y
una de ellas se representa en la figura 6, que corresponde a un caso de imperfeccién de flecha
aleatoria en vigas. Asimismo, en la tabla 3 se indica, a modo de ejemplo, los valores obtenidos
en la totalidad de las muestras para el caso de conexiones semirigidas. El valor indicado enlas
tablas, p..;, se define como:
Peyit (muestra)

Perit (estructura ideal o sin imperfecciones)

Perit =

.26

1.90

Fig. 6. Preflecha aleatoria (mm.).

95




En la tabla 4 se recogen los valores caracteristicos de cada una de las imperfecciones en
estudio.

Por otra parte, y con objeto de conocer la influencia del tamafio de la muestra —diez en
el analisis de todas las imperfecciones— se ampli6 este nimero a 20, y los resultados obteni -
dos, para el caso de la imperfeccidon de conexiones semirigidas, se muestran en la tabla 5. Se
observa all{ la practica coincidencia en los resultados finales, 1o que permite confiar en los 6r-
denes de magnitud de los resultados presentados aqui.

TABLA 3

Resultados obtenidos para la imperfeccion de conexiones semirigidas

Factores de estabilidad p ;)

Edificio alto Edificio bajo

Distrib. Uniforme Gaussiana Uniforme Gaussiana

Carta | Total | Alter.| Total | Alter.| Total | Alter. | Total | Alter.

1 9941 | 9898 | 9252 | 9961 | 9902 | 9862 | 9690 | 9972

2 9708 | 9849 | 9939 | 9807 | 9672 | 0046 | 9869 | 9953

3 9902 | 9830 | 9982 | 9770 | 9653 | 9814 | 9472 | 9918

4 9953 | 9745 | 9738 | 9918 | 9455 | 9890 | 9817 | 9871

9995 | 9807 | 9791 | 9837 | 9743 | 9955 | 9699 | 9775

6 9878 | 9596 | 9967 | 9947 | 9276 | 9960 | 9960 | .9914

MUESTRA
wn

7 9366 | 9766 | 9953 | 9824 | 9676 | 9793 | 9694 | 9844

8 9772 | 9856 | 9840 | 9733 | 9684 | 9772 | 9756 | 9775

9 9938 | 9412 | 9949 | 9902 | 9756 | 9829 | 9649 | 9977

10 9366 | 9915 | 9870 | 9837 | 9653 | 9979 | 9745 | 9945

VALORES CA.- E (pt) 9777 | 9767 | 9893 | 9854 | 9641 | 9890 | 9775 | .9900

RACTERISTI.

0 (Pesit) 0231 | 0155 | .0093 | .0070 | .0171 | .0080 | 0117 | .0074

Por ultimo, se ha intentado representar, a efectos ilustrativos, la situacion real de con-
comitancia de aparicion simultédnea de varios tipos de imperfecciones. Evidentemente, en es -
te caso, si se desean resultados fiables, el tamafio de la muestra debe incrementarse. No obs-
tante, en la tabla 6 se muestran, para solamente diez casos simulados, los valores caracteristi-
cos de p.,; —media y desviacion tipica— para el caso de edificio bajo. Se observa la influen -
cia, apreciable en este caso, de la aparicidon de las imperfecciones, en la disminucion de la car-
ga critica de la estructura.
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TABLA 4

Resumen de los valores caracteristicos de cada una de las imperfecciones

Factores de estabilidad

Edificio alto Edificio bajo
Uniforme Gaussiana Uniforme Gaussiana
Imperfeccion Total Alter. Total Alter. Total Alter. Total Alter.

Preflecha E 1.0001 1.0000 1.0000 1.0001 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Parabdlica aleatoria o .0001 .0002 0001 0001 0001 0002 33E-04 0001
Preflecha E 1.0001 1.0001 1.0001 1.0000 1.0001 1.0001 1.0000 1.0000
Parabdlica orientada | o .0001 0001 0001 0001 0001 0001 33E-6 A4TE4
Preflecha E 1.0001 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Sinusoidalv aleatoria o 0001 0002 .0001 0001 0001 0001 ATE4 0001
Preflecha E 1.0001 1.0000 1.0000 1.0000 9999 1.0000 1.0000 1.0001
Sinusoidal orientada | O 0001 .0001 0002 0001 0002 0001 | S81E4 ATE4
Verticalidad de E 9803 9791 9921 9859 9567 9958 9854 9990
soportes aleatoria o 0106 0129 0080 0100 0325 0058 0194 0014
Verticalidad de E 9605 9667 9666 9762 9923 9901 9906 9944
soportes orientada o 2717 0246 0196 0215 0128 0077 0065 0045
Variacion de dreas E 1.0002 1.0002 1.0001 1.0000 1.0000 9999 1.0000 1.0000
de las barras o 0001 0002 .0002 0001 15E4 .0001 24E4 0001
Variacién de inercias | E 9972 1.0025 1.0243 9803 9841 9846 9982 9908
de las barras o 0240 0133 0345 0081 0244 0287 0124 0118
Cimentacion E 9250 9382 - - 8851 9028 - -

elastica o 0294 0294 - — 0343 0298 - -
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TABLA 5

Resultados obtenidos con 20 muestras

Carga Total
1 9902
2 9672
3 9653
4 9455
5 9743
6 9276
7 9676
8 9684
» 9 9756
&~
= 10 9653
7]
=
= 11 9846
=
12 9633
13 9648
14 9366
15 9687
16 9901
17 9405
18 9377
19 9847
20 9642
VALORES E (Pesit) 9641
CARACTE-.
RISTICOS 0 (Perit) 0180




TABLA 6

Resultados obtenidos en el caso de edificio bajo, con carga uniforme, con concomitancia de imperfecciones
de inercia de barras, verticalidad de soportes, conexiones semirigidas de las barras y cimentacion eldstica

Carga Total

1 9135

2 9337

3 9058

4 8343

5 7902

6 8267

7 8541

8 8241

9 9001

10 8766

VALORES B (Pegt) 8659
CARACTE-

RISTICOS 0 (Peyit) 0470

7. CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos indicados en las tablas 3 v 4 se pueden deducir las siguien-
tes conclusiones:

—Se observa que, en general, para un mismo grado de dispersion, la distribucion unifor-
me de la probabilidad de aparicion de una imperfeccion, representa un modelo mas pesimista
que la correspondiente normal o gaussiana.

_ —Con respecto a la conexion semirigida, los edificios bajos, con carga simétrica, son las
estructuras menos favorabies.

—La imperfeccién de deformacion previa, no constituye un tipo de imperfecciéon, que
conlleve un descenso grave en el factor de estabilidad.

—Con relacién a la verticalidad de soportes, su incidencia es particularmente acusada en
los edificios altos, sometidos a carga total.

—Modificaciones ligeras en los valores de las caracteristicas mecénicas de las secciones
lineales de las barras, no son importantes en la modificacién de la carga critica de pandeo glo-
bal de la estructura. Esto es particularmente cierto en el caso de las dreas, donde la incidencia
es nula.

—Fl caso de imperfecciones en la cimentacidn, constituye un tipo con influencia impor-
tante en la estabilidad general de la edificacion, independientemente de si se trata de edifica-
cién alta o baja. Probablemente, la importancia de esta imperfeccidon crece més con el nime-
ro de puntos de cimentacién que con relacion al tipo de estructuras.
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RESUMEN

En el articulo se presenta un método de reparto de acciones horizontales entre las es-
tructuras que forman la rigidizacion lateral de un edificio.

El método esta basado en las matrices de rigidez lateral de cada elemento rigidizador.

Para el caso de estructuras aporticadas se ha escrito un programa de célculo en
FORTRAN 1V para el miniordenador HP 21 MX.

Este programa, cuyo listado figura en el apéndice, obtiene la matriz de rigidez lateral
de cada portico a partir de la matriz de rigidez global del mismo, utilizando un algoritmo
general de condensacion de grados de libertad;y realiza el reparto de cargas horizontales de
acuerdo con el método expuesto. Se incluye ademas un ejemplo de aplicacion con entrada
de datos y salida de resultados.

1. INTRODUCCION

El analisis de edificios de altura frente a acciones horizontales, requiere en general dos
etapas de calculo. La primera, estimar como se reparten las acciones horizontales entre los
elementos rigidizadores de un edificio y la segunda proceder al céalculo de las solicitaciones
internas en los miembros que forman cada uno de los elementos anteriores a partir del re-
parto realizado en la primera etapa.
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El término elemento rigidizador tiene un sentido amplio y engloba cualquier tipo de
esqueleto resistente que pueda existir en un edificio.

Los diferentes tipos de elementos para resistir las fuerzas horizontales que actian sobre
un edificio pueden clasificarse segiin distintos criterios. De una forma simple los encuadra-
riamos en dos grandes grupos: Elementos planos y elementos espaciales. Los elementos pla-
nos tienen rigidez lateral predominantemente en una direccion y nula en la direccion per-
pendicular, los espaciales tienen rigidez lateral importante en cualquier direccidon. Pertene-
cen al primer grupo los porticos y pantallas planas, estructuras mixtas portico-pantalla en
un plano, etc., y al segundo grupo las pantallas espaciales, nlcleos, pOrticos tridimensiona-
les, etc.

Otra clasificacion, mas interesante desde el punto de vista estructural, esta basada en
las diferentes formas de comportamiento o respuesta de los elementos rigidizadores cuando
estan sometidos a carga lateral.

Si se toma como parametro de respuesta la deformacion lateral del elemento, éste pue-
de clasificarse de la siguiente forma:

Elemento con deformacion tipo cortante, elemento con deformacion tipo flexion, y
elemento con deformacion mixta o intermedia entre las dos anteriores. Un portico de nudos
rigidos pertenece al primer grupo; una pantalla cuya relacion altura/canto sea elevada,
pertenece al segundo grupo, y una estructura mixta portico- pantalla o un tubo porticado
pertenecen al tercer grupo.

Las acciones horizontales que act@ian sobre un edificio someten a éste no sodlo a solici-
taciones de flexion, sino también de torsion. Estas Giltimas son debidas a excentricidades de
la carga lateral, disimetrias geométricas y/o resistentes en la planta estructural del edificio,
o por ambas causas a la vez. Ante este tipo de solicitacion, junto a la capacidad torsional
del conjunto puede considerarse también la capacidad torsional individual de cada uno de
los elementos rigidizadores. Desde el punto de vista torsional puede establecerse una nueva
clasificacion de dichos elementos: aquellos con resistencia importante a torsion y aquellos
cuya resistencia a torsion sea despreciable. Los primeros pueden analizarse de acuerdo con
la teoria de Saint Venant, la teoria de Viasov de torsidon no uniforme, y la teoria de torsion
por alabeo, dependiendo del tipo de elemento.

La complejidad de comportamientos. que se han sefialado anteriormente frente a soli-
citaciones de flexion y torsidn, queda representada para cada elemento por las matrices de
flexibilidad lateral y flexibilidad torsional respectivamente, o bien por sus inversas, es decir
por las matrices de rigidez lateral, y torsional.

En el presente articulo se describe un método que tiene por objeto encontrar la distri-
bucion de carga lateral entre los diversos elementos rigidizadores de una estructura de edifi-
cio, compatibilizando desplazamientos horizontales en todas las plantas y suponiendo que
cada forjado es infinitamente rigido en su plano.

El método esti basado en la utilizacion de las matrices de flexibilidad o rigidez lateral
de cada subestructura.

En el programa que se presenta en el apéndice y para estructuras aporticadas o idealiza-
bles como tales, estas matrices se calculan con un algoritmo de condensacion de grados
de libertad a partir de la matriz de rigidez global de cada subestructuras. Este mismo algo-
ritmo puede utilizarse para calcular las matrices de rigidez lateral, o de rigidez torsional de
otros tipos de estructuras, a partir de la matriz general correspondiente.
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2. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL CALCULO

El método que se presenta adopta las siguientes hipOtesis basicas:

1?2 — Los forjados son infinitamente rigidos en sus planos.
2% — Los forjados no poseen rigidez fuera de sus planos.

3% _ Las fuerzas horizontales que act@ian sobre la estructura estan concentradas a nivel
de cada forjado.

La primera hipotesis supone que la rigidez de cada forjado en su plano es grande com-
parada con las rigideces de porticos y pantallas que estabilizan el edificio. Es por lo tanto
normal suponer que el forjado actiia como diafragma rigido y se desplaza sin deformarse. Es-
ta hipotesis reduce considerablemente los grados de libertad de la estructura y en conse-
cuencia el tiempo y coste del analisis.

La hipotesis es suficientemente aproximada cuando la relacion de dimensiones del
forjado no es grande. En caso contrario, por ejemplo estructuras con planta muy alargada,
la flexion en el plano del forjado puede ser importante y el comportamiento del mismo
se asemeja a una viga de gran canto soportada por apoyos elasticos que simulan la rigidez
lateral de cada portico o pantalla del edificio en el nivel del forjado considerado.

La segunda hipotesis supone que la rigidez a flexion del forjado fuera de su plano es
despreciable frente a la que presentan los elementos rigidizadores ante fuerzas horizontales,
y por lo tanto el forjado no introduce ninguna coaccion al giro en los planos de deformacion
de dichos elementos.

En edificios donde la estructura horizontal estd formada por losas de espesor uniforme
conectadas a la estructura vertical con capacidad suficiente para absorber momentos de
flexion, la hipotesis sigue siendo valida si se incorpora la rigidez del forjado mediante la
consideracion de anchos eficaces de losa que simulen el comportamiento del mismo fuera -
de su plano.

La tercera hip0Otesis no resta generalidad al analisis, y esta simplificacion se adopta cuan-
do se estudia el comportamiento global de la estructura frente a acciones horizontales. Las
dos clases mas importantes de este tipo de acciones son las de viento y sismo.

Los cerramientos de la estructura transmiten directamente al forjado la accion del
viento y esta accién a nivel de forjado se sustituye por su resultante actuando en una direc-
cion determinada. Por otro lado la masa de un edificio, en la mayor parte, esta concentrada
a nivel de forjado y la accion sismica puede suponerse concentrada en el centro de masa
del mismo.

Formulacion del método

La estructura objeto del analisis tiene “n’’ plantas y estid formada por “m’’ elementos ri-
gidizadores —porticos, pantallas, etc.—, cuya distribucidén puede ser arbitraria tal y como se
indica en la figura 1.

Se elige un sistema de ejes generales cartesiano dextrogiro O’, X’, Y’, Z’, como el mos-
trado en el figura 2. Las fuerzas y movimientos en este sistema tienen los sentidos positivos
indicados en la misma figura.

Cada elemento rigidizador w (w = I, 2... m) tiene un sistema local de coordenadas de-
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Fig. 8. Sistema de ejes.

Fig. 3. Posicion de un elemento.



finido por dos ejes cuyas direcciones coinciden con los principales de inercia de la seccion
del elemento y pasan por el centro de esfuerzos cortantes de la misma.

X3 b

Un elemento rigidizador “w”” viene representado en planta por las coordenadas (X3,
y,,) del centro de esfuerzos cortantes, y el angulo ay, que forma el eje local X con el eje X’
general de la estructura. El eje Y, local, se obtiene del X local, girandolo un angulo de 90°
en el sentido antihorario, figura 3.

Llamamos U, V, ®, el movimiento de conjunto de una planta del edificio, en las direc-
ciones X’, Y’, y giro de eje Z’, y que representa el movimiento del punto del eje Z’ situado
a la misma altura de la planta considerada, moviéndose solidario con el forjado de dicha plan-
ta (movimiento de solido rigido).

Si llamamos U, Vy, ©, el movimiento del elemento rigidizador “w’ en su sistema
local de referencia, en la planta considerada, se tiene que:
Uy =ay U+ by, V+1,, 0

Vw =—by, U+a, V4+1ry, O (1)
0, =0
siendo:
Ay, = COS Oy
by = sen o, (2]
Twx = Xoy SEN 04 — Vi COS Gy
Tywy = X COS G4 T Yy sen o
Si llamamos {U}, {V}, {©}los vectores del movimiento global de todas las plantas y
{uw }, {vw }, {Oy }los vectores movimiento del elemento rigidizador “w” en su sistema

local, y suponemos ademas que a,, by, Iwx, Iwy NO varian con la altura del edificio, puede
escribirse:

{uy }=ay {U} +by {V} +14x {6}

{Vw}:—bw'{U}-"aw {V}+rwy {G)} . [3]

{6y }={0}

Las relaciones fuerzas movimientos para el elemento “w” pueden expresarse mediante
las matrices de flexibilidad de la forma:

{uy }=[F]- {PY }
{vy }=[Fy]- {PY} [4]
{0y }=[FY] - {M7}

donde:

[F¥] es la matriz de flexibilidad lateral en la direccion X, formada por los coeficientes
fY'; que representan el desplazamiento en el nivel z; cuando actia una fuerza unidad
en el nivel z;.

[Fy'] es la matriz de flexibilidad lateral en Ia direccion Y, formado por los coeficien-
tes f)v,v’ij
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[F7'] es la matriz de flexibilidad torsional formada por los coeficientes f7;; que represen-
tan el giro en el nivel z; cuando actia un momento torsor unidad en el nivel z;.

{Pr} 1Py L {MY } son los vectores fuerzas en las direcciones X, Y, y momentos de eje Z
respectivamente.

Las ecuaciones [4] pueden escribirse de la forma:
{PYI=[FT" - {uy }=[KY] {uy }
Py I=[Fy1"" - {Vw } =Ky ] {Vw } (5]
MY} =[FY]!. {0y} =[K] {0y}
representando [KY' ], [KY' ], [KY ], las matrices de rigidez lateral en las direcciones X, Y, y
torsional respectivamente.

Representaremos por {Qy:}, {Qy:}, {M,> }, los vectores de carga exterior referidos al
sistema general de ejes.

Cuando la accidon exterior puede representarse por un Unico vector {Q} actuando en
una direccion fija que forma un angulo o con el eje X’ general y cuyo brazo con respecto
al origen es r., figura 4, los vectores de carga exterior son:

{Qel}={Q} 2
{Qy} = {Q} - b, (6]
My} ={Q} .

siendo: a, = cos &, b, =senag, I, =X, sen d,— y cos ¢&; donde x;, y. representan las
coordenadas de un punto cualquiera de la recta de accion de la carga exterior.

Las ecuaciones de equilibrio del conjunto son:

Z Py} ay —Z {Py} by = {Qc}
Z {PY}bw +2 {Py}ayw=1{Qp} [7]

ZA{P ) rwx +Z{PY )1,y +2Z {M}Y}={M,}

en donde la sumatoria, se realiza para todo elemento rigidizador w = 1,2..m.

Sustituyendo en [7] las expresiones de {P} }, {Py }, {M} } dadas por [5] y susti -

Fig. 4. Fuerza exterior.
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tuyend_q {uy, '}, {vyl}, {Oy } por la expresion [3] se obtiene el sistema de ecuaciones
siguiente:
Ky {U} +Ky, {V} +Ky3 {0} ={Q¢}
Ko {U} +Kp, {V} + Ky {0} ={Qy} (8]
Ky {U} + Ky {V} + Ky {0} = {M,'}

donde:
Ky =2 (K] a% + [Ky]b3)
Ky, =2 ([KY] - [Ky ) ay by

K, =K7,
K3 =Z ([KY]ay rwx — [Ky ] by Twy) [9]
K3 =KT;

Ky =Z ([KY]b3 +[Ky']ad)
K23 :E ([K)v(v]bw rwx + [K;v] Ay I.wy)
K3, =K%,
Ky =Z ([KY¥11r23x +KY] 12, +[K} D
Resuelto el sistema de ecuaciones [8], simétrico, para las incognitas {U}, {V}, {©],

el movimiento de un elemento “w” viene dado por las ecuaciones [3] y las fuerzas internas
vienen dadas por [5].

Cuando los contravientos de un edificio poseen rigidez lateral en una sola direccion,
por ejemplo la direccion X, y se desprecia ademas la rigidez torsional de los mismos, se
obtiene un caso particular muy frecuente en edificacion, en donde las estructuras de con-
traviento son porticos planos o pantallas planas.

Con la simplificacion anterior, el grupo de igualdades [9] queda reducido a:

K, =2 [KY]a%

K, =2 [KY'] aw by
Kis =2 [K{']ay Twx
Ky =2 [KY]b%

Ky =2 [K{' ] bw Twx
Ki3 =Z [K¥] rix

[10]

3. PROGRAMA DE CALCULO

A partir del método desarrollado en el apartado anterior se ha escrito un programa de
calculo en FORTRAN IV para el ordenador HP-2IMX con sistema operativo RTE II,
cuyo listado se encuentra en el apéndice.

El programa est4 preparado Gnicamente para elementos que sean idealizables como
portico plano cuya matriz de rigidez es ampliamente conocida y ficilmente calculable.
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Con ligeras modificaciones puede ampliarse a otros tipos de elementos siempre que se
conozca la matriz de rigidez de los mismos.

El programa se ha desarrollado en varias fases y consta de un programa principal o
director y tres segmentos. Las funciones de cada uno de ellos se describen a continuacion.

Programa RALER

Es el programa director y su Uinica mision es llamar sucesivamente a cada uno de los
tres segmentos restantes.

Programa LECTU

Este segmento realiza la lectura de datos generales del problema a través de la subruti-
na GLEE. También crea el archivo MRLATE donde se grabarin las matrices de rigidez late-
ral de cada subestructura. ‘

Programa LMAT?2

Este segmento calcula la matriz de rigidez lateral de un portico a partir de la matriz de
rigidez global del mismo. Para este fin se utiliza un algoritmo general de condensacion de
grados de libertad cuya descripcion detallada se encuentra en la referencia 1.

Programa GMAT4

Este segmento realiza el reparto de carga lateral entre los distintos contravientos de la
estructura. Para ello ensambla las matrices de rigidez lateral de todos los elementos de
acuerdo con el método expuesto en el apartado 2, resuelve el sistema de ecuaciones [8]
y calcula los desplazamientos y fuerzas en cada elemento utilizando las ecuaciones [3]
y [5] respectivamente.

El listado del programa puede encontrarse en el apéndice.

Un esquema general de la entrada de datos se encuentra en el ejemplo desarrollado a
continuacion.

4. EJEMPLO DE CALCULO

Para ilustrar el manejo del programa de célculo que se presenta en el apéndice, se ha
desarrollado un ejemplo que corresponde a una estructura formada por porticos cuyo esque-
ma en planta se recoge en la figura 5. Los tipos de porticos se indican en la figura 6, y las
hipotesis de cargas en la figura 7.

Los datos y salida de resultados figuran en las hojas siguientes.
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Fig. 7. Hipotesis de cargas.
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5. CONCLUSION

El1 problema principal que se presenta cuando se analiza una estructura de edificio fren-
te a acciones horizontales, es encontrar la distribucion de esta accidn entre los elementos
rigidizadores del edificio.

Es practica extendida entre los calculistas realizar este reparto de forma aproximada,
asignando a cada portico la carga correspondiente al area tributaria de fachada en el caso
de viento, o el area tributaria de forjado en el caso de sismo.

Este método al no tener en cuenta la rigidez relativa de cada portico puede estar en
algunos casos del lado de la inseguridad, y el efecto torsional del conjunto cuando hay
disimetria de cargas, de rigideces o ambas cosas a la vez, hace que unos porticos soporten
ma4s carga que la correspondiente a un simple reparto tributario.

Por este motivo es necesario disponer de un método de calculo como el presentado en
este articulo que refleje con mayor aproximacion el comportamiento real de la estructura.

Dicho método al manejar matrices de orden elevado, es adecuado para el calculo con
ordenador. Para este fin se ha preparado el programa de calculo que figura en el apéndice,
escrito para el miniordenador HP-21 MX, del que se han utilizado 11K palabras de memoria
central, y un disco como memoria periférica de almacenamiento.

El programa tiene la ventaja de calcular directamente la matriz de rigidez lateral de un
portico a partir de la matriz global, utilizando un algoritmo de condensacion de grados de

libertad.
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APENDICE

LISTADOS DE PROGRAMAS

A continuacion se incluyen los listados FORTRAN IV de los programas desarrollados

para el ordenador HP-2 IMX.

Las limitaciones actuales de dichos programas son:

Numero de plantas NP < 18

Numero de elementos rigidizadores NER < 8

Numero maximo de nudos por portico NNUDOS < 60
Numero maximo de barras por portico NBAR < 120
Numero maximo de tipos de seccidon de barras NTIPO < 10

Ademas debe cumplirse para cada portico la condicion:
NNUDOS x (NBAN + 1) < 200

Siendo NBAN la méxima diferencia que existe entre la numeracion del nudo origen y

nudo extremo de una barra.
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Un método para el calculo de zapatas
de muros de contencion

Francisco Pérez Garcia
Catedratico de Construccion i

Manuel Montes Tubio
Profesor Adjunto de Construccion |
Escuela Técnica Superior de Ingenieros Agrénomos, Universidad de Cordoba.

1. INTRODUCCION

Cuando se proyecta un muro en ménsula, el dimensionamiento de la zapata se suele
realizar mediante varios tanteos, referidos tanto a la longitud total de la misma, como ala
longitud del talén y de la puntuera, hasta que se consigue que los coeficientes de seguri -
dad al vuelco y al deslizamiento, asi como la presiéon sobre el terreno de asiento se encuen-
tren comprendidos entre los limites admisibles.

En el presente estudio se plantean unas ecuaciones que han servido de base para la
confecciéon de dbacos, los cuales, con coeficientes de seguridad elegidos, permiten determi-
nar las dimensiones 6ptimas de la zapata.

2. HIPOTESIS DE CALCULO

Para el célculo de la zapata establecemos las hipdtesis que a continuacion se indican:

a) No se considera la componente vertical del empuje, sino exclusivamente la compo-
nente horizontal del mismo.

- b)El empuje esta aplicado a un tercio de la altura total H, y su valores K . H?  siendo
K, segtn la teoria de Coulomb,

K= oot (1)
—27 [1+\/ sen(«p+‘p’).sen((p—6)}2

cos .’ .cos b
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donde v es el peso especifico del terreno, ¢ el talud natural, ¢’ el dngulo de roza-
miento interno entre muro y terreno y 8 el dngulo de talud superior de las tierras con-

tenidas.

c) El peso de la pantalla del muro, més las acciones que eventualmente actiien en la co-
- ronacion del mismo, supone una resultante verticai de valor N,

d) Unicamente a efectos de fijar la linea de accién de dicha resultante vertical N, se con-
sidera un espesor de pantalla equivalente a la décima parte de su altura total.

e) Igual espesor, 0,1 . H, se adoptara para el dimensionamiento de la zapata.

f) El peso especifico del hormigén para el célculo del peso de la zapata, se fija en 2,5
Tm/m?3.

3. FORMULACION PARA EL DESARROLLO

3.1. Valores a considerar

a) Peso del sistema

N E O Comprende el peso del terreno
- T que carga sobre el tal6n de la
zapata, el peso propio de la za-

pata, y la carga vertical que

/

| 7 | ™

! T T transmite la pantalla de con-

;// : tencion.

A c D
y
|
Fig. 1.
P—y.y.09 H+25.01.H 28+N=09yyH+025HL+N )

b) Momentos estabilizantes y de vuelco

Considerando como posible eje de giro la arista inferior de la zapata, A, el momento
estabilizante es:
Me:0,9fyyH(Q—}21)+0,25HQ.§+N(SZ~y—0,05H) 3)

Este momento M, ha de equilibrar el momento de vuelco, para que exista estabilidad
en el conjunto; dicho momento, debido al empuje horizontal sobre la pantalla; viene dado por

la expresion,
M=K.H3/3 4)
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¢) Presion del cimiento sobre el terreno

Supondremos un reparto constante de la presion ejercida por la zapata sobre el terreno
en que se asienta, lo cual no supone en los resultados que buscamos diferencias sensibles con
otro tipo de hipotesis de reparto, tales como triangular, ofreciendo la ventaja de una formu-
laciéon mas sencilla en el siguiente desarrollo.

En este caso la presion sobre el suelo es:
P
g = e
2 AC

A es el punto extremo de la puntera y C el punto de la zapata por el que pasa la resul-
tante del peso y el empuje.

(5)

AC = AD — CD (6)
El momento que produce la fuerza P en el punto A es:
M, =P.AD (7)

Por otra parte podemos establecer la siguiente relacion de semejanza entre el tridngulo
rectangulo OCD vy el tridngulo de fuerzas E, P, R

CD £ de dond (8)
— = —_de e
ETERND SOt _
—— E.H/3 M
CD = P/ :Tv,ydeaqui: 9
— M, -—-M
AC -2 (10)

La tension unitaria sobre el terreno serd por consiguiente:
P2

T2M, —M,) ab

o

d) Coeficientes de seguridad al yuelco

Normalmente se adopta un valor numérico igual o superior a 1,7 para el coeficiente
de seguridad al vuelco.

Como sabemos, dicho coeficiente viene dado por la razén entre los momentos de equi-

librio y vuelco:
Cy =2 (12)
e) Coeficiente de seguridad al deslizamiento
El coeficiente de seguridad al deslizamiento viene dado por la expresién siguiente:
P.u+F
Cy = —5 (13)

donde hemos introducido dos nuevas variables: u (coeficiente de rozamiento entre suelo y
zapata) y F (fuerzas independientes de rozamiento que se oponen al deslizamiento).
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Se suele expresar el valor F como porcentaje del empuje horizontal E
| F—a.E (14)
siendo o la constante de proporcionalidad.
De aqui, la ecuacién (13) se transforma en:

L (15)
=—+a«

¢ E

férmula que nos da el coeficiente de seguridad al deslizamiento, el cual se considera admisi-

ble cuando alcanza valores iguales o superiores a 1,5.

4, ECUACIONES DE ESTABILIDAD

A partir de las ecuaciones obtenidas en (3) y (12) podemos escribir:
09vyyH®R—-y/2)+0,125H22 + N -y - 0,05H) =C,, . M, (16)

Mediante una sencilla operacioén y sustituyendo el momento de vuelco por su valor da-
do en (4) obtenemos:

yH) (QH)+QH yH
- .

yH\? QH\?
—045y( 7| +0,125( +o,9~y(F {=

C,.K (H2)2 H2
=2 =] +005= 17
3 N N el

El segundo término de la ecuacién anterior podemos escribirlo como

K (H?)\? H? H?
C,, [g (_N_) +0,05 W} +(1-Cy) 0,05 —

Si despreciamos el segundo sumando, la anterior ecuacién quedard de la siguiente forma:

045 (yH)'2+0125(QH)2+09 (yH) (QH)+QH =
“0asy () rors() ror\ ) Wt w WS

K [ H?\? H?2
=C,|—-|—| +0,05— 8
SV[3(N) 0.0 N} (18)

El hecho de llevar a cabo esta simplificacién supone que si el coeficiente de seguridad

2

al vuelco que fijamos es Cg,, tengamos en realidad otro C},, cumpliéndose:

H2 K (H2 2 {K(Hz 2 Hﬂ
005 —+C, . —|—| =C —{—1 +005— 19
’ H Vo3 N) Y13\ N ’ N L12)
es decir:
0.15(C_, — :

c;v:csv+;_(_8ﬁ_2ﬁ (20)

K.=—

N

con lo que el error cometido es por exceso, quedandose, por tanto, del lado de la seguridad.

La magnitud de dicho sobredimensionamiento en el valor de Cg, es, en los casos mas des-
favorables de altos valores de Ny, simultdneamente, valores pequefios del coeficiente K y la
altura de la pantalla H, del orden de un veinte por ciento sobre el valor prefijado C, .

132



Con esta simplificacién, y llamando I al valor del paréntesis que aparece en el segundo
miembro de (19), esto es:

I=— ©+ 0,05 —
N 5

3 21

>

K ( H? )2 H?
podemos escribir de nuevo la anterior ecuacién como:

yH \? H\? yH\ (fH\ &H yH

Por otra parte, segiin (11) el valor de la presién unitaria sobre el terreno viene dado por:
P2

0=— (23)
2M, - M,)

cuyo denominador es dos veces la diferencia siguiente

KH?
M, - M, = M. (C}, — 1) = - G -D (24)

Por consiguiente podemos expresar la fatiga del terreno como:
p2

7732 (25)

KB L, — 1)
S

Dividiendo ambos miembros por la altura del muro, y llamando S a la razén obtenida
de dicho cociente, tenemos:

P2
5:2 , 0 bien (26)
SKHO (G- D)
(P/N)?
S 27)
‘|2 ) @ -
3 (N)(“ b

Sustituyendo C;, por su valor, dado en (20), la anterior expresiéon queda de la forma:

S )

T2 K [H2\ 0.05 (C. —
,'(_) , Csv+’—(sv——l)—1
3\ N K . H2/N

que mediante ordenacién conveniente y ayuddndonos de la simplificaciéon establecida en
(21), se reduce a:

S (28)

P/N)?2
_1 N (29)
2 I(C, —1)

El valor de P, establecido en (2) nos permite escribir de nuevo la igualdad anterior bajo

la forma: :

‘ yH [ fH 2
281 (C,, —1) =10,9 N +0,25 . ~ +1], (30)
o bien:
vH H .

0.9 (%)H},zs .(—ﬁ)+ 1 -/ 2SL(C, D=0, 31
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ya que la solucidén negativa de la rafz no tiene significacién real.

Con respecto a la seguridad al deslizamiento, tenemos la ecuacién (15)

P

Segiin se deduce de (29)

P=N{/2SI(C, — 1)

y
E = K H?, sustituyendo:
Nu.n/2SI(C, —
Ly = £ \/ Cov l)+Oz
K H?
o bien:
2S8SI(C, —1
Cq :\/ €y )+oz
K H?
wN

5. ABACOS PARA EL DIMENSIONAMIENTO
5.1. Confeccidn de los abacos

Repetimos aqui las dos ecuaciones (22) y (31)

0,45 (yH)2+0125(QH)2+09 (yH)(QH)+(
TUOPNN) TEIRIN TN AN

(32)

-5
DS T

vH H I
09 7|5 |+ 0.25 _ﬁ)+1_\/231(cw_1):0

Para cada uno de los pesos especificos 0,6, 0,8, 1, 1,2, 1,4, 1,6, 1,8 y 2 Tm/m? | se di-
bujan las familias de curvas correspondientes a las ecuaciones (22) y (31), las cuales se ob-
tienen al dar sucesivos valores a los términos C, I, que llamaremos V,y S.I (C, — 1) que

llamaremos B, siendo por lo tanto:
V=C_C,.I
B=SIL({C, -1

(33)
(34)

En ordenadas se obtienen los valores de (W) y en abcisas los de ( YW ).

Como es evidente la longitud de la zapata, £, ha de ser mayor o igual que el talon, y,

més 0,1 H que es el espesor dado del muro, tendremos:

¢>y+0,1H,
o lo que es 1o mismo:
LH_yH H?
—=>— 10,1
N N N
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Dado que N serd en la mayoria de los casos el peso del muro, si su espesor es 0,1 H,
tomara el valor:

0,1 H? x 2,5 = 0,25 H?, que sustituido en la anterior expresién nos conduce a:

CH _yH
*H sY® . 0,4 37
N N
yH . . .
La recta N-N + 0,4 serd la recta limite de los posibles valores que nos solucionen

el problema.

Con respecto a la seguridad al deslizamiento, la ecuacion (32) junto con (34) nos da:

V7B |
Cy :R_I-? + o, de donde: (38)
u N
/2B
_ _ 39
=0T, < (39)
e N

Como una seguridad al deslizamiento de 1,5 se considera generalmente suficiente, el
valor de a deberd cumplir:

V2B
K 12
LN

a=15—

(40)

5.2, Utilizacion de los abacos

El proceso a seguir para la resolucién del problema ayudandose de los abacos es el si-
guiente:

a) Se fijan los valores que nos definen la estructura y que son:
v = Peso especifico del material a sostener en Tm/m?3.
H = Altura total en metros.
N = Peso del muro y acciones que gravitan sobre é1 en Tms.
K = Coeficiente de empuje.
0 = Coeficiente méaximo de trabajo del terreno en Tm/m?.
Cy = Coeficiente minimo de seguridad al vuelco que se desee.

b) A continuacién se calculan los siguientes pardmetros:

- oos+ BHE, 4 0
=N O0S+3 s S=y
V=g, .I

B =S.I(C, — 1)
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¢) Con los valores de V y B se entra en el dbaco correspondiente a la densidad v,y el

punto de interseccién de ambas curvas nos da los valores de (%\}II— )y ( VI—\IH ) con los

que se calculan Ley.

Al ser el valor de I independiente de las dimensiones v forma de la zapata, todos los
puntos de la curva con V cte., tienen el mismo valor de C,.

Por otra parte, como B depende de I, C, y S, siendo, segin se ha sefialado, I indepen -
diente de las dimensiones de la zapata, podremos tomar un valor de B menor al calculado,
si el punto de corte de ambas curvas se sale fuera de los limites de los dbacos, con lo cual dis-

minuiremos el coeficiente de trabajo del terreno.

La zapata mds econémica corresponderd al menor valor de YH )
N

6. EJEMPLO DE UTILIZACION DE ABACOS

Sea un terraplén con una densidad de 1,6 Tm/m?* y cuyo coeficiente de empuje activo
K = 0,3, con una altura de 4,5 mts.

El muro transmite a la zapata un peso

la resistencia maxima del terreno de asiento a compresion la fijaremos en 1,5 K, Jecm? |y el
coeficiente minimo de seguridad al vuelco
Gy = 1.8
Con todo lo anterior calculamos los siguientes parametros:
I:}lz (0,05 + E .H—z) :i’52 (0,05 + 9’3 . 41,52_) = 1,84
N 3 N 5 3 5
V=1,C,=32312

1)—15 1,84.0,8 =49
- _453 Rt

b

(o)
B=_I(C
H

sV

Para estos valores, el correspondiente dbaco de 1,6 Tm/m? nos da el punto de coordena-
das

= 1,88
w =5
yH
N = 1,166
. w
De donde: o
L =1,88 > 2.09
= X — = n
’ 4.5 ’ ol
o
S ' 130
y= 1,166XZ—§: 1,3
) 2'09 '

Fig. 2.
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Fl coeficiente de seguridad al deslizamiento sera:

V7B

Cxkm

u N
Sip=0,6
€y =1,54

Si no se considera aceptable, y se desea mayor, por ejemplo de C; = 2, habré de con-
fiar a fuerzas distintas ala del rozamiento, por ejemplo al empuje pasivo sobre la puntera, una
parte del empuje igual al C4 que se desea menos el Cy calculado, en nuestro caso:

2 — 1,54 =0,46

Por lo tanto es necesario encontrar para la estructura una fuerza que se oponga al desli-
zamiento, igual a:

0,46 . E=0,46 .K .H? =0,46.0,3.4,52 =279 Tm.

Si se desea obtener esta seguridad al deslizamiento con solo la fuerza de rozamiento,
habra que aumentar el valor de B de forma que:

\/ 2.B
2 ="
K H?
u N
de donde en nuestro caso resulta

B=382

>

o
Puesto que q e I no pueden aumentar, habria que aumentar el valor de C, que resulta-
ria
B 8,2
— =1+ -—— =234
15

! — . 1,84

45

¥

C,, =1+

sV

|

uni =Y

Con lo cual V serfa:
V=_C,.1=234.184=43.

Para estos valores de By V nos da el dbaco el nuevo punto de coordenadas

ul] 1,6 1=24mt
N T erEE
H
| Y2165 y=183
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\\\\“\\\\ Y La constante evolucion técnica
que experimenta la maquinaria -
3. SALON INTERNACIONAL DE de obras publicas y

MAQUINARIA PARA OBRAS construccion, precisa de un
PUBLICAS Y CONSTRUCCION adecuado_escaparate

donde mostrar
e las ultimas innovaciones.
PERFORACION Y SONDEOS

SMOPYC/84 es el centro
CENTRALES DE:

HORMIGON-GRAVA-CEMENTO-ASFALTO de interés de fabncantes’

HERRAMIENTAS PARA OBRAS PUBLICAS Compradores, tecnicos y
MACHAQUEO -CLASIFICACION profesionales, donde la oferta y

MAQUINARIA DE ELEVACION la demanda alcanzan maximas
¥ TRANSPORTE APLILADA & GHRAH cotas. Asi se viene constatando

MAQUINARIA PARA MOVIMIENTO DE ; o
TIERRAS, EXCAVACIONES Y COMPACTACION desde la primera edicion
del Salon en 1980.

MAQUINARIA Y UTILLAJE PARA PREFABRICADOS
Grupos de compradores

PILOTAJE
VIBRACIONES " .
de numerosos paises, Misiones
comerciales extranjeras,
Concurso de Disefo Industrial,
Conferencias Técnicas, etc.,
son programados durante los
cinco dias de SMOPYC/84.

La experiencia de la Institucion
Ferial de Zaragoza, en la
organizacion de Certamenes
monograficos de elevada
profesionalidad, contribuye,
junto con la favorable acogida
y colaboracion de las firmas
expositoras, a que SMOPYC
sea un auténtico éxito con
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@ Direccion y Oficinas: PALACIO FERIAL
@ Apartado de Correos, 108 @ Direccion Telegrafica SMOPyC
® Teléfono 358150 @ Télex 58 185 FEMU E ® ZARAGOZA-9 (Espana)
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repercusion internacional.

CADA DOS ANOS, en SMOPYC-Zaragoza: PUNTO DE ENCUENTRO del sector de la
Maquinaria para Obras Publicas y Construccién durante los dias 24 al 28 de febrero de 1984.

e

CICLO DE CONFERENCIAS TECNICAS
24 y 25 de febrero de 1984

/7

PP 2022222222227

/

Temas:
FABRICACION Y PUESTA EN OBRA DE MEZCLAS ASFALTICAS.
RECICLADO DE PAVIMENTOS ASFALTICOS.
FIRMES DE HORMIGON.

Conferencia Magistral:

LAS OBRAS PUBLICAS Y SU INFLUENCIA EN LA GENERACION DE EMPLEO.
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centrada
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PUBLICACION ESPECIAL

DE LA
A. T. E.P.

Manua! H.P. 5—79 ‘“Recomendaciones para la disposicion y colocacion de Armaduras’’

Como continuacién de la serie de Manuales que, desde hace afios, viene editando la
Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado, y en los que se recogen las recomendaciones
relativas a las diferentes etapas del proceso general de ejecucion de las construcciones preten-
sadas, se publica ahora el Manual H.P. 5-79 en el que, bajo el titulo “Recomendaciones pa-
ra la disposicién y colocacion de armaduras”, se han recopilado todas aquellas normas que la
prictica ha demostrado deben tenerse en cuenta para obtener una adecuada disposicion de
las armaduras en los elementos pretensados, tanto si se trata de armaduras pretesas como
postesas, incluyéndose asi mismo las armaduras pasivas que suelen acompafiar a las activas.

Por la intima relacion existente entre tales armaduras y otra serie de dispositivos y pie-
zas tales como los anclajes, empalmes, vainas, separadores, etc., se recogen también en este
Manual las recomendaciones correspondientes a su colocacién.

En todos los casos, se tratan por separado las fases de proyecto, ejecucion y control.

El interés del tema elegido resulta evidente si se tiene en cuenta que el estado tensional
creado por las armaduras activas en todo elemento pretensado, debe ser tal que permita a és-
te cumplir, con las necesarias garantias de seguridad y durabilidad, la funcién a que va desti-
nado. Y como dicho estado tensional depende, no sélo de la magnitud sino también del pun-
to de aplicacién de la resultante de las fuerzas de pretensado introducidas, se comprende que
la disposicion de las armaduras en este tipo de piezas adquiere una importancia primordial;
por lo que su colocacién debe ser cuidadosamente realizada en obra.

A la consecucion de este objetivo se estima que habran de contribuir, de modo impor-
tante, las recomendaciones del Manual que ahora se ofrece y que se espera tendrd la misma
favorable acogida que los anteriores de la serie, no sélo entre los Miembros de nuestra Aso-
ciacion, sino también entre cuantos profesionales desarrollan sus actividades en el campo de
la técnica del pretensado.

Este Manual H.P. 5-79, con 87 pdginas y varias figuras, se ha puesto a la venta al pre-
cio de 300,— ptas. el ejemplar (6,— dolares USA para el extranjero). Para los Miembros de la
A.T.E.P. se ha establecido el precio especial de 200,— pesetas (4,— ddlares USA para el ex-
tranjero).

Los interesados en su adquisicion deberdn dirigir sus pedidos a la Secretaria de la Aso-
ciacion Técnica Espafiola del Pretensado, Apartado 19.002, Madrid—33, Tfno: 202 04 40.
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