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Direccion General de Carreteras. Madrid-3.
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MEDITERRANEA DE PREFABRICADOS, S.A.— Apartado, 34. BENICARLO (Castelldn).
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PACADAR, S.A.— Hermosilla, 57. Madrid-1.

PRELOAD SISTEMAS, S.A.— Avenida del Generalisimo, 30. Madrid-16.

PRENSOLAND, S.A.— Calle Industria, s/n. SAN MARTIN DE CENTELLAS (Barcelona).

PROCEDIMIENTOS BARREDO.— Raimundo Ferndndez Villaverde, 45. Madrid-3.

S.A.E. BBR.— Polfgono Industrial” Barcelonés. Calle Carrero Blanco, s/n. ABRERA (Barcelona).

S.A. ECHEVARRIA.— Apartado 46. Bilbao-8.

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A. (TECPRESA).— Veldzquez, 105. Madrid-6.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, S.A.— Monturiol, 5. SANTA MARIA DE BARBARA (Barcelona).

La Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar piblicamente su agradecimien-
to a las empresas citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su especial aportacién econdémica, parael de-
senvolvimiento de los fines que tiene encomendados.



Son Instituciones Miembros Correspondientes del
Instituto Eduardo Torroja
de la Construccion y del Cemento

La Pontificia Universidad Catolica de Chile (Santiago de Chile).
La Facultad de Arquitectura de la Universidad del Valle de Cali (Colombia).

El Departamento de Ingenieria de la Universidad Nacional del Sur. Bahia
Blanca (Republica Argentina).

La Facultad de Ingenieria de la Pontificia Universidad Catolica del Perd
(Lima).

La Facultad de Ingenieria de la Universidad Central de Venezuela (Caracas).

La Facultad de Ingenieria de la Universidad Catolica de Cordoba (Repu-
blica Argentina).

La Facultad de Arquitectura y Urbanismo. Universidad de Chile (Santiago
de Chile).

El Instituto de la Construccion de Edificios de la Facultad de Arquitectura.
Montevideo (Uruguay).

El Instituto Nacional de Tecnologia Industrial. Buenos Aires (Republica
Argentina).

La Facultad de Arquitectura de la Universidad Nacional de Colombia (Me-
dellin).

‘La Universidad Auténoma - Guadalajara, Jalisco (México).
El Departamento Técnicoy Laboratorios'de Aprovence, Caracas (Venezuela).

El Instituto de Ingenieria Civil de la Facultad de Ingenieria y Agrimensura de.
la Universidad de la Republica del Uruguay (Montevideo).

El Centro Impulsor de la Habitacion, A.C., de México.

El Departamento de Investigacion de la Direccion General de Tecnolog ia del
Ministerio del Bienestar Social de la Repuablica Argentina (Buenos Aires).

El Departamento de Obras Civiles de la Universidad de Chile (Santiago de
Chile).

El instituto Mexicano del Cemento y del Concreto, A.C. - IMCYC (México).

La Escuela Politécnica del Ejército. Facultad de Ingenieria Civil. Av. Colom-
bia y General Paz y Mifio. Quito (Ecuador).

La Universidad de Cuenca. Facultad de Arquitectura. Cuenca (Ecuador).

El Instituto de Pesquisas Tecnologicas de Sao Paulo (Brasil).
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AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERQ”

Todos los articulos originales que se publican en “Hormigén y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
maximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
.o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd Slempre aceptado para su publicacion.
en nuestra Revista, pero con tal caricter.

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladari al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de 1a A.T.E.P., Apartado
19.002, Madrid-33, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de distribu- .
cion de la Revista.

El autor del articulo cerrari la discusién contestando todos y cada uno de los comenta-
rios recibidos.

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicardn conjuntamente en una Seccién espe-
cial que aparecera en las Giltimas paginas de la Revista.
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Modelo para el analisis no lineal
de estructuras de hormigon por el método
de los elementos finitos

Francisco Millanes Mato
Dr. Ingeniero de Caminos

1., INTRODUCCION

La obtencién analitica de la evolucién del estado de tensiones y deformaciones en las
estructuras de hormigén, a medida que aumentan las cargas hasta la rotura, es bastante com-
pleja. Entre los aspectos ipropios de este tipo de estructuras que no pueden abordarse de for-
ma inmediata por los métodos de cdlculo tradicionales podemos citar:

1.—La no homogeneidad, puesto que contamos con dos materiales diferentes: acero y
hormigén. '

2.—La evolucién de la estructura resistente como consecuencia de la progresiva fisura-
cién del hormigbn.a medida que aumentan las cargas.

3.—El comportamiento no lineal de ambos materiales hasta la rotura. Si bien para el ace-
ro existen leyes o-€ que permiten reflejar con suficiente precision su respuesta frente a car-
gas crecientes, para el hormigén el problema se complica no sélo a causa de su conducta mar-
cadamente no lineal bajo% ompresiones importantes, sino fundamentalmente como consecuen-
cia del caricter biaxial d&'su estado tensional en gran parte de las estructuras. Las leyes de
comportamientoy los critérios de rotura bajo esfuerzos combinados son complejos y funcion
de numerosos pardmetros cuya influencia no estd todavia suficientemente determinada. Has-
ta el presente se dispone Unicamente de resultados fiables para una aplicacion proporcional

0 ’ . '
de la carga: a = — (fig. 1), que se mantiene constante a lo largo del ensayo.
i ‘
4.—Las deformaciones del hormigén varfan con el tiempo como consecuencia de fluen-
cia y retraccidn.

5.—Existen ademds una serie de fenémenos todavia mal conocidosy cuya influencia no
siempre es despreciable: deslizamientos relativos entre hormigén y acero como consecuencia
de la pérdida progresiva de la adherencia entre ambos, fuerzas de rozamiento entre las dos ca -
ras de las fisuras, rigidez a la deformacion transversal de las armaduras, colaboracioén del hor -
migodn traccionado entre fisuras, etc. Todos estos factores son de dificil evaluaciony su con-
sideracién s6lo puede hacerse actualmente de forma aproximada.



| %=

Fig. 1.

La primera aplicacién del método de los elementos finitos al cdlculo de estructuras de
hormigén armado data de 1967 y es debida a NGO y SCORDELIS (ref. 1), siendo numero-
sos los trabajos publicados desde entonces. En la ref. 2, publicada por el autor, puede encon -
trarse una puesta al dfa del avance de las investigaciones sobre este tema.

2. APROXIMACION DEL CALCULO NO LINEAL MEDIANTE UNA SERIE DE ANALISIS
LINEALES

En el modelo que pasamos a presentar nos limitaremos al estudio de los fenémenos de
corta duracion en los que la carga se aplica de forma monoétona creciente, es decir, sin consi-
derar ciclos de cargay descarga.

También supondremos que las deformaciones se mantienen dentro de los limites de la
teorfa de los pequefios desplazamientos, no tomando en cuenta los fenémenos de no linea-

lidad geométrica.

Asi pues, las principales causas de no linealidad que vamos a considerar son las siguien -
tes:

a) Fisuracion del hormigén.
b) Comportamiento no lineal del hormigén bajo cargas biaxiales.
¢) Plastificacion del acero mds alld de su limite eldstico.

Supondremos perfectamente conocidos los fundamentos del método de cdlculo por
elementos finitos, cuya aplicacion al andlisis lineal de estructuras puede esquematizarse some-
ramente como sigue (la nomenclatura y formulacién son las utilizadas peor ZIENKIEWICZ

(ref. 3)):

1) Se adopta una funcién de desplazamiento continua en el interior de cada elemento:
{f}* = [N]° {6}°, que relaciona los desplazamientos de cualquier punto del elemento con los
de los nudos del mismo. Esta funcién debe cumplir ciertas condiciones de convergencia.

2) Por derivacién de las expresiones de los desplazamientos se obtiene una relacion en-
tre las deformaciones en el interior del elemento y los desplazamientos de los nudos:

(e = [B]* {&}° M

3)Las tensiones y las deformaciones en cada punto estdn relacionadas por una expre-
sién lineal de la forma:

{0} ={0,}° + DI {e —€,}° ()

donde {0,}° y {€,}° son los valores de {0}° y {€}° antes de aplicar la carga.
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4) Por aplicacién del teorema de los trabajos virtuales en todos los elementos, e impo-
niendo la igualdad de desplazamientos de los nudos comunes a varios elementos, s¢ llega a una
ecuacion del tipo:

{R}* = {R} - {F } = {F¢ } — {Fg_} = [K] {8} &)
Donde:
[K] esla matriz de rigidez de la estructura.
{R} eselvector de las fuerzas exteriores que actuan sobre los nudos.
{Fp} es el vector de las fuerzas nodales debidas a las cargas repartidas.
{Fe(} es el vector de las fuerzas nodales debidas a las deformaciones iniciales, y

{Fo } esel vector de las fuerzas nodales debidas a las tensiones iniciales, presentes al co-
o . g
mienzo del andlisis.

Estos vectores y matrices de la estructura se obtienen a partir de los correspondientes a
cada elemento, cuyas expresiones.son:

{ﬁje:fﬁ[NFT{ﬂedVOL
{F¢}* _ / [BI" [DF {e,}* d Vol
{quezfﬁ[BPT{qjedVoL
[k]e = /‘}BFT[Dr[Br<1VoL

{p}° = Vector de las cargas repartidas sobre el elemento.

5) La resolucion del sistema de ecuaciones (3) permite obtener los desplazamientos de
los nudos & , los cuales, mediante las expresiones (1) y (2), nos proporcionan el estado de
tensiones y deformaciones en cualquier punto de la estructura.

En nuestro caso, la no linealidad afecta unicamente al comportamiento de los materia-
les, que supondremos definido de forma explicita mediante una expresion del tipo: {0} = g
({e)), siendo ‘g’ una funcién no lineal que serd definida mds adelante.

En consecuencia, la matriz [D]°® no es constante sino que varfa, para cada elemento, en
funcion de su estado tensional en cada instante. .

_____ [Ko]i
T e a |
A R{ D"]t | [ AR_?}I o /
- : | o n
o —= -4
|
~ | | | !
| ' | l || |
A R, det‘ ’ l : ||||
|
L] ) 5w |l S
% & & 1
48"‘ AS‘J

Fig. 2.
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Supondremos la carga aplicada por etapas, en cada una de las cuales obtendremos los au-
mentos de desplazamientos, deformaciones y tensiones, debidos al incremento de carga apli-
cado.

Tratdndose de un problema no lineal, la resoluciéon de cada etapa deberd hacerse necesa-
riamente de forma iterativa. Existen numerosos métodos de obtencién de la solucién no
lineal a partir de una serie de cdlculos lineales (constltese por ejemplo la ref. 3). Elmodelo que
proponemos utiliza el “método de la transferencia de tensiones” de ZIENKIEWICZ, VALLIA-
PAN y KING (ref. 4y 5), pero es directamente aplicable a cualquier otro método de cdlculo .

El proceso seguido es mostrado en la fig. 2. La carga se aplica por etapas, siendo nece-
sarias varias iteraciones en cada una de ellas.

Las ecuaciones (1), (2) y (3), que permiten la resoluciéon del problema lineal, toman pa-
ra la etapa ‘i’ y la iteracion ‘j° la forma siguiente:

{A e}iej = [B}° {1 5};. 1)
{A o}fj = [D];.{Ae}fj 2”)

{A R*}ij = [K]ij {A 6}ij 3

Las matrices [D]fj, y por consiguiente también las [K]ij = Ze) L [B]eT [D]; [B]® d Vol,
no se modifican en el curso de las iteraciones ‘j° de cada etapa. Permianecen constantes y son
obtenidas, a partir de las leyes de comportamiento de los materiales{ o} = g ({€}), para los va-
lores finales {€};, v {d} ;, obtenidos al final de la etapa precedente.

La disminuciéon de la rapidez de convergencia que ello supone es netamente contrarres-
tada por la reduccién del tiempo de cdlculo que se obtiene al no definir las matrices [ D]° y[K]
mas que una sola vez por etapa. Tenemos pues:

[DI¢ = [D, ¢

, para todo ‘j’.
K], = [K,]

i
Con vistas a mejorar la convergencia, trabajaremos con las expresiones tangentes.
El proceso seguido para la resolucién de una etapa ‘i’ puede esquematizarse como sigue:

a) Se resuelve primeramente el sistema de ecuaciones

{A8}, =I[K,I;' {AR*}, , donde {AR*}, esiguala{A R}, esdecir, al vector de las fuer
zas exteriores aplicadas en los nudos en la etapa ‘i’ (suponemos que las fuerzas exteriores ac-
tuan en los nudos de la malla).

b) Las ecuaciones (1°) y (2’) permiten obtener los {A e}fl y {A o}, , asi como los valores

finales: {e};, ={e}; + {Ael}]
{0}, = {0};, + (Ao}

c) Pero segin las leyes de comportamiento de los materiales {0} = g ({€}), tenemos que
para el campo de deformaciones alcanzado {e};, , a cada elemento le corresponde un estado
tensional {0*}; = g ({e};,) diferente del calculado. La diferencia entre ambos {0°};, =
= {0};, — {0%}], representa las “tensiones no equilibradas” que no pueden ser resistidas por el
material bajo el campo de deformaciones obtenido, y que deberdn por tanto redistribuirse
eldsticamente sobre la estructura con vistas a restablecer el equilibrio.
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d) Asf pues, la siguiente iteracion efectuard dicha redistribucion:

{ans8}, =K, ]! {AR*}, , donde el vector {AR*},, representa las “fuerzas nodales no

equilibradas” obtenidas a partir de las “tensiones no equilibradas” de la Gltima iteracion:

(AR¥, =3[ BI {0 d Vol
Je

(expresion obtenida por aplicacion del teorema de los trabajos virtuales).

e) Las iteraciones se prosiguen hasta que las tensiones no equilibradas en cada elemento
supongan un porcentaje despreciable frente al valor final de las mismas.

En el caso de operar con elementos cuya funcion de desplazamiento [N]° de lugar a un
campo de deformaciones (y por tanto de tensiones) variable en el interior del mismo, la eva-
luacion de las integrales que permiten obtener las fuerzas no equilibradas se complica enorme-
mente. Dada la obligada imprecision inherente al modelo propuesto para representar la con-
ducta no lineal del hormigén, consideramos suficientemente apropiado el obtener las fuerzas
no equilibradas a partir del estado de tensiones y deformaciones del centro de gravedad del
elemento, supuesto asignado a todos los puntos del mismo. Una alternativa consistiria en
suponer el elemento descompuesto en varios subelementos y operar dentro de cada uno de
la forma ya indicada (ref. 6). Nosotros creemos no obstante que ello alargasin demasiadas ven-
tajas el tiempo de cdlculo, siendo por tanto preferible reducir el tamafio de la malla en las zo-
nas de fuerte variacion de tensiones. '

I) ANALISIS BIDIMENSIONAL

Vamos a comenzar por el estudio de las estructuras bidimensionales trabajando en su pla-
no. Tenemos por tanto dos grados de libertad por nudo: los corrimientos ‘u’ y ‘v’ en la direc-
cion de los ejes ‘X’ e ‘y’, respectivamente. El convenio de signos para las tensiones y deforma-
ciones es el indicado en la Fig. 3.

Y
y J
Oy(Cy)
-
Txy"l’xy)
° X
o -
Fig. 3, X

3. IDEALIZACION DE LA ESTRUCTURA EN ELEMENTOS FINITOS

3.1. Una primera posibilidad consiste en considerar tres tipos diferentes de elementos:

A) Elementos de hormigon (Fig. 4)

Por su simplicidad escogeremos el elemento triangular de espesor constante con funcion
de desplazamiento lineal, lo que da lugar a un campo de tensiones y deformaciones constante
en el interior del elemento. La aproximacién obtenida con este tipo de elementos, puede ser

13



muy aceptable si se utiliza una malla suficientemente fina en las zonas de fuerte variacién de
tensiones.

En principio, despreciaremos la posible reduccion de secciéon debida a la presencia de ar-
maduras.

Tendremos los siguientes vectores:

e

I\
v,
u.
— De desplazamientos: {8 = o
[6x1] i
Uy
\ Vi
o, )°¢
— De tensiones: {oF = o,
[3x1]
€, ) °
— De deformaciones: {€}* = €y Z
[Bx1]  [7)
(in ¢
F..
yi
— De fuerzas nodales: {FF= ) Fy ’
[6x1] |E; {
’ka \
\ Fyk /

Eligiendo una funciéon de desplazamiento lineal en el interior de elemento:
uX,y)=0o; +a, x+azy

V(X,y) =04 +as x+agy ,dondelos6 coeficientes son obtenidos por las condicio-
nes: i

U = u(x,y;)

Vi =V (X, V1), 1 =1, ], k, obtenemos las siguientes expresiones de las matrices [ B]°y [k]®
(ref. 3):

b, o b, o bg o

1
o g
G b

B]®* = —
[B]® = 5—
Siendo: 2 A =2.Areaelemento=| 1 x; vy,
1 Xj Y ,V:
1 xg vk

3 =X Yg — Xg Y b, =y; —yx G = Xg — X;
4 =Xk ¥Yi — X ¥k by =vg —; G =Xj — Xk
Ak =X Y — XY by =¥ —; Ck =X; — X

(kl°=| [BFT[DI°hdx dy=[B]®" [DI [BI*hA

Je
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‘h’ es el espesor del elemento y ‘A’ su édrea.

S6lo nos resta definir la matriz [D]°, cosa que haremos en el siguiente apartado.

B) Elementos de acero (Fig. 5)

Los consideraremos filiformes y trabajando Gnicamente en el sentido de su longitud.

y . Y 0

Fig. 5. Fig. 6.

Como el estudio es plano, serdn afectados de una seccion que es suma de las de las arma-
duras situadas sobre las caras superior e inferior.

Tendremos los siguientes vectores:

u; ¥ u
— De desplazamientos: {8}° = V; y {8%e = |v¥
[4x1] u; [4x1] ujf
V5! Vi
(c. globales) (c. locales)

De tensiones: {0%}° (dimension 1 x 1) (c. locales).

|

_ De deformaciones: {e*}® (dimension 1 x 1) (c. locales).

in | € ( F; \°
— De fuerzas nodales: {F}® = Py y {F¥° = F;‘i
[4x1] Ey [4x1] Fji
Fyj ] g
(c. globales) (c. locales)

Eligiendo una funcién desplazamiento lineal en el interior del elemento, que expresada

en coordenadas locales tendrd la forma:
p=o0—>u* =uf

# = + con las condiciones limite . .
u (,0) 71 ’YZpa S 1 S{p___L_)ua::ujx

se obtienen las siguientes expresiones de las matrices [Bley [k]°:

1
[B*]® = f[- 1,0,1,0]
(coordenadas locales)

[k*1° =[' [B*]eT [D*]¢ [B*]® d Vol = [B*]*T [D*]° [B¥]* SpL
(coordenadas locales) ©

siendo ‘S’;b el 4rea de las armaduras y ‘L’ la longitud del elemento.

15



En coordenadas globales las expresiones son:

[B]e = % [_C’ =S, C, S]

2 2
¢z s¢  —c —sC
S [D*]° _
i C=Cosa
[k]e:mpL 8¢ 8% —s¢ —s?| :
s = sen
—c? —sc ¢? sc sen o
—sC —s? sc s2

La matriz [D*]°® serd estudiada m4s adelante.

C) Elementos de conexion entre hormigén y acero (Fig. 6)

La utilizacién de tales elementos sélo tiene sentido cuando se quiere estudiar el efecto
de la pérdida de adherencia entre el hormigdn y las armaduras. En caso contrario, es decir,
si no se admiten desplazamientos relativos entre ambos materiales, basta con asignar nudos co-
munes a los elementos de acero y hormigén en aquellos puntos que tengan idénticas coordena-
das geométricas.

Los elementos de conexibon consisten en dos muelles ortogonales que enlazan los nudos

€3

de acero, ‘j’, y hormigén, ‘1, situados en el mismo punto geométrico. El eje ‘p’ de la figura 6
corresponde a la direccion de las armaduras. Estos muelles no tienen dimensiones fisicas y sus
caracteristicas mecdnicas deben reproducir el mecanismo de transferencia de esfuerzos por ad-
herencia correspondiente a la zona a ellos asignada.

Tendremos los siguientes vectores:

u; )\ ° u¥) ©
— De desplazamientos: {8}° = v, y (8%} = )v*
[4x1] )y [4x1] Zuj*
Y vi
(c. globales) (c. locales)
€
— De esfuerzos transmitidos: {o*}¢ = gp (c. locales)
(dimensiones de fuerza) [2x1] B
e
— De deslizamientos relativos: {e*}¢ = ﬁps (c. locales)
(dimensiones de longitud) [2 x 1]
'F..\¢© F;i;i e
X1
— De fuerzasnodales: {F}* = |F,;[ vy {F¥*= |Fj
[4x1] |F [4x1]  |F%
FYj i FE‘; /
(c. globales) (c. locales)

La matriz [B*]®, que relaciona los vectores {§*}° y {e*}®, tiene la forma:

-1 0 1 O
*7e
(B = |: 0O -1 o0 1]
, ¥y en coordenadas globales:

[B]® = [—c —5 © s] siendo &= 08 0
S —Cc - c s=send
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y la matriz de rigidez [k]°, que relaciona {F}°y {6}°:

—c s
e |—s —c e [-C —S C 8
[kl = c —s [D*] l: § —C -—s§ c}
s ¢

(c. globales)
La matriz [D*]°® serd definida mdas adelante.

3.2) La utilizacién de los tres tipos de elementos que acabamos de describir puede ser
interesante cuando la armadura esté muy localizada o cuando se deseen estudiar los efectos
de la pérdida de adherencia perfecta entre hormigon y acero. Un modelo alternativo, que su<
pone la compatibilidad perfecta entre los desplazamientos de ambos materiales y que per-
mite una sustancial reduccidén del nimero total de elementos, consiste en utilizar un tipo
Gnico de elemento mixto constituido por el hormigdn mas los refuerzos. Estos se suponen
uniformemente distribuidos dentro del elemento, asignandoles un espesor ficticio “h,” (fig.
7), que puede ser diferente para las dos direcciones de refuerzo.

La relacion entre las tensiones y deformaciones del elemento sera:
{Uh F= [Dh I° {eF
{o,}°=[D,I° {e}*

La matriz [D, ]° serd idéntica a la que luego describiremos para los elementos de hormi-
g6n y la matriz [D, ]° serd indicada en el apartado 4.1.

Dado que el vector {€}es comin a ambos materiales, la matriz de rigidez del elemento
se obtiene por simple adicién, trabajando, claro estd, en el sistema de referencia global:

[k]® =[k, ]° + [k, ]°, siendo
[ky]° =[BI*T [Dy1° [BI*hy A,y
[k,]° =[BT [D,]° [B]* h, A

Si la cuantia de armaduras es diferente en las dos direcciones de refuerzo, bastaria con
obtener [k, ]° como suma de las [k, I{ (i =1,2) de las dos direcciones, calculando cada una con
el h, ; correspondiente.

Fig. 7.
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Fig. 8

4. LEYES DE COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES

En el apartado anterior hemos dejado sin definir las matrices [D]° de los diferentes ele-
mentos, ya que son funcién del modelo de comportamiento que adoptemos para representar
la respuesta no lineal bajo carga creciente de los materiales que los componen. Vamos a pasar
ahora a discutir dichos modelos de comportamiento.

4.1. Acero

Se puede suponer que el mismo sigue una ley o — € elastoplastica (fig. 8), con compor-
tamiento idéntico a traccién y compresion.
Tenemos pues:
E, e si le] <a,/E,
o= = . 1
g (e) o si [e| >0,/E,

v a

La matriz [D] tangente, que nos relaciona los incrementos de tensiones y deformaciones
en cada etapa, tiene la forma siguiente:

a) En los elementos de acero filiformes:

{Ao*}° =[D*]; {Ae*}°, siendo [D*]{ una matriz de dimensién (1 x 1) que vale:
E, si|e|<o,/E,

0 si |e|>0,/E,

b) Cuando se trabaje con elementos mixtos acero-hormigén, la matriz [D*]f, referida al
sistema local de ejes “p” y “B” (Fig. 7), es:

E, 0 0
[D*]g= | O EB 0 , siendo
0 0 O
Ep=E, , si |ep| <d,/E,
Ep=0 , si |ep| =>o0,/E,

Eg=E, , si |65|<031/Ea
Eﬁ=0

-
w
—_

i ]eg[ >g0,/E,
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Como vemos, la matriz [D*]§ confiere una rigidez transversal nula a la capa de acero, que
trabaja tnicamente en el sentido de los refuerzos.

¢) Cuando las direcciones de armado no sean ortogonales o cuando las cuantias de re-
fuerzo en ambas direcciones sean diferentes, la matriz [D}]f para cada direccion de armado «

es:
. Eq=E,,si |eq| <0,/E
k]e — (6 a’ (04 a a
[DgIE = 8 8 8 , siendo om0 si |5a1 > 0. fE.

4.2. Interaccion acero-armaduras a través del mecanismo de adherencia

Como se sabe, la adherencia perfecta no existe més que para bajos niveles de transmision
de esfuerzos. M4s alld, se produce un deslizamiento relativo entre ambos materiales que se ve

progresivamente menos coaccionado por el rozamiento hasta llegar a un punto a partir del
cual se produce libremente.

La cuantificacion precisa de este fenomeno no es posible, pues es funcion de gran ni-
mero de factores, tales como el nivel de esfuerzos transmitidos, la calidad del hormigon, el
didmetro y tipo de armaduras, el nivel de tensiones en el acero, la longitud de embebido me-
dida desde la superficie libre o la fisura més proxima, etc. No obstante, podemos aproximar

el fendmeno suponiendo que el deslizamiento relativo entre ambos materiales es funcidon
anicamente del nivel de esfuerzos transmitido.

A

v
19
\J

aproximacién
multilineal

Fig. 9 (tomada de la ref. 7).

<

fuerza transmitida /4 £,

deslizamiento(pulgadas x 10-3)

Adoptaremos pues una ley de tipo no lineal de la forma: g, = g (ep), cuya expresion
puede fijarse acudiendo a la bibliografia especializada. En la Figura 9 mostramos una curva em-

pirica tomada de la ref. 7, que con vistas a su aplicacién prictica puede aproximarse de forma
multilineal.

En cuanto a la relacion o= g (eﬁ), no existen datos experimentales suficientes, siendo
ademds poco importante su influencia. Asumiremos por tanto una compatibilidad casi abso-
luta entre las deformaciones del acero y hormigédn en direcciéon normal a los refuerzos.

Para ello basta con tomar:

og= Kgeg, siendo Kguna cantidad suficientemente grande, pero que no plantee proble-
mas a la hora de la resolucién del sistema de ecuaciones.

Asf pues, la matriz [D*]? es:

d
[D*]¢ = [I;P Igﬁ} , siendo K = E—ii < 0, tomada a partir del diagrama experimental
elegido. :
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4.3. Hormigén

Es precisamente en la adopcion del modelo mds apropiado para reproducir el comporta-
miento no lineal del hormigdn bajo solicitaciones biaxiales, asf como los criterios de rotura y
fisuracién, donde reside el mayor problema del anlisis de estructuras de hormigén por el mé-
todo de los elementos finitos.

Los primeros trabajos sobre este tema (NGO y SCORDELIS, ref. 1) abordaron la cues-
tion de forma simplificada suponiendo un comportamiento lineal para el hormigén a com-
presién y predefiniendo las fisuras en posiciéon y longitud. La malla las incorporaba desde el
principio del andlisis, considerando nudos diferentes en las dos caras de las mismas.

Con posterioridad, numerosos autores propusieron nuevos modelos en los que la res-
puesta del hormigén se abordaba de forma mds compleja (véase ref. 2).

Nosotros vamos a tomar como base de nuestro trabajo los resultados experimentales
de KUPFER (ref. 8 y 9). Los ensayos han sido realizados sobre probetas cuadradas en forma
de placa delgada, sometidas a solicitaciones en su plano. Las dimensiones de las probetas
eran 20 cm. x 20 cm. x 5 cm. La carga era aplicada en las dos direcciones ortogonales por me-
dio de cepillos de acero, constituidos por un gran nimero de barritas individuales, unidas en
sus bases formando un paquete. Las barritas son suficientemente ligeras para poder seguir las
deformaciones de la pieza de forma independiente, evitando asf la aparicién de tensiones tan-
genciales en la superficie de aplicacion de la carga, poseyendo al mismo tiempo una resistencia
al pandeo suficiente. Gracias al empleo de colas sintéticas, es posible asimismo la aplicacion de
esfuerzos de traccion.

La investigacién de KUPFER ha suministrado resultados sobre la conducta de las probe-
tas bajo cualquier combinacién posible de solicitaciones biaxiales: bicompresién (C-C), com-
presion-tracciéon (C-T) y bitraccion (T-T). Investigaciones posteriores (ref. 10, 11, 12y 13),
han confirmado los resultados obtenidos.

Todos estos ensayos han sido realizados aplicando la carga de forma proporcional, es
decir, manteniendo constante a lo largo del ensayo la relacion entre el valor de las tensiones
aplicadas en las dos direcciones ortogonales.

Aunque numerosos autores han confirmado la relativa independencia de los valores de
las tensiones de rotura frente a la manera de aplicar la carga, no sucede lo mismo en lo que
concierne a los valores de las deformaciones tltimas, que son muy sensibles a la calidad del
hormigén, velocidad de aplicacion de la carga y al proceso de carga seguido (proporcional o
no), como puede apreciarse en los trabajos de NELISSEN (ref. 10).

Se comete pues una cierta imprecisiéon cuando se adopta como base del modelo unos
diagramas g-e€ obtenidos con carga proporcional, para representar la conducta real del hormi-
gén en zonas donde, como consecuencia de los fenémenos no lineales, se producen variacio -
nes importantes, tanto en las relaciones entre tensiones principales como en las direcciones de
las mismas.

Los ensayos de KUPFER se hicieron sobre tres hormigones de calidad diferente. En lo
que sigue, vamos a limitarnos a los resultados obtenidos con el hormigdn de calidad media (f,
~ 300 kg/cm?).

4.3.1. Resistencia tltima del hormigon

En la Figura 10 se muestran las curvas experimentales obtenidas por KUPFER para cual-

20



%A,

63/ fe

....... Y',_ =191 )(P/cml

fo—-- . 230

;4 s y‘: =584

— . —pardbola Fig. 10 (tomada de la ref. 8).

O/t

G/,
—

Fig. 11 (tomada de la ref. 9).

quier combinacién de tensiones principales. Dichas curvas estdn presentadas de forma adimen-
sional, con las resistencias referidas a la resistencia f, sobre prisma.

En la Fig. 11 se muestran de forma més detallada los dominios C-T 'y T-T.

En el dominio T-T las resistencias son practicamente independientes de la relacion de ten-
siones, y casi iguales a los valores uniaxiales. Queremos sin embargo sefialar que recientes in-
vestigaciones (ref. 13) han obtenido un ligero aumento de la resistencia a bitraccién con rela-

cion al valor uniaxial.

Nosotros supondremos una resistencia a traccion constante en todo el dominio T-T, que
puede evaluarse por la expresion (ref. 8):

op, = 0,64 \3/?c

En el dominio C-C la pardbola propuesta por KUPFER aproxima bastante bien los resul-
tados experimentales:

fc fc fc c
(siendo |0y | > | 05 |)

Con vistas a nuestro modelo, interesa expresar esta ecuacion en funcion de la relacion «
entre las tensiones principales:

(|01 | + | 02 |)2_ | o1 1—3,65%—‘#0

0, =0; X
_ (43650
WTT 0 v 2

0211 = olu o
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En el dominio C-T existen dos zonas claramente diferenciadas, segiin que las tracciones
o compresiones sean dominantes. La separacién entre ambas puede fijarse para un valor de

traccién 1
o= ——— = — — (véase ref. 2)
compresion 15
Asi pues, para |oz| > 1/15 tomaremos una recta que pase por el punto correspondiente
al ensayo uniaxial:

. 02. (traccibn) . —1— P . 5
04 (compresibn) 15
064
Oy = m >0; 05y =01y a>o0

Para |a| < 1/15 usaremos una pardbola andloga a la del dominio C-C, pero fijando el
coeficiente “m” # 3,65, que se ajusta imponiendo, para |a| =1/15, el acuerdo'. con la zona.
precedente:

(1 +ma)
Ulu=—/(—lw fc<0
Opy =0, @>0 ;5 1/15<a<0

_154/T, — 43.055
T, +5,492

4.3.2. Valores de las deformaciones ultimas

Los valores de dichas deformaciones en las tres direcciones principales €,,, €, ¥ €3y,

obtenidos por KUPFER, son mostrados en la Figura 12 en funcién de vy = arc. tg (1/q),
0 . . .

siendo av= —= . Estas curvas pueden introducirse en el modelo mediante aproximaciones mul-

0
tilineales.

%€ /) ol 3% 24

T-T | T-¢ c-C | ¢c-T
-6i262

o i -
o2}—  —4 - —a
o= Si=02__ |} ; 1.

W_A “‘

B ;
0 . P T R Fig. 12 (tomada de la ref. 9).
o g T 1

—& |

-o2f— ===t ; .
..... 63u ]

-03 } \... \J —3
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4.3.3. Leyes tensiones-deformaciones

Las Figuras 13, 14 y 15 muestran las curvas experimentales de KUPFER que van a ser-
vir de base a nuestro modelo. Este consiste en una formulacién analitica de las leyes o-€, com-
prendiendo todas las combinaciones posibles de tensiones biaxiales: C-C,C-TyT-T a través
del coeficiente o que interviene de forma paramétrica.

Dicha formulaciéon queda completamente determinada en funcién de ciertos pardmetros
cuya definicion es sencilla, a saber:

— Los médulos Eo y v, , obtenidos en los ensayos de compresion uniaxial del hormigon.

— Las tensiones de rotura o, cuya expresion analftica ha sido presentada en el apar-
tado 4.3.1, en funcion de la resistencia a compresiéon uniaxial del hormigén f, y de la relacion
« entre las tensiones principales.

_ Las deformaciones ultimas, indicadas en el apartado 4.3.2 en funcién de a.

En las Figuras 13, 14 y 15 se presentan las curvas experimentales obtenidas por KUP-
FER (en fino), acompafiadas por aquéllos correspondientes al modelo analitico que pasamos
a presentar (en grueso), que estd basado en los trabajos de LIU (ref. 14) y CEDOLIN (ref. 15).

A) Dominio T-T (Fig. 13)

En esta zona el hormigdn presenta un comportamiento casi lineal, con una ligera cur-
vatura poco antes de la rotura. Los ensayos de KUPFER mostraron asimismo una reduccion
de aproximadamente el 109/, en el valor del coeficiente de Poisson con respecto al valor ob-
tenido en los ensayos de compresion uniaxial (v 0). En cambio, los valores del modulo de elas-
ticidad se mantienen prdcticamente idénticos.

1
2005 0 0.05 0.10

Fig. 13.
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Fig. 14.

Fig 15,
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Utilizaremos por tanto un modelo eldstico e isotropo, definido por las leyes cldsicas de
elasticidad, que referido a las direcciones principales toma la forma:

: Eo . T
=Ty e v

0, [e, +vT €], siendo v} =0,9 v,

=___0
1 - @hH?

B) Dominio C-C (Fig. 14)

En esta zona, la forma de las curvas experimentales es parecida a la obtenida en los ensa-
yos de compresion uniaxial: fuerte curvatura con respecto a la tangente en el origen y tangen-
te practicamente nula en el punto de rotura.

Utilizaremos expresiones analiticas andlogas a las propuestas por SAENZ (ref. 16) para
el caso uniaxial:
. A+Be
" 1+Ce, +D¢?
diciones siguientes:

, donde los pardmetros A, B, Cy D son obtenidos a partir de las con-

0y

a) para¢; =0, 0, =0;
b)para e; =€,,,0; =0,,;
¢) parae; =0, do,/de; =Ej ;
d) para €; =¢€,,, do,/de; =0, y andlogamente obtendriamos las expresiones de las cur -
vas
A +Be,
0y = > ;
1+C ey +D €2

El valor E¥, es la pendiente en el origen de la curva y su valor puede obtenerse a partir de
las leyes eldsticas, teniendo en cuenta que 0, = 0; . As{ pues, y tomando o, < 0, < 0, 0sea

|oy |>]0, | y por tanto 0 < a< 1, obtenemos para la curva o, — e, : B, = 1—"1)—0‘ y pa-
E, — Yo

o— v,

rala curva 0, — €,: B, =

Una vez obtenidos los valores de los pardmetros A, B, C, D, A’, B, C’y D’, se llega a
unas expresiones finales:

(ID

*
= E% €
' E5 en

o k2 )2]
Y ei‘ eiu

1u

parai=1, 2.

Esta expresion presenta una singularidad matemdtica para el casoi =2y a=»,. Toma-
remos entonces la ley €, =0, que corresponde bastante bien a la curva experimental obtenida
para o« ~ 0,2 (ver Fig. 14).

C) Dominio C-T (Fig. 15)

En esta zona, las curvas experimentales muestran una transicién gradual entre la lineali-
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dad del dominio T-T y la acusada curvatura del dominio C-C, transicién que tiene lugar en
funcién de la relaciéon « entre las tracciones y las compresiones.

Las curvas muestran una no linealidad todavia acusada, pero la condicién de pendiente
nula en el punto de rotura no se verifica. Utilizaremos por tanto la expresion de SAENZ, pero
prescindiendo del pardmetro D y no impondremos la condicién d) antes indicada.

Las expresiones finales asi obtenidas serdn:

o, = oi i (1)
ESi € €;
1 +( - 1) =)
Ulu €iu
siendo 0, < 0 < 0, ;0 =0,y —0o<a<0
(compresion) (traccidon) (traccion simple) (compresion simple)

Estas expresiones, validas para la zona intermedia del dominio C-T, deben acordarse
de forma gradual a aquéllas propuestas para los dominios C-C y T-T, de manera que se garan-
tice una suave transiciéon en la formulacion, necesaria para asegurar una buena convergencia
durante el proceso de resoluciéon numérica. Comparando las expresiones (II) y (III) observa-
mos que esto se puede conseguir facilmente mediante un pardmetro vy («) que varfe lineal-
mente entre o =0 (compresién uniaxial) y un valor de « para el cual se pueda considerar que
el comportamiento se aleja ya claramente del propio de las compresiones. Valor que hemos fi-
jado en a=—1/15 (ver apartado 4.3.1 y ref. 2).

La formulacién para la zona — 1/15 <« < 0 queda pues:

*k
E¥ €

ES € € €;
[l Tie——s = | —’Y(Oé))(e‘ )+’Y(01)(€f)2}

lu iu iu

g, = av)

siendoy ()=1+ 15 «
Esta expresion (IV) puede englobar las (IT) y (III) si definimos 7y () como sigue:
v () =1 en C-C.
Y(@=1+15aenC-T,con 0>a>—-1/15
Yy(@=0en C-T,con — 1/I15>«

En cuanto al acuerdo con la zona T-T, es preciso observar que la expresiéon (III) conduce

*
oi €iu

a la ley eldstica (I) cuando =1.

olu

Para valores de o menores que aquél para el que se produce esta igualdad, la expresion
(ITI) puede contener valores negativos del coeficiente (oi € — 1), situacién sin ningin sen -
o
1u
tido fisico que es preciso evitar. Todo este problema aparece nicamente como consecuencia
del cardcter aproximado de las expresiones analiticas adoptadas para representar €y (0,04, (@)

y 0; =g (¢;). Para el hormigén que estamos considerando, los valores de KUPFER nos propor-
*

cionan para ¢ =— 0,5, —>—= ~ 1,25, 1o que implica la casi linealidad de la curva analftica.
01 u

Nosotros proponemos el detenernos ahi y suponer que las expresiones (IV) sblo son
aplicables para o > — 0,5, mds alld de lo cual (tracciones mds fuertes), el comportamiento del
hormigén puede suponerse lineal y eldstico, regido por las expresiones (I), propias del domi-
nio T-T, y tomando VOCT =p, (0,9 — 0,05/w).
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4.3.4. Obtencion de la matriz [D]; para el hormigoén no fisurado

Una vez establecidas las expresiones de las leyes de comportamiento del hormigén, es
posible obtener la matriz [D]§ que relaciona los aumentos de tensiones y deformaciones de ca-
da elemento para cada etapa del proceso de carga.

Como ya hemos visto, se aproxima la conducta no lineal del hormigdén mediante una se-
tie de iteraciones lineales en el interior de cada etapa. La ley de deformacion incremental
utilizada es obtenida tangencialmente a partir del estado o-€ previo en cada elemento, supo-
niendo que las caracteristicas del hormigdn permanecen constantes en cada intervalo.

De acuerdo con la mayor parte de los autores, supondremos que la conducta no lineal
del hormigdn, bajo un estado determinado de solicitaciones biaxiales, genera una anisotropia
de la respuesta del mismo frente a una nueva solicitacién, anisotropfa que varfa a lo largo del
proceso de carga y cuyas direcciones principales corresponden a las tensiones principales en
cada instante.

Supondremos ademds que las deformaciones tangenciales son independientes de las
tensiones principales y viceversa, y que existe un comportamiento is6tropo normalmente al
plano de las tensiones principales, de idéntica forma a como en el caso uniaxial se supone iso-

tropfa en relacion a las direcciones no solicitadas.

El problema se reduce a la obtencion, para un estado de tensiones y deformaciones dado
en cada elemento, de una relacion incremental entre 0 y € que sea lineal, eldstica y anisétropa
segn las dos direcciones principales y que represente aproximadamente el comportamiento
del hormigén durante el incremento de carga de la siguiente etapa, que suponemos definido
por las leyes experimentales de KUPFER.

Con las hipotesis ya expuestas podremos adoptar la relaciéon incremental propia de los
materiales ortotropos (ref. 17):

de, 1/E1 — p%, /B3 0| (do, Z
dey (= | — sz/]ﬂ 1/E3 0| {do, V)
dv1a 0 0 1/G},| (d 7125
verificdndose ademds: EY v, =E] v3,
-y V¥3 : Vgs VT Va1 ’
Tendremos asimismo: d €3 = —E—f_ do, — T—E? doy, ~— ET do, — _Ef d o, Losen-

sayos de KUPFER nos permitirdn evaluar, como luego veremos, los valores de V;l; y
EiT, pero no suministran ninguna informacion sobre la evolucién en fase no lineal del

modulo GI,. A falta de investigaciones experimentales concluyentes sobre este punto, suele
acudirse a adnritir que G], puede ponerse en funcién de los demds coeficientes del material,si
se supone que el comportamiento bajo un esfuerzo de cizallamiento puro puede ser extendido

a cualquier otro estado de solicitacion. Asi pues, adoptaremos la relacion (ref. 17):

ET B3 E]

GT = :____T____————————————
12 7 ET +E] +2v], B} L) +1+2v]

Queremos sin embargo sefialar que recientes investigaciones realizadas en el CEB.T.P.
francés parecen indicar que la evolucion de GT, en la fase no lineal proxima a la rotura es cla-
ramente diferente de la que se obtiene con la expresion anterior.
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En nuestro modelo adoptaremos, no obstante, una expresiéon de la matriz [D*]; de la for-
ma:

E’f F 1 V;[‘l O
[D*]¢ T, T Va1 V3V 0 o
—Via Vo 0 0 1 —vy, vy

V12
1+ 24

Va1
. _

En la zona de comportamiento lineal, esta expresion conduce a la ya conocida para los
materiales eldsticos e is6tropos:

[D*]e = B 1 11} 8
T (1; 0 1—yp?
2(1+v)

_ (0,9 v, en bitracciéon

sendoE=Fo y  »=1, 0.9 - 0,05 @) en C-T, con — o< a< — 0,5

En la zona de comportamiento no lineal, los médulos El y vijT pueden obtenerse a partir
de las expresiones de las leyes 0, — €;, ya mostradas en el apartado anterior (férmula (IV) ).

Hay que determinar 4 coeficientes: ET, EJ, »], y»T,, de los cuales sélo 3 son indepen -
dientes.

Suponiendo un aumento proporcional de la carga:

0, =0; o, 0sea, d o, =ad o, podemos plantear las tres condiciones:

doy —vl,do, (-5 @

de; = ———= = =2 12774 0,
Ef Ef
do, —v3 doy _ (a—vj)
d€2= Eg‘ 21 = E;f d01
T : T T
_—Vu(dol+d02)_ vi, (1 +® vy (1+w
de; = ET =— BT dol———‘Eg d o,
y resolviendo el sistema de ecuaciones, llegamos a:
BT - _ C,C,(1+aw ET=_O‘C2C3(1+O‘)
! C,a—Cs (1 +a) 2 C, —C3(l +a)
VT = 2 Cl VT = C2 @
2 Cla—Cs(1+a) G, -C (1 +a)

. do; .
siendo: C1= de s 1= 1’ 25 3
i

Laley 0, - €3 es aproximada mediante una expresion andloga a la (IV), siendo en este

caso E¥; = ﬁ (véase Fig. 16).
o
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Los coeficientes C;, C, y C; son funcion de la relacion a entre tensiones principales y
del estado de solicitacién del elemento (definido por los valores de las deformaciones €;), y
son obtenidos por derivacion de las expresiones analiticas (IV):

o _doi_ Eh (- (@) v (@) o193
: dei E* €. . €: 2 >
[1 +(—— 1 *7(06))(—61—)'1'7(01)(;)2—'
Oy €y €iu _l
. E* - EO " E - E"0 sk EO
stendo: 01 —I—_TO_( ’ E02 = a_ y E03 = — V—(m )
o o o

Para el caso o =0, para el célculo dev], y EI tomaremos a=0,01, lo que evitard proble-
mas numericos.

En el caso a =v,, donde se obtendria C, = o, los valores de v, y E7 pueden ser calcula-
dos como sigue:

T — T o
v =x=P y E =~ =
21 0 2 T T
Via V12
La otra posible singularidad numérica, « = — 1, no se produce pues para o < - 0,5 adop-

taremos, como se vid, la expresion eldstica de [D*]¢ .

Los valores de Ef y v asf obtenidos son introducidos en el modelo incremental (V). el
cual representard por tanto perfectamente ‘el comportamiento tangente del hormigdén en su



plano para un aumento proporcional de la solicitaciéon biaxial”, comportamiento que supone-
mos definido por los ensayos de KUPFER.

La expresion que acabamos de obtener nos relaciona los incrementos de tensiones y de-
formaciones principales, siendo por ello preciso pasar la matriz [D*]¢ al sistema de referencia
global:

[DI; =[T]° [D*]¢ [T]*T, siendo

c? s2 —2sc

[T]e = | s? c? 2sc
- 2 g —coso® s=sen o’y & la inclinacion de 1
sc sC c2 —s ,conc=cosa s=sen o y « lainclinacién de las

tensiones principales del elemento, variables con el proceso de carga:

o’ = arc. tg (2 7y /(0, — 0y))

2
4.3.5. Obtencion de la matriz [D]S para el hormigén fisurado

A partir del momento en el que la tensién en un elemento supere los valores tltimos an -
tes indicados, el elemento serd considerado como:

a) En rotura a compresion, si el hormigon se halla en C-C o en C-T con —1/15 <a< 0

b) Fisurado en direccién normal a la mayor traccién principal, si el hormigén estd en T-T

. |
oenC-Tcon—°°<oz<—ﬁ.

Un estudio detallado de los diferentes modelos utilizados para reproducir la conducta
del hormigén fisurado puede seguirse en la ref. 2. El modelo que aqui proponemos consiste en
lo siguiente:

A partir del momento en que aparecen tracciones inadmisibles en el interior de un
elemento, éste se supone atravesado por una serie de fisuras paralelas en direccidén normal a la
de mayor traccioén principal en el momento preciso de la fisuracion (Fig. 17).

La aplicacién adecuada de este modelo exige dos condiciones:

a) Establecer una malla suficientemente fina en la zona susceptible de fisurarse, no solo
porque las fisuras se suponen extendidas a todo el elemento, sino también como consecuencia
de las fuertes redistribuciones de tensiones que se producen en los alrededores de las zonas fi -
suradas.
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b) Proceder por pequefios incrementos de carga en el momento de la fisuracion. Dado
que la direcciéon de las fisuras es determinada por las direcciones de las tensiones principales
en el elemento en el momento en que la fisura es detectada (al final de una etapa de carga), si
se procede por fuertes incrementos de carga nos arriesgamos a obtener direcciones de fisura -
cion alejadas de aquéllas que se obtendrian para la carga para la que realmente aparecen,
arrastrando al mismo tiempo fuertes errores en la direccién de las tensiones no equilibradas,
que es preciso redistribuir.

Asf pues, una vez que aparecen fisuras en direccién normal a la maxima traccion princi-
pal o; (Fig. 17), el elemento se supondrd con rigidez nula frente a nuevos incrementos de
deformacién en la direccién o’ normal a las fisuras. En direccion de éstas, f, el hormigbn se su-
pone trabajando uniaxialmente.

La matriz [D*]¢, referida al sistema local de la figura, tiene la forma:

d o o 0 O d ¢
dogp =0 E; O deg
dr 0 0 A dy

El paso al sistema global se hace de forma andloga al hormigén no fisurado, siendo aho-
ra o la direccién normal a las fisuras.

“E,” es el modulo tangente de elasticidad en compresion uniaxial, si eg <0, o en trac-
cién si eg > 0.

Si en el curso de un posterior aumento de la carga, ey sobrepasa el limite a traccion del
hormigodn, el elemento se considerard fisurado en dos direcciones, con una matriz [D*] = 0.

El coeficiente “A” de [D*]¢ intenta tener en cuenta la existencia de una cierta rigidez a
la deformacion transversal como consecuencia de la existencia de rozamiento entre las caras
de las fisuras. A falta de datos concluyentes sobre este punto, la dispersion de los valores uti-
lizados por los distintos autores es muy grande (véase ref. 2). Nosotros hemos utilizado la ex-
presion propuesta por CEDOLIN (ref. 18), que permite tener en cuenta la-reduccion progre-
siva de este efecto a medida que crece la deformacion del elemento en direcciéon normal a las

fisuras:
A=0,15E, [1 - €;/0,004] Lo

Para representar de forma adecuada la def ormabilidad real del elemento fisurado, es pre-
ciso tener en cuenta de alguna forma la colaboracion del hormigon traccionado entre fisuras.
Esta colaboracion disminuye progresivamente a medida que aumenta la deformacibn €; y se
multiplica el nimero de fisuras. E1 comportamiento medio del elemento fisurado puede, por
tanto, aproximarse mediante una curva de descarga progresiva de su ley o;-€;, a partir del mo-
mento de la fisuracién, que tiende hacia cero para la plastificacion de las armaduras tracciona-
das (Fig. 18-a): :

(€ — €)?

el Iimite eldstico del acero.

0; =0R donde o, g son los valores en el momento de la fisuracion y €;

Algunos autores (ref. 19), consideran que se obtiene una mejor aproximacioén suponien -
do que se produce una brusca discontinuidad inicial (del 209/, aproximadamente), que s€ con-
tinta con una descarga progresiva segin el modelo anterior (Fig. 18-b).

Es preciso sefialar que la toma en consideracién de la colaboracién del hormigén entre fi-
suras no afecta a la matriz [D*] fisurada, que sigue presentando una rigidez nula frente a las
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deformaciones: =0, sino que interviene Gnicamente en el momento de evaluar las‘““tensio-

€4
nes no equilibradas™ que es preciso redistribuir.

Aunque el modelo no considera la posibilidad de descargas, las fuertes redistribuciones
tensionales que se producen en las proximidades de los elementos fisurados pueden producir
cierres ocasionales de algunas fisuras ya abiertas. Dado que el modelo utiliza en estos casos la
misma ley o;-€; para carga y descarga, es preciso que el programa tenga controladas estas si-
tuaciones para asegurar que no dan lugar a imprecisiones importantes.

II) ANALISIS DE ESTRUCTURAS DE HORMIGON TRABAJANDO DE FORMA
COMBINADA EN MEMBRANA Y A FLEXION

El modelo bidimensional que acabamos de presentar puede adaptarse ficilmente al an4 -
lisis de estructuras de hormigén trabajando conjuntamente en membrana y a flexibn, es de-
cir con 5 grados de libertad por nudo. Para ello basta con suponer cada elemento dividido en
varias capas, las cuales deben verificar una cierta condicién de compatibilidad de deformacion.
Esto permite por un lado la consideracién separada del hormigdn y las armaduras y, por otra
parte, la toma en cuenta de la variacién del comportamiento de los materiales a lo largo del es-
pesor de la placa, en funcién del estado de deformaciones en cada punto y en cada instante
del proceso de carga.

Un procedimiento alternativo, vdlido tinicamente para el estudio a flexion, puede se-
guirse en la ref, 2.

5, HIPOTESIS ADOPTADAS

Podemos resumirlas como sigue:

a) El espesor de la placa se supone dividido en capas (Fig. 19). Cada una de ellas puede
tener propiedades diferentes, pero éstas se suponen constantes en todo el espesor.

b) Se adoptan las hipotesis de Kirchhoff para la flexién de placas delgadas:

— Los puntos situados inicialmente sobre una normal al plano medio de la placa perma -
necen después de la aplicacion de la carga sobre una normal a la superficie media de la placa
deformada.
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Fig. 19.

_ Las tensiones normales al plano medio de la placa se consideran despreciables (g,= 0).

La primera hipOtesis nos permite obtener las deformaciones al nivel del centro de gra-
vedad de cada capa en funcién de las deformaciones en el plano de referencia (que puede es-
cogerse arbitrariamente):

€x Zgj 0 0
{el=le, {=1e b+ |0 z; 0 | {X}
Txy ; 0 0 —%; , siendo z; la coordenada del centro de
gravedad de la capa “j”, ¥
€x Z #W”xx 2
{60 } = ey y {Xo }= _W,’yy
Txy) 2 Wy 5 , respectivamente las deformaciones plana

y de tlexion al nivel del plano de referencia.
La segunda hipotesis permite considerar cada capa trabajando bajo un estado de tensio -

nes plano, definido por el vector:

Ox
{oj } = 0y

Txy i

¢) Las capas de hormigdn trabajan bajo un estado bidimensional de tensiones cuyas le -
yes de comportamiento, criterios de rotura y fisuracion son los adoptados en el modelo bidi -
mensional ya presentado.

d) Los aceros pasivos se suponen situados sobre dos capas proximas a las caras superior
e inferior de la placa, cuyos centros de gravedad coinciden con los de las armaduras correspon-
dientes. Estas capas son afectadas de un espesor ficticio en las dos direcciones de refuerzo(que
se suponen ortogonales y coincidentes con los ejes globales “x” e “y”), de forma que se ob -
tenga una cuantia de acero, uniformemente distribuida en el espesor de la capa, equivalente

a la que existe realmente.

Cada una de las direcciones de refuerzo trabaja tnicamente en sentido longitudinal,
presentando por tanto la capa de acero una rigidez nula en sentido transversal:

Oy E, 0 0 (ex
o, =i () Ey 0 ? Ey
Txy j 0 O 0]; Txv)

e) No se consideran deslizamientos relativos entre acero y hormigon.

f) La rigidez del elemento se obtiene por simple adicion de las de las diferentes capas que
lo componen.
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6. TIPO DE ELEMENTO UTILIZADO

El elemento que hemos adoptado en nuestro trabajo es un elemento triangular con 15

(134

grados de libertad (5 por nudo): “u” y “v” para el estudio membrana y “w”, “0,” y “0,”

?
= W g 20)

para la flexion 0y =———;0, =—

dy ’

Para el estudio plano nos serviremos de la misma funcién desplazamiento antes defini-

da, que como se ha visto da lugar a un campo de tensiones y deformaciones constante en el in-
terior del elemento.

En cuanto al estudio a flexioén, por razones de capacidad de ordenador y de tiempo cdl-
culo hemos escogido un elemento triangular no conforme propuesto por BAZELEY (ref. 20)
y utilizado con éxito por CHEUNG, KING y ZIENKIEWICZ (ref. 21) para el andlisis de table-

ros de puentes.

Por razones de espacio no incluimos las expresiones de las matrices [N]° y [B]®, que pue-
den consultarse en las referencias citadas.

Mx
My M
y Nx
e Ry
X ‘(y plano > referencia
2
o Fig. 20. Flg. 21.
7. OBTENCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE [K],
Adoptaremos el convenio de signos indicado en la Figura 21.
Tenemos para cada elemento:
( Abp)© rAuye
— Vector desplazamientos: {A §}¢ =Z --- ,donde {Adp}°=|Av,
(15x1) (A8 T 6x1) Ay
’A Wi €
‘ A exi
y {A6f)° = (A0,
9x1) !

\ |
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— Vector fuerzas nodales:

4, ¢ ‘A F\° e [AF,;\®
(AE} = |- |  donde {AF,}e=|aF,| Y AR =\AT,

A Fy [ JA Ty,

(15 x1) (6x1) | Ox1) ' |
| |
,\ |
— Vector deformaciones:

Ne, ) © Ae, AW )¢
{Aete=[--- ,donde {Ae,}°= Qe y{AX =AW’
(6x1) A X, 3x1) A vy 3x1) 2AW°

Las deformaciones se relacionan con los desplazamientos de los nudos a través de las ex-
presiones:

{Ae Yo =[B,1° {Ad,})° y  {A X} =[Be]° {A8])°

3x1) @Bx6) (6x1) 3x1) (Bx9 Ox1)

donde [B, ]° ¥ [B;]° se obtienen a partir de las funciones desplazamiento escogidas para los es-

tudios plano y a flexion.
Tenemos pues:
| e
|
fAeye=|--mton| e |

6x1) (6x15 (15x1)

El vector de esfuerzos {A G}¢ estd compuesto por los esfuerzos normales, tangentes y

los momentos flectores y torsores por unidad de longitud en las direcciones “x’e“y” (Fig. 21).

;

(AN ¢
AN, (
{Aﬁ}e= Any = 2
---

ZI

A

=

{

AM,

AM
y — —
VAM, . donde {A N}y {AM}® se obtienen por integracion

de las tensiones a lo largo del espesor de la placa:
ANy {po)edz (AN =Jh (Z] {A 0}® dz
Jh

Ao, )® z 0 o0
siendo {Ao}*=(Ag,} VI[Z]= |0 z 0O
?A Tey 0 0 —==z

Si suponemos cada capa sometida a un estado plano de tensiones y deformaciones rela -
cionadas por la expresion:

(Ao} =[Cl; {Ag)°

(3x1) (3x3) (3x1) ,donde [Cj]‘t3 es una matriz tangente, variable para cada capa y
cada etapa de carga, obtenida segln los criterios establecidos para el estudio bidimensional

(apartados 4.3.4y 4.3.5).

Dado que las propiedades del material se suponen variables de forma discreta sobre el
espesor del elemento, las integrales se obtienen por adicién de las integrales sobre cada capa.
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Recordando que hemos adoptado una ley de deformaciones plana dada por:

{Ae} ={Ae,}* +[Z]{A X, ¢

llegamos a: _
AN)® Ae, )®
[ABJe={---{ =[DJ |---
(6x1) AM) (6x6)AX, ,siendo[D]§ de la forma:
6x1)
e [C]F ' 1/2(tj2+1—tj2)[cj]f_ D, .‘Dz ¢
k=2 e s T e —m el b
P12 -G [ 13y —)ICE] D, (D,

€629

cont;=zg;—e/2 Yt = Zg +€;/2 'y “e;” el espesor de la capa “j”.

La matriz de rigidez del elemento se obtiene por la expresion:

. [ |I[B T o e e | [By] 0 ]°
[“fngfiEﬂ whﬁa‘ﬁm}dwp

Ahora bien, con la funcién de desplazamiento escogida, la matriz no es constante en el
interior del elemento, siendo por tanto preciso calcular la integral. Dada la complejidad de las
leyes de comportamiento del hormigén bajo cargas biaxiales, serfa preciso acudir a procedi -
mientos de resolucion numérica que alargarfan enormemente el cdlculo. Nosotros supondre -
mos de forma aproximada que el comportamiento medio del elemento puede ser reemplaza -
do por el de su centro de gravedad, teniendo entonces: 6 x 9

[B, 1" [D; ], [B,] [B,]" [D,] [Bfl}e [k k fJ ° 6
kg~A | "2t v7pl  Mpl LF2 0 LPF =A|_Pp _"Pf_
L [[Bf]T [D,); [B,] [B,I" [D3], [B] 35

Las matrices [kpp 15 v [k IS son aquéllas que corresponden a un estudio planoy de fle -
Xibn, respectivamente. Las matrices [ke, 1§ v [k, ]§ establecen el acoplamiento de ambos tipos
de trabajo. Estas matrices son nulas cuando existe simetria geométrica y mecdnica total de la
seccion con respecto al plano de referencia. Este no es el caso a partir del momento en que el
comportamiento no lineal de los materiales, principalmente la fisuracién, desplaza el centro
mecdnico de la seccion con respecto al geométrico. La inclusion de estas rigideces de acopla -
miento permite la utilizacién de un plano de referencia constante y arbitrario hasta la rotura,
asi como la posibilidad de establecer zonas con espesor variable (representadas adecuadamen-
te mediante un aumento gradual del ndmero de capas de los elementos).

8. RESOLUCION DEL PROBLEMA

Una vez obtenidas las matrices [k]; de los diferentes elementos, se sigue el procedimien -
to ya conocido:

a) Unidn de las [k]f de los diferentes elementos para obtener la matriz de rigidez global
de la estructura [X1],.

b) Introduccién de las coacciones de movimientos en los nudos afectados.

¢) Resolucion del sistema de ecuaciones {AR*} =[K], {A§},y obtencién de los incre -
mentos de desplazamientos en los nudos. ‘
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d) Obtencion de los incrementos de deformaciones en el plano de referencia para cada
elemento: ' '

e

e [[B,] 07 (A8,

AX, 0  [B] s Adg

e) Obtencién de los incrementos de tensiones al nivel del centrd de gravedad de cada ca-
pa:

{eA 0,}° = [Cg]f [{Ae, }° + [Zgj] {A X, }°], asf como de las tensiones finales: {0;}° =
={o;}* +{A g}

f) Suponiendo cada capa sometida a un estado plano y uniforme de tensiones, cuyos va-
lores coinciden con los del centro de gravedad de la misma, se procede de la forma ya descrita
en el apartado 2:

1.—Obtencidén de las deformaciones finales de la capa:
{e;1°={e,}* +[Zy 1 {X, }* . donde

{eo 1 =1} +{Ag }*

{Xo = {Xo)* + {AXo}°

2.—Obtencion de las tensiones tedricas {oj*}® resistidas por el material, segln las leyes de
comportamiento ya descritas:

{oj* =g ({éj 1)
3.—Por diferencia se obtienen las tensiones no equilibradas en la capa:
{0’} ={o;}° - {o}*}°
Integrando estas tensiones sobre el volumen de la capa, se obtienen las fuerzas nodales no
equilibradas, que es preciso redistribuir en la siguiente iteracion:

Ff)*

(P )= [B, 1T {0} ) d Vol = [B, 1T {g}}* g = Fgg
Capa‘(j)! ng )

]

e

donde: {F})¢= &Qg 0=1,2,3
Q).

J

4.—Por adicion de las fuerzas nodales no equilibradas que aparecen en cada capa, se ob-
tienen las fuerzas totales en los tres nudos del elemento, referidas al plano de referencia elegi-

do:

Asi para el nudo “Q7,

FxQ 5 E X/QJ ¢
| ) !
[Fge= {Fv= )3 Y%
T\ 0
Tye 2]: Zgj YQj
B ?“ Zgj XQJ'
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9. CONSIDERACIONES FINALES

Los modelos que acabamos de presentar han sido programados por el autor sobre un
sistema HP—2100 y utilizados para el anélisis hasta la rotura de los esfuerzos de difusiéon de
la fuerza de pretensado en dos tipos de anclajes:

a) Anclajes pasivos situados en el interior de una losa de hormigén (estudio bidimensio-
nal); :

b) Anclajes de los cables de continuidad de los puentes construidos por avance en vola-
dizo mediante nervios o resaltes en la losa inferior del cajén. En este tipo de anclajes, la apli-
cacion excéntrica de la fuerza de pretensado a través de un elemento de gran rigidez respecto
a la losa, exige la consideracion conjunta de los esfuerzos membrana y de flexién, ya que es-
tos altimos alcanzan valores locales muy importantes (ref. 22 y 23).

El acuerdo obtenido, tanto en la propagacion y direccidén de las fisuras como en la car-
ga de rotura, con los resultados de los ensayos efectuados ha sido satisfactorio.

No obstante, consideramos necesario llamar la atencidon sobre algunas de las limitacio-
nes m4s importantes del modelo propuesto que aconsejan una continuidad de las investiga-
ciones sobre estos puntos, acompafiada de la debida confrontacidon con resultados experi-
mentales:

a) Las leyes biaxiales adoptadas para reproducir la conducta del hormigén han sido ob-
tenidas a partir de los resultados obtenidos en ensayos realizados manteniendo constante la
relacion de tensiones principales en las dos direcciones de carga. Sin embargo, los efectos no
lineales (la fisuracién principalmente) pueden producir variaciones importantes de las tensio-
nes principales, tanto en direccién como en magnitud. Desgraciadamente, en el momento ac-
tual no se dispone de resultados concluyentes bajo aplicacién no proporcional de la carga.

b) Es preciso un mejor conocimiento de la evolucion del médulo G de deformacion
transversal en la zona no lineal préxima a la rotura, pues la expresion adoptada en funcion
de ‘E’y ‘v’ parece poco correcta.

¢) Existen algunos coeficientes, tales como aquéllos que aproximan la colaboracion del
hormigén traccionado entre fisuras, la resistencia a la deformacidn transversal del hormigdn
fisurado o la pérdida progresiva de adherencia entre hormigdn y acero, cuya influencia no ha
podido ser perfectamente evaluada y cuya introduccién en el modelo s6lo se ha hecho de
forma simplificada, siendo por ello preciso una mejor conocimiento de los mismos.

d) La adaptacion del método de forma que se pueda tener en cuenta la posibilidad de
ciclos de carga y descarga, de cierres de fisuras ya abiertas, o la consideracién de los fenéme-
nos diferidos del hormigén (ref. 24), no presenta excesiva dificultad siempre que se disponga
de modelos suficientemente representativos de dichos fenémenos.
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Analisis de la flexiéon de placas mediante
hiperelementos finitos de orden elevado

A. Samartin y J. Diaz del Valle
Departamento de Analisis de Estructuras
E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos. Santander

1. Imtroduccion

Hasta fecha relativamente reciente, el cdlculo estructural de placas con geometria y
condiciones de borde arbitrarias ha constituido un problema complejo, frecuentemente ina-
bordable sin el recurso de importantes y drdsticas simplificaciones. Los métodos entonces
existentes, —analiticos, semianaliticos (desarrollos en series) o numéricos (diferencias fini-
tus)— eran incapaces o exigfan un elevado grado de laboriosidad en su resolucion.

Con la aparicién del método de los elementos finitos (1), (MEF), la situacién se modi-
fico de un modo considerable, al existir la posibilidad de un tratamiento unificado dentro
de la teoria general del andlisis matricial de estructuras —del calculo de placas— con un
minimo de aproximaciones. No obstante se comprobd que la version en movimientos del
MEF encontraba mayores dificultades en su aplicacién a problemas de la clase C! —como
son los de la flexion de placas delgadas— en comparacion con los problemas C% —correspon-
dicntes a casos de elasticidad (tensiéon y deformacién plana por ejemplo). Puede consultarse
a este respecto al excelente libro de Zienckiewicz (2). La razdn de esta dificultad hay que
buscarla en el hecho de que el MEF representa un caso particular del procedimiento de
Rayleigh-Ritz de minimizacién directa de funcionales, con funciones coordenadas consti-
tuidas por funciones —en general polindmicas— definidas en un soporte compacto (3).

Como es bien conocido, las exigencias de continuidad de estas funciones se elevan con
el grado k de la clase C* del problema funcional. Los tipos de elementos que satisfacen estas
condiciones de continuidad se denominan, en la literatura, elementos conformes. Se ha
comprobado (4) sin embargo, que es posible obtener, a veces de un modo muy eficiente, re-
sultados convergentes (en el sentido de la energia) con elementos no conformes. Esta con-
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vergencia, que no puede asegurarse que en estos casos sea monotonica, depende de la con-
figuracion de la malla en elementos finitos, es decir, en algunos ejemplos puede no existir
convergencia. Irons (5) propuso con este objeto su bien conocida prueba del parche (patch
test).

Asi pues, entre los numerosos elementos finitos de flexidén desarrollados hasta ahora,
destacan por su interés practico y tedrico los elementos conformes, para los que importantes
aspectos de la convergencia (monotonia, independencia de la malla, etc.) pueden ser asegu-
rados sin necesidad de comprobaciones adicionales. No obstante, la tarea de construir ele-
mentos conformes de flexidn no es trivial. En efecto, no es posible (6) alcanzar la conformi-
dad en elementos mediante desarrollos polindmicos con expresion Unica en su interior. Exis-
ten actualmente varias técnicas de obtencién de elementos conformes de flexién —utilizando
solo derivadas primeras como grados de libertad bdsicos {(elementos simples)—entre las que
merecen citarse (7): a) Division del elemento en dreas o subelementos en cada uno de los
cuales se define una funcion polindémica distinta. b) Introduccién de funciones racionales
correctoras. ¢) Reduccién del orden k=1 del problema C*, mediante la relajacién de la hi-
potesis de Kirchoff, a k = 0. Esto implica la consideracién de la jdeformacion por cortante
y la utilizacion de la integracidén reducida y selectiva, o bien de la hipétesis directa de Kir-
choff entre otras posibilidades. d) La consideracion de hiperelementos.

Este Gltimo procedimiento de construcciéon de elementos finitos conformes ha sido
uno de los primeros en utilizarse y, en principio, es muy simple su consideracién. En esencia
consiste en introducir un nimero mayor de incognitas basicas por nudo que el estricto co-
rrespondiente a la funcién y sus primeras derivadas. El objetivo de este articulo es indicar las
posibilidades précticas que surgen del uso de una familia jerarquizada de este tipo de ele-
mentos. La discusion se restringe a los elementos triangulares, que representan formas sim-
ples y suficientemente versitiles para su aplicacion a las situaciones de maxima generalidad
de flexion de placas. :

2. Hiperelementos triangulares

Las dos primeras técnicas —empleo de polinomios a trozos o uso de funciones raciona-
les correctoras— citadas anteriormente para la obtencién de elementos que aseguren la
continuidad de la flecha (w) y de la derivada normal (ow/on) a los lados entre elementos,
(elementos de clase C!), implican una discontinuidad de las curvaturas en los vértices del
elemento. Por otra parte, en el caso de elementos triangulares, si se adopta como vector de
incOgnitas en los vértices '(w ol ) o ) azw, o'y ) v |

*9x  dy  ax® dy?  0xdy|
flecha y sus primeras y segundas derivadas, se deducen los siguientes resultados que se refie-
ren a la expresidon de la flecha w, supuesto un polinomio de grado N en el dominio del
elemento:

>, cuyas componentes son la

El ntmero de incognitas basicas o pardmetros disponibles es igual al nimero de coefi-
cientes del polinomio completo de grado N con dos variables independientes, es decir a:

(N+1)(N+2)
2

Si el elemento es conforme, a lo largo de cada lado del elemento triangular debe existir
continuidad de la flecha, w, v de su derivada normal al lado, dw/dn. En este caso, la expresion
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polinémica de w a lo largo del lado es de grado N y estard determinada por N + 1 coeficien-
tes. Andlogamente, Ow/dn constituye un polinomio .de grado N — 1 que exige para su com-
pleta especificacion N coeficientes. Estas determinaciones implican que de la igualdad de las
incognitas basicas de cédlculo existentes en los nudos situados en el lado comUn a dos tridn-
gulos contiguos, se deduce una expresion Unica e idéntica de la variacion de w o dw/dn segin
el caso.

Con respecto a la flecha, se dispone inicialmente de los tres grados de libertad
< ow 0w

W, =, »
ot at?

en cada vértice del lado. Por lo tanto el nimero de pardmetros adicionales necesarios por
ladoson N+ 1 - 6=N — 5.

Por otra parte, con relacion a la derivada normal de la flecha, se dispone, andlogamente

al caso anterior, en cada uno de los vértices del lado comun, de los dos grados de libertad

ow 9 [ 0w\

<E’ ot <—a_t"/

Al ser un polinomio de grado N — 1, el nlimero de pardmetros extra necesarios por lado es
N — 6.

Asi pues, el nimero de pardmetros o grados de libertad precisos para la construccion
de hiperelementos conformes, teniendo en cuenta los 18 situados en los vértices, (*) es:

> flecha, pendiente y curvatura en la direccion del lado comun, que existen

> pendiente normal y la derivada de ésta respecto a la direccion del lado.

3(N—-5+N—-6)+18=3(2N-3)

Se obtiene.asi como resumen la tabla 1. De una inspeccion se deduce que no es posible
formular con polinomios de grado menor que 5 estos hiperelementos, pues son necesarios
18 parametros como minimo (seis grados de libertad por vértice) y el polinomio cudrtico
completo sblo dispone de 15 coeficientes.

TABLA 1
Polinomio N Parimetros necesarios | Pardmetros disponibles
Quintico 5 21 21
Séxtico 6 27 28
Séptimo 7 33 36
Octavo 8 39 45
No;'eno 9 45 : 55

Se comprueba asimismo que el hiperelemento mas sencillo corresponde a la variacion
de la flecha como un polinomio quintico completo (figura 1-a). La expresion de las funcio-
nes de forma ha sido obtenida en (8).

Para los restantes elementos de orden superior a éste, es necesario introducir grados de

Nota (*) Se supone que no existe direccion ni lado preferente en el tridngulo siendo iguales los grados de li-
bertad situados en cada lado del tridngulo.
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Fig. 1. Hiperelementos con aproximacién polinémica de 59 grado.

a) b)

O L, Uy, Wy, Wy, Wy,,w,,

e W

X W,

I W, (derivada respecto al lado de la pendiente normal)
0 W, Wy, Wne v

Wy, Wy , Wy

Fig. 2. Hiperelementos con aproximacién polinémica de 6° grado.



<

> -

e O @ =

a) b)
c) d)
o o) - 0

g)
w
wﬂ
W, W, W,
Wy, Wy
Wat
UJ“,WM
Wo  Wae Wit
W, Wy Wy Wogr Wagt
W Wy Wy o Wy Wy ye Wy s Wy Wyy ye Wiy Wy yx

W, Wy, Wy, Wy, Wyy, Wy

Fig. 3. Hiperelementos de 7 9 orden.

45



45 gdl

™~

Hiperelementos de orden 8

\ 55 gdl

c)
Hiperelementos de orden 9

W Wy Wy s Wiger Wy Wy s Wy Wy y gy Wy
0 W Wy, Wy, Wy, Wy, .W,,
° w ,w..w,
X w,
o W

Fig. 4. Hiperelementos de orden superior.

'
I
|
|
|
!
|
|
|
|
|

46

w, w, ,w, » Wiy ,w” ,U)ly
W, wl:wy
Wn

Fig. 5. Hiperelemento compuesto.



libertad interiores, ya que se dispone de mds pardmetros de los precisos. En las figs. 2, 3,4, 5
se representan algunos de los posibles hiperelementos, correspondientes a variaciones de la
flecha segin polinomios de grado 6, 7, 8 y 9 respectivamente. Es interesante observar el
elemento de grado 8 de la figura 5, que equivale a cuatro quinticos (figura 1) y que por otra
parte, se estima conducird a mejores resultados, al ser capaz de aproximar la funcion exacta
de interpolacién del elemento por un polinomio de grado octavo, en lugar de por cuatro
polinomios (a trozos) de quinto grado.

3. Familia jerarquica de hiperelementos

Los hiperelementos triangulares comentados pueden representarse de un modo con-
veniente para su identificacion en una libreria de elementos finitos, mediante una matriz A
cuyos elementos indican el nimero de veces que aparece un grado de libertad, es decir:

A= {ay}

MM+1)
2

de la derivada utilizada como pardmetro bésico en el elemento. Las columnas de la matriz

representan los grados de libertad sucesivos:

de dimension 3 x (S(M + 1) — 1). En donde S(M) =1 + y M el orden maximo

(W, Wi, Wn, Wit, Wins Wans Wett> Witns Winn> Wonn mere)
En general la columna ‘) representa una derivada de orden k, siendo k el mayor nime-
ro que satisfacem = M — S (k + 1) > 0, mas concretamente, corresponde al término:

ok w .
gtk-m gp™ *)
La primera y 0ltima fila de la matriz se refieren respectivamente a los vértices y nudos

interiores del tridngulo respectivamente. En general se supone que solo existe un nudo inte-
rior situado en el centro de gravedad del tridngulo.

La fila intermedia corresponde a los nudos situados a lo largo del lado. Cada término
de 1a fila indica el namero de veces que un grado de libertad aparece en un lado.

Se comprende que se puedan generar distintos hiperelementos trasladando grados de
libertad de la columna w, a otra columna cualquiera correspondiente a sus derivadas respec-
to de t (Wpt, Wntt -..) O viceversa. Por otra parte es posible considerar los grados de libertad
interiores en -cualquier columna. Todos los elementos as{ obtenidos se suponen equivalentes
a efectos de su comportamiento numeérico.

El namero de nudos realmente distintos, es decir, con grados de libertad no exactamen-
te iguales, no estd en principio, mediante esta representaciéon, univocamente definido. Se
podrian disponer varias filas en la matriz —una por cada conjunto de nudos idénticos— con

(*) Nota: En los vértices y nudo interior, t y n representan los dos ejes x € y generales. En los restantes nu-
dos constituyen la direccion del lado y su normal. En general, si en un nudo existen todas las de-
rivadas de un cierto orden k de la flecha w, éstas pueden sustituirse por las derivadas del mismo
orden pero referidasa los ejes generales x e y que normalmente son mis comodos para el célculo.
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objeto de obtener una definiciéon completa, pero se ha conservado la indicada por considerar
que los posibles distintos elementos que genera una matriz son equivalentes a efectos
numéricos.

En la disposicion de los nudos en cada lado se conserva la simetria. A estos efectos si
existen N nudos agrupados en las distintas clases segiin los grados de libertad y es Ny el ni-
mero de nudos pertenecientes a la clase k, se puede escribir:

e K
N= X Nk
k=1

Se divide el lado en N + 1 partes iguales y se disponen los Ny nudos simétricamente
respecto al punto medio del lado. Si existen dos clases con un nimero impar de nudos cada
una, se procurard, al menos, guardar la simetria general, para que no existan lados preferen-
tes. Si ello no es posible, se intentard conservar la simetria rotativa, segiin se indican en
la figura 6.

En la figura 7 se indican las representaciones matriciales de los hiperelementos de or-
den 5, 6,7, 8 y 9 de las figuras 2 a 5.

Es facil mostrar que los elementos de cada matriz, representando un hiperelemento con-
forme de orden N (grado del polinomio de desarrollo de la flecha), satisfacen las siguientes
condiciones:

S(M+1)-1
> (3a1i+3-a2i+a3i):S(N+l)—l (1)
i=1
M
-?0 [Zaigp + a5yl =N+1 )
M
i§1 [22; @41y F 22s0+1)] =N (3)

Sia;; =1, entonces a,;,, = 1, con (s(i) + 1) <i<SG) — 1,
G+ 1<m<SG) - 1.
4)

o— =
O Nl = par [} N1 = par il N1 = impar
@ Ny = par @ N2 = impar @® Ny = impar

Fig. 6. Disposicién de los nudos en un lado.
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Hiperelementos de 7° orden
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La extension de estas formulas a tridngulos con lados preferentes, es decir, con grados
de libertad distintos en sus lados, es inmediata. Bastafia incrementar el nimero de filas in-
termedias a tres. El uso de este tipo de tridngulos puede ser interesante en el estudio de ele-
mentos de transicion, como se indicard mas adelante.

4. Obtencion de la familia de hiperelementos

Si se adopta como aproximacioén de la flecha w un polinomio completo de grado N,
en el interior del elemento se tiene, en coordenadas triangulares (L, L,, L3) o naturales del
tridngulo: ’

W=
i

"Mz
Mz

N i .
2 oy Ly Ly LS con i+j+k=N (5)
0j=0 k=0

(N+1)(N+2)
2

El nimero de coeficientes ajjx esS(N+1)—-1=

A partir de la matriz A de definicién del elemento, se pueden numerar los grados de
libertad considerados. Los nudos situados en cada lado se dispondrdn en niimero minimo y
de un modo simétrico como se ha comentado.

Sea U el vector cuyas componentes representan los valores de los S (N +1)— 1 grados
de libertad bésicos del elemento. Si se considera la formula (5) se puede expresar este vector
de incognitas bésicas U en funcion de los coeficientes Qjjk, en la forma compacta:

U=Cua (6)

con:
vector que contiene todos los o;;y anteriores

o
U vector de grados de libertad en desplazamientos

C matriz cuadrada de dimensiones (S(N+ 1) — 1)x (S(N+ 1) — 1)cuyos coeficientes son ex-
presiones algebraicas de las caracteristicas geométricas del tridngulo: aj, by, ¢;, hy, Li, \; y
M (figuras 8 y 9).
Las funciones de forma se obtienen segin el proceso “standard”’ siguiente:
La ecuacion (5) puede escribirse en la forma:
w=La (7)
con:

L vector cuyas componentes son los S (N + 1) — 1 términos potenciales del polinomio
completo de grado N expresado en coordenadas triangulares.

Por otra parte de la ecuacion (6) se deduce:
a=C'U

y por lo tanto (7) se convierte en:
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Fig. 9.

Las funciones N= {Nj, Ny, ... Ns(n+1)-1} 5€ obtienen simplemente de la igualdad:
N=LC! (8)

La dificultad mdxima que aparece en la obtencion de las funciones de forma, reside en
la inversion de lamatrizC'. \Esta puede realizarse numéricamente, de un modo simple, para
un tridngulo de dimensiones especificas, o bien, en un caso genérico, es preciso llevar a cabo
esta inversion algebraicamente, lo que representa una formidable tarea. En este caso, tal vez
sea Gtil considerar la posibilidad de utilizar programas de computador que efectiien operacio-
nes algebraicas (entre expresiones literales), lo que puede suponer una considerable ayuda en
el célculo e incluso la automatizacion de la matriz c1,
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Una vez deducidas las funciones de forma, la determinacion de la matriz de rigidez
del elemento y de las cargas equivalentes en los nudos es una tarea totalmente automatica y
puede ser llevada a cabo con el computador. No obstante puede representar un tiempo de
cdlculo importante si se evalian las integrales exactamente. Por ello, es conveniente utilizar
una integracién numérica de Gauss, que permite reducir el tiempo de computacién en mds
de un orden decimal.

Como ejemplo de aplicaciéon de la familia de hiperelementos, se estudia en (8) el defi-
nido por la matriz:

I 11111
1 13000
1 171000

>
I

que se muestra en la figura 3-a con los grados de libertad ordenados.

Algunas de las funciones de forma de este elemento se representan en las figuras 10 a
18. Las restantes funciones de interpolacion se deducen de las anteriores por simetria circu-
lar. En la figura 19 se muestran los autovalores y autovectores propios de la matriz de ri-
gidez obtenida mediante integracion exacta. Se comprueban los tres movimientos de solido
rigido correspondientes a los autovalores nulos.

De forma semejante se ha procedido en (8) con el hiperelemento de la figura (3-g)
cuya matriz de definicidn es:

1111111111
A=1]0 01 00 0O0O0O0OTO
111 000000O00O0

Algunas de las funciones de forma de este elemento se muestran en las figuras 20-26,
siendo inmediata la deduccion de las restantes, como se indicod anteriormente. El andlisis es-
pectral de su matriz de rigidez, calculada mediante integracién exacta, se indica en la fi-
gura 27.

5. Familias derivadas de hiperelementos

Como es conocido, los grados de libertad interiores se pueden eliminar, previamente
al ensamblaje de la matriz de rigidez del elemento, mediante la técnica de condensacion
estatica. De esta forma, se obtienen hiperelementos con grados de libertad inicamente en
su contorno.

Existe otra posibilidad de eliminacién de grados de libertad, consistente en la reduccién
del orden de la curva de contacto entre elementos.

Se consigue esta reduccion del grado imponiendo condiciones entre los diferentes gra-
dos de libertad, que permiten expresar unos g.d.1. subordinados en funcién de otros princi-
pales. Estas condiciones posteriormente pueden ser utilizadas para obtener unas nuevas fun-
ciones de forma, correspondientes a los g.d.1. principales.

Por ejemplo, el hiperelemento quintico de la figura 1-a puede reducirse al hiperele-
mento quintico mds sencillo de la figura 1-b, si se fuerza a que la derivada normal (ow/on)
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varie a lo largo de cada lado segiin una ciibica, en lugar de una cudrtica. De este modo, se
pueden expresar los g.d.1. en los puntos medios de los lados como combinacion lineal de los
restantes g.d.1.

Asi, se escribe:

N
(Wada =3 {(Wads + (Wa)s} + 5 {(Weads — (Wen)s} ©)

y andlogamente con (Wy)s Y (Wn)s-

Si se procede con el hiperelemento de 7° orden ya comentado de la figura 3-a se pue-
de reducir a la situacién de la figura 28; basta imponer la condicién de que la pendiente
normal se reduzca de una curva de 6° grado a otra de cuarto. Para ello se debe cumplir, para
los grados de libertad de los nudos 7 y 8:

1

(Wn)7 =_m- {72 (Wﬂ)] - 16 (Wn)2 + 72 (Wn)4 + 9Q3 (Wnt)l + 3Q3(Wnt)2} (10)
1

(Wads =g (=16 (Wa)1 +72 (Wa)s +72 (Wa)s = 38 (W1 — 9 &(War)a]

y andlogas relaciones para los nudos 9, 10, 11 y 12.

El hiperelemento de la figura 3-g puede ser transformado en el mds simple de la figu-
ra 29, mediante la utilizacion de las relaciones:

Wi + (W o
(wa)y = 201 2(W 2 2 (Wt — Va)z} + g {Oaehy + (W] (1)

y andlogas para los nudos 5 y 6. Estas ecuaciones se deducen al imponer variacién quintica
para la derivada normal de la flecha a lo largo de los lados.

Las matrices de rigidez de los hiperelementos derivados, obtenidos mediante esta re-
duccion, se deducen a partir de las nuevas funciones de forma, segin el procedimiento
“standard”. Se comprende ahora que el desarrollo supuesto para la flecha ya no constituye
un polinomio completo de orden N (5 y 7 en los ejemplos), ya que existe entre sus coefi-
cientes un conjunto de relaciones lineales. Por lo tanto, si bien el elemento continta siendo
conforme, su orden de convergencia disminuye de N al orden mdximo del polinomio com-
pleto contenido en el desarrollo de la flecha.

6. Resultados numéricos

Si bien no existe una importante experiencia en el uso sistemdtico de la familia de hi-
perelementos descritos, si se conoce en detalle el comportamiento numérico de los dos hiper-
elementos de orden séptimo que se han comentado. Se han estudiado ambos elementos en
numerosos casos, con objeto de comprobar la bondad de su actuacion con relacién a dis-
tintas variables: integracién exacta y numérica (*) (nimero de puntos de integracién), in-
fluencia de las condiciones de contorno, relaciéon entre lados y oblicuidad de los elementos,
tipos de cargas, etc. La extensiva experimentacion numérica llevada a cabo permite asegurar

(*)Como las férmulas existentes de integracion numérica de Gauss, referidas a tridngulos, se encuentran li-
mitadas a drdenes bajos 0 (h7), se ha ensayado la técnica de subdivision del tridngulo en cuatro de igual
4rea y extender la integracién numérica a cada uno de los subtridngulos.
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que con estos hiperelementos se alcanza una exactitud de todos los resultados del cdlculo
de placas, excelente incluso con discretizaciones muy groseras.

A efectos ilustrativos se comentan los resultados obtenidos en el cdlculo, mediante la
utilizacion del elemento de la figura 3-a, en un ejemplo tipico: placa cuadrada de lado a,
simplemente apoyada en su contorno, bajo la actuaciéon de una carga uniforme de intensidad
a. (Se supone un coeficiente de Poisson » = 0,3). Se consideran las tres discretizaciones de
la figura 30.

Los resultados obtenidos se comparan con los exactos dados por Timoshenko (4)
en la tabla 2.

TABLA 2
Malla minima Mallalx 1 Malla 2 x 2 Exacto
a4
qa
Flecha en el centro 0,0040705 0,0040624 0,0040624 0,004062 X5
Momentos centrales _ 0,048329 0,047901 0,0479 X qa?
Mx = My
Reacciones de esquina 0,064 0,06484 0,06493 0,065 x q a?
Cortantes en el centro o 034377 ~0,3388 ~0,338 S
del lado
Reacciones de Kirchoff _ ~0,42548 04228 0,420 xqa
en el centro del lado
1 |
= meT ANE
i | s\ 7
| 2 |
| 1 | 2 0
[} | 1 3
| —e X | — X
| ] I
] | | |
| | | i
R J ek
Malla minima Malla 1 x 1 Malla 2 x 2

Fig. 30.

Se observara que para la discretizacion de la malla 2 x 2 se obtiene un ajuste absoluto
con los valores exactos, siendo de destacar la aproximacioén obtenida para los esfuerzos cor-
tantes, dificil de lograr utilizando otros tipos de elementos. Como se comprende, no existe
en los resultados dispersion alrededor de un nudo a excepcion de los cortantes, si bien, en-
tonces, la dispersidn es pequefia, lo que indica la bondad del elemento. Se ha procedido en
este caso a la técnica de promedio alrededor de cada nudo.
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Los resultados anteriores se han obtenido con la matriz de rigidez evaluada mediante
integracion exacta. La influencia del nimero de puntos de Gauss en la integracién numérica
se resume en la tabla 3. La integracion ampliada se refiere en dicha tabla a la subdivision
del elemento en cuatro tridngulos de igual drea, uniendo los puntos medios de sus lados.

Por @ltimo, y con objeto de comprobar no s6lo la velocidad de convergencia del hiper-
elemento, sino su eficacia computacional, se representa en las figuras 31 y 32 un andlisis
comparativo del error que se obtiene en funcién del nimero de grados de libertad utilizados
en el célculo, con respecto a otros elementos finitos. Los resultados comparados son en des-
plazamientos y momentos flectores. Los valores de esfuerzos cortantes no suelen ser repre-
sentados en la literatura, ya que normalmente se obtienen errores muy elevados, por ello en
la figura 33 so6lo se representa el porcentaje de error y la dispersion de éstos y los valores de
las reacciones.

7. Aplicacion de las familias de hiperelementos

En el cdlculo mediante el MEF existen dos posibilidades de refinamiento: a) una mayor
discretizacion de la malla. b) Incremento del orden del polinomio de interpolaciéon del
elemento.

Esta segunda posibilidad todavia no ha sido, en nuestra opinidn, totalmente explota-
da en la practica y presenta indudables ventajas computacionales. En efecto, es posible, con-
servando una configuracion inicial de la malla en elementos finitos, utilizar polinomios de
interpolacion de 6rdenes sucesivamente crecientes, bien en toda o parte de la estructura. De
esta forma, si los elementos son conformes —como las familias aqui comentadas—, los re-
sultados que se obtienen son monotdnicamente convergentes. Por otra parte, en compara-
cion con el refinamiento de la malla, que implica saltos importantes del nimero de grados
de libertad, el uso de familias jerdrquicas presenta la ventaja de un mds suave incremento
de este niimero de g.d.1.

Del estudio comparativo con otros elementos, se ha constatado, en el apartado ante-
rior, que el incremento del orden del polinomio de interpolacién es computacionalmente
mas eficiente —medido en exactitud de todos los resultados— que el mero refinamiento

de la malla de elementos simples. Evidentemente, en las situaciones de estructuras con con -
torno irregular, se hace preciso captar estas caracteristicas geométricas mediante un nimero
elevado de elementos. A este respecto, la conjuncién de elementos simples —como el LCCT-
12— situados en el contorno con pocos hiperelementos en la zona central de la estructura pa-
rece constituir una disposicion ideal. Naturalmente, en este caso la librerfa de hiperelementos
jerarquizados deberia incluir elementos de transicién, que pueden ser obtenidos directamente
o bien de los existentes mediante reduccion de g.d.l. en uno o dos de los lados del hiperele -
mento triangular.

Finalmente, existen situaciones en donde el conocimiento adecuado de resultados que im-
plican un elevado orden de derivacion de la flecha —como los esfuerzos cortantes— exigen ne-
cesariamente el uso de hiperelementos de orden superior.

La contrapartida a la utilizacion de hiperelementos reside en el elevado grado de conti-
nuidad que exige a la solucidén, particularmente en estructuras con saltos bruscos de sus carac-
terfsticas eldsticas o espesor. Existen varias técnicas para obviar estos inconvenientes (8) por
lo que no se repiten aqui. Conviene, para terminar, tener presente la importancia que en la bon
dad delos resultados tiene el modo de introduccién de las condiciones de contorno (g.d.l. esen-
ciales y naturales), siendo preciso adquirir un cierto grado de conocimiento con este tipo de fa-
milias de hiperelementos.
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TABLA 3

Placa apoyada sometida a carga uniforme q
Influencia de los puntos de integracion numérica

x qa*/D x qa? x qa? X qa X qa
Puntos de Flecha en Momentos | Reaccion de | Cortante en el|Reaccion en el
Precision . centro centrales esquina punto medio | punto medio
integr.
M,); =(My); |R =2 (M,y)s | dellado (Q,); |dellado (V)3
0 (hs) 9 0,004280 0,01829 0,0796 —4,3292% —4.,7307*
0 (hs) 12 0,004062 0,04607 0,0654 —0,3298* —0,4039*
0 h7) 13 0,004062 0,04537 0,0634 —0,1864* —0,2538%*
0 (h*) 36 0,004062 0,0476 0
anplinds : ,04769 0653 -0,3707 —04575
00e) 48 0,004062 0,04790 0,064
- : { ,0649 —0,3406 —04228
0 (h7)
ampliada 52 0,004062 0,04790 0,0649 —0,3407 -0,4228
Rutina EXACT | Integr. exac. | 0,004062 0,04790 0,0649 —-0,3406 —0,4228
Timoshenko | 0,004062 0,0479 0,065 -0,338 -0,420

8. Conclusiones

La importancia del refinamiento en el MEF mediante el incremento de los 6rdenes de los
polinomios que constituyen las funciones de forma, se resalta en comparaciéon con el procedi-
miento habitual de subdivisiéon de la malla conservando el tipo de elementos. De esta forma,
familias de superelementos pueden ser generadas con elementos de transiciony conservadas en
una librerfa de elementos de un programa general de elementos finitos. Se indican aqui, por su
facilidad de obtencién, algunos hiperelementos insertos en una posible familia jerdrquica. Se
comprueba, de la extensa experimentaciéon numérica, la bondad y eficacia computacional que
se consigue. En particular, los resultados que exigen un elevado grado de derivacion, con sus
inherentes ruidos numéricos, deben ser obtenidos mediante este tipo de superelementos si un
cierto grado de exactitud se exige en el célculo.

La influencia del namero de puntos de integracién numérica de la matriz de rigidez del
elemento en el tiempo de ordenador es extraordinaria. De ah{ se hace preciso obtener una ex-
tension de las férmulas actualmente publicadas. De esta forma se podria evaluar la integral di-
rectamente, sin necesidad de requerir una subdivisién del dominio triangular de integracion, lo
que, si bien eleva la exactitud, no incrementa el grado de aproximacién, exigiendo un nime-
ro menor de puntos.

Finalmente, las zonas regulares de la estructura —o repetitivas— podrian ser modeladas
con un elemento Unico, idéntico en geometria, lo que permitiria una reduccién adicional del
calculo, al no exigir mds que la evaluacion de la matriz de rigidez de este elemento unico.
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Las ideas anteriores son aplicables en principio a todo tipo de superelementoc —elemen-
tos con funciones de interpolaciéon de la flecha, polinomios completos de orden elevado—y
no necesariamente a los hiperelementos. Por lo tanto cabe esperar la extension de las anterio-

res conclusiones a estos superelementos.
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Ny = L7070 (Lo +Ly) #21(L, +L3)7 + 114 (0,03 +usl3)Lilols -
SLUI67(L3 L) v Lala 201 (uoly +Asl ) S 105(hsLa tala)]) o+
b LI38(LY +LY) +LoLs[152(1al ] +A5L5) -268(AL3 +sL3)]) +
b OLIL3U3([192 (s + As) - 5]Ly + (19205 - 161)Ly +(192X2 - 161)La]}

Fig. 10. Funcién de forma asociada al grado de libertad U,= (W) ,
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: LfL%LZq{172(ag < az)Ll + (2083; + 9963)[_2 = (20863 + 9932)'.3 +

O —

+ 188[\131(1.1 -Ly) -moay(Ly - Ls)])

Fig. 11. Funcién de forma asociada al grado de libertad U,=(w, )

L3

-
6

1
3

W =

1
2

3

(3:Ls - asLs)” - LY (afL3 +adl3) + 1 Li(a3 LY +adLy) +

LiLaLs[as(15a, +26a, - 7hza;3)L, + a5 (1545 + 26a, - Tuz2az)Ls] +
L?LzL,[aAa(lZaa + 1332 = 5/\333)L§v+ a2(12a; + v13ﬂA3 - 5u2a;)L§] =

LiL3LE[a3(3 - 203)(Ly = L) +a2(3 - 2u,) (L5 - Ly) +azas (170, - 7L, - 7L,) ] +

Lilaba[ad(3-23)L3 +a3(3 -, )LY + 28005 (L3 + L) ]

Fig. 12. Funcién de forma asociada al grado de libertad U= (w, ) ,
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1

(W, ), =1

(a1b1L§—51L2L3+a2b2L_§_)+2L§‘(a3b3L§+a;¢b9|-§)—L?(aab.z.Ll?Uazbzl—g) —
L?LpLg['(l5a3b3 +13s, - 7)\;3a3b3)L2 + (15a2b; +13s) - 7uzazbs)la ] +
L3LoLa[(24asbs +13s, - 100 2a3b3)L2 + (28a,b, + 135 - 10p1,a2b,)L3] +
L3LELE[2a2b5(3 - 205) (L1 - L2) + 2a5b2(3 - 2uz) (L - Ly) #52(17Ly - 7Lz - 7Ls)] -
LaLs [asb3(3 - A3)L3 +azba(3 - u2)L3 fsl(La +L13) ]

Fig. 13. Funcién de forma asociada al grado de libertad U= (W, ) 1

64L3L3 { (L, +Ly)LaL,+ (3usli+4L, L, + 3xsLi)L, -

=
n

- [ (7 +6x3)Ly + (7 #,6us)l, - 11L5] LT )

Fig. 14. Funcién de forma asociada al grado de libertad U, = () ,
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N)O = 16’_21‘!,% { 263('.2 = Ll)Lle +L§ [(432 + ].Uaa)Ll + (432 = 6&3)L2 = (432 + 233)].3] +

+ 1, [3(33 +az-p3a3)li-2(as +3psas+5az)Lylo +3(ay +psas - as;)Li]}

Fig. 15, Funcién-de forma asociada al grado de libertad U, = (W, ) ,
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(wq), =1

/

hs . LEL3Ls [ (3L} -4L,L, +L3) +2Ls(L, -Ly) ]

Fig. 16. Funcién de forma asociada al grado de libertad U,e= (w, ),
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= 3502123 [(az ~as)Ly + (as-ar)la * (a1 -as)Lls

Fig. 18. Funcién de forma asociada al grado de libertad U ;5= (W) 13
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31° Modo W= 0.0677 32° Modo w =Q03586

%

\/ 2 o
2 X
! 1 . S
33° Modo Ww33=001488 34° Modo Wy, = 0 (Movimiento de - sdlido-rigido)
y
W s

5
2— r

X 1 & —

35° Modo Ww35=0 (Movimento de sdlido- rigido) 36° Modo wyg=0 (Movimiento de sélido-rigido)

Fig. 19. Vectores propios de la matriz de rigidez del Hiperelemento tipo I.



(w) =

- LIL3L3{[873 +140(A2 v us) J Ly # | 140(ps -25) -247 ] Lo+ | 14003, -ua) -247] L3}

Fig. 20. Funcién de forma asociada al grado de libertad U= (W) 4

2

Ny = Lf(bol. -balz) +6L7Y [b2|—§ by - by )laly -byL3 ] ¢

+

15LY {LoLy [ (2by =ba)ly - (2bs -b,)L, ]+ (byL3 -b,L3) } +

+

LiLlaL, [ (22b, - 38usbs)L3 - (22by - 38)2b2)L5 | -
- LiL3L3{[160(by +bs) +38(X2bz - pabs) ] Ly +124(bsLy ~bol,) +

37(baly - bsly) +38(X2b, +psbs) (Ls -Lz) }

+

Fig. 21. Funcién de forma asociada al grado de libertad U= (W, ) 1
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Li(asly - a,05)2 + > Li(adly +a3ly) +

Nl —

+ 2 LS, [as(as - 2a2)Ls +as(as - 2a5)L, ] +

+

2L3L,L5 [as(3a, +3a3 +2u3a;3)L3 +az(3as +3a, +2Xza,)L3 ] -

%’ L2LELS { [35(a§~+3§) -22asa; +8(nsa% +1ra}) ] L, +

+ 8(hza% -1sad)(Ly -La) + (17a% -29a% +12asa;)L, + (17a% - 29a5 + 12a,a;)L; }

Fig. 22. Funcién de forma asociada al grado de libertad U,= (w,, ) ,

Li(asbal? - s,L,Ls +asb,L3) -5LY(asbsl? +asb,ld) -

5LYLoLsy [ (a3by -5y )Ly + (agby -5, )Ly ] -

2L3L,L, [(3sy +6asbs +4psasby)L3 + (35, +6a,b, + 4hsa,b,)L3 ] +
L3L2L2 { [35(asb, wasbs) - 11sy +8(nsasby + Azasb,) | Ly +

8(X232bs - 113a3bs) (L - Ly) + (17a3b;s - 29a,b, + 65y )L, + (17a,b, - 29a3b; +65,)L; }

Fig. 23. Funcién de forma asociada al grado de libertad U ;= {wxy /4
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Li(aals - asLs)% + 5 Liloly [aB(3a) - hza2)LE - 28 (30 -usas)Li] 4
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oM
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oM

Fig. 24. Funcién de forma asociada al grado de libertad U,= (W, ) 1
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Loy [a2b,L3 - yLoLg +6L3L, -agbsli ]+

LiLaLs { [(3+az)adby +y ] L2 - [(3+ns)asbs+s JLi y o+

| =
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con 5 = ag(zaybg ‘]'agbz) ) Yy = aZ(Za?bZ +a7b3)

Fig. 25. Funcién de forma asociada al grado de libertad Ug=( Wy ey )1
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Nay = 64hy [LIL3L4+ L3L3L3(Ls =Ly - Ly) ]

Fig. 26. Funcién de forma asociada al grado de libertad U ;,= (w0, ) ,

AP
X

1
33° Modo w33=0,0335

35° Modo Wyg=0 (Movimiento de sblido- rigido) 36° Meco Wyg=0 (Movimiento de sélido-rigido)

Fig. 27. Vectores propios de la matriz de rigidez del Hiperelemento tipo /1.
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Aplicacion del método de las deformaciones
impuestas para analizar el comportamiento
no lineal de estructuras hiperestaticas

de hormigon

Antonio Aguado de Cea. Dr. Ingeniero de Caminos

Juan Murcia Vela. Dr. Ingeniero de Caminos

Catedra de Hormigon Armado y Pretensado de la E.T.S. de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos — Universidad Politécnica de Barcelona

RESUMEN

En este articulo se aplica el método de las deformaciones impuestas para analizar el
comportamiento no lineal de estructuras de hormigdn, incidiendo en las caracteristicas que
implica el desarrollo numérico del mismo, como son: Tipo de diagrama M-C, que define el
comportamiento del material, Nimero de tramos representativos de cada elemento estructu-
ral, etc...

También se presentan distintos ejemplos de aplicacion, a través de los cuales podemos
obtener una vision mas completa del método asi como hacer unas reflexiones generales so-
bre el tema de la redistribucion de esfuerzos en una estructura.

1. INTRODUCCION

El método general de andlisis no lineal de estructuras a partir de deformaciones im-
puestas presentado en el nimero anterior de esta publicacion (**) supone el cumplimiento
simultdneo de las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y constitutivas del material y que
en la practica se traduce en la superposicion de problemas lineales obtenidos en dos etapas;
éstas son:

12 Calculo lineal de la estructura con las acciones que actuan en la misma y consideran-
do unas caracteristicas lineales del material (rigidez K ).

(**) Aguado, A.y Murcia, J. “Andlisis no lineal de estructuras a partir de deformaciones impuestas”. Hormi-
gén y Acero, N° 136. 3T trimestre 1980, pég. 45.

71



2% Célculo lineal de la estructura tomando como acciones las deformaciones impuestas
correspondientes a los incrementos de curvatura existentes a nivel seccion, para que
las condiciones tenso-deformacionales del material sean las reales.

La 1% etapa de calculo en la que pueden considerarse cualquier tipo de acciones (cargas,
deformaciones, etc...) o combinaciones de ellas, se resuelve por cualquiera de los métodos de
cdlculo lineal existentes, por todos conocidos, por lo que aqui no vamos a incidir en este pun-
to.

En la 2% etapa, para determinar las acciones (incrementos de curvatura existentes en
cada seccion) se precisa conocer el diagrama real M-C, es decir estos diagramas son un dato
obtenido a partir de un dimensionamiento previo de las secciones.

Asi pues, este método nos permitird estudiar el comportamiento de una estructura de
hormigén en cualquier situacion de la misma (servicio o proxima a rotura).

2. COMPORTAMIENTO NO LINEAL DEL HORMIGON
2.1. Diagrama Momento-Curvatura (M-C)

El comportamiento no lineal del hormigdn, correspondiente a las fases de fisuracion
o plastificacion, lo representamos a nivel secciéon por medio de diagramas M-C (Fig. 1). Este
tratamiento implica la no concentracién en las secciones criticas de las deformaciones no
compatibilizadas, es decir la no utilizacion del concepto de rotulas plasticas que exigiria el
empleo de diagramas M-0. (Métodos de Macchi, G. Baker, A), sino la consideracion de la no
linealidad en todas las secciones de la estructura.

Vaws
¥
AN
/
/
/ —. — DIAGRAMA TRILINEAL
Pl
// ——-Xx—~— DIAGRAMA REAL
7
/
Ko

Fig. 1. Diagrama momento-curvatura (M-C) de una seccion genérica.

72



El diagrama M-C real (Fig. la.) estd dado por puntosy se puede obtener experimental-
mente (distintos puntos de medida) o bien analiticamente (distintas situaciones de la pro-
fundidad de la fibra neutra y del plano de deformaciones). En el cilculo, el comportamiento
no lineal del hormigbn lo representamos por medio de un diagrama trilineal M-C que se ajus-
ta al diagrama real (Fig. 1.b) (¥*) en el que los limites de cada fase Lo, Ly, L, tienen el mis-
mo significado que el dado por otros autores.

Este tipo de diagrama no es intrinseco del método de andlisis que s€ utiliza, por lo que
es posible utilizar otro tipo de diagramas (p. ¢j. Diagramas bilineales), pero siempre que la
relacion M-C sea univoca. Sin embargo, para analizar el comportamiento de la estructura,
hemos elegido el diagrama trilineal por las razones siguientes:

1°Se obtiene un mejor ajuste con respecto a los diagramas obtenidos experimental-
mente, con lo que se consigue mejorar la precision al estudiar el comportamiento
de la estructura tanto en situaciones de rotura como situaciones de servicio.

En la figura 2 se puede ver el diagrama (M, 0) obtenido experimentalmente en la
viga B-12, serie 5 de la Universidad de Oporto dentro del programa internacional de
ensayos propugnado por el Comité Buropeo del Hormigon (C.E.B.), asi como el ajus-
te al mismo de un diagrama bilineal y un diagrama trilineal.

70 Con los diagramas trilineales M-C se puede obtener una expresion analitica sencilla
de los incrementos de curvatura existentes entre dos fases del mismo lo cual permite
una sistematizacion de los calculos a realizar. (Véase siguiente apartado).

Este tratamiento a nivel seccion exigirfa definir el diagrama M-C de todas las secciones
lo cual llevaria a tener que manejar un gran namero de diagramas (datos). Ahora bien, la
realidad nos indica que un elemento estructural de hormigdn puede descomponerse en dis-
tintos tramos en los que las caracteristicas, dentro de cada uno de ellos, se mantengan prac-
ticamente constantes (especialmente los factores que mas influyen en el diagrama M-C: es-
fuerzo axil, cuantia de armadura, etc.).

Como consecuencia de esto definimos en cada uno de estos tramos un diagrama M-C
que caracteriza a todas las secciones del mismo. Esta hipotesis introduce errores compara-
bles e incluso menores a otras simplificaciones de calculo que se admiten normalmente.
Por otro lado, estos errores disminuyen a medida que aumentamos el namero de tramos en
que se divide el elemento estructural.

Surge entonces la pregunta de: ;En cuantos tramos se divide cada elemento estructu -
ral?

La respuesta a la misma depende de distintos factores, entre los que destacaremos:

— Tipo de elemento estructural en estudio. Es normal que en una viga existan zonas con
distintas cuantias, mientras que en pilares, éstos se mantienen normalmente constan-
tes.

— Tipo de andlisis que se realiza en la estructura. Asi para un analisis en 1¢* orden noso-
tros utilizamos, normalmente, tres tramos en elementos tipos vigas. Sin embargo en
un analisis en 2° orden es preciso aumentar el nimero de tramos, siendo 10 el valor
mas corriente utilizado por los distintos autores. (No obstante se pueden tomar carac-
teristicas comunes para algunos de estos tramos).

—
(**) El ajuste puede realizarse por cualquier método numérico, analitico o grafico. En los ejemplos que se
presentan mas adelante el ajuste se hace graficamente.
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Fig. 2. Comparacién de los distintos tipos de diagramas.

— Caracterfsticas geométricas y del material. Un elemento de inercia variable exigird en
el tratamiento numérico una discretizaciéon en mayor nimero de tramos que elemen-

tos de inercia constante. Andloga consideracion procede en hormigdn pretensado fren-
te al hormigdn armado (*%*).

En resumen atendiendo a todos los factores que pueden intervenir en la eleccién del
nimero de tramos por elemento estructural, éste varia entre 3 para un andlisis de 1°T orden
(los tramos pueden ser iguales p. &j.: |soportes, o diferentes p- €j.: vigas) y 10 para un anili-
sis en 2° orden (asimismo pueden existir también tramos con iguales caracteristicas).

2.2. Valer de los Incrementos de Curvatura

De las dos etapas de cilculo que conlleva la aplicacion del método de deformaciones
impuestas para analizar el comportamiento no lineal de estructuras de hormigdn, conoce-
mos el valor de las acciones que actuan en la 12 etapa, y cualitativamente cudles son las ac-
ciones que actiian en la 22 de ellas. Vamos pues, a continuacidn, a cuantificar las mismas.

Dado un diagrama trilineal M-C para representar el comportamiento del hormigén (Fig.
3) tendremos que el incremento de curvatura existente en una fase, p. j.: Fase II (Fig.3) es:

AC,, = Ch -G
donde
M, — M, M,
Ch= —————-—
K, K,
M
Cr= 2=
K,

(**) En el hormigdn pretensado el aumento de datos que supone el tomar mds tramos, puede compensarse
si se toman diagramas bilineales para reflejar el comportamiento de aquél a nivel seccion.
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Fig. 3. Incrementos de curvatura de cada fase
sustituyendo
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Asi pues, el incremento de curvatura de una fase genérica viene dada por
_ 1 1
ACXj = Aij (E___Kj—l )
siendo:

€629
J

AC,; Incremento de curvatura entre las fases “j-1” y para el Mg, que actia en la

seccion.

AM,; Incremento de momento entre el Mg, que actia en la seccién y el momento
final de la fase anterior “j-1"’.

y el incremento de curvatura total existente en la seccion, para el caso mas general de una si-
tuacion proxima a rotura es:

AC, =

]

que en el caso de considerar que la rigidez de la 1? fase (K, ) coincide con el valor de la rigi-
dez utilizado en la 1? etapa de calculo (K, ), el valor de AC,, se hace igual a 0.

o Mw

ACyy=A0Cyy +4Cyy +4Cyy

3. RESOLUCION NUMERICA. EJEMPLOS

En el proceso iterativo que implica el método propuesto, todos los calculos se realizan
sobre la misma estructura. (En ambas etapas lineales). Por otro lado, la aplicaciéon del méto-
do a estructuras de hormigdn conlleva la determinacién de los efectos debidos a cada una de
las fases del diagrama M-C trilineal, tal como se ha visto en el apartado anterior. Asi pues,
se originan un gran nimero de operaciones.
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Contando con la gran flexibilidad que tiene el método propuesto con respecto a otros
métodos de cdlculo, es la problemdtica anterior la que condiciona en gran medida la eleccidon
del método de resolucion. Asi pues, éste debe permitir un tratamiento sistemdtico tanto de
los datos como del proceso en si con objeto de disminuir el nimero de cdlculos.

Por estas razones, se propugna en el método, el procedimiento de cdlculo matricial de
estructuras abordando el tema por compatibilidad o por equilibrio, para los dos problemas
lineales. A manera de ejemplo, puede verse que el sistema de ecuaciones que se plantea en
el andlisis por equilibrio

{p}={K}. {d}

la matriz K no varfa, siendo la matriz p la que recoge las distintas acciones tanto del 1°* pro-
blema como del 2° problema. Esta es una caracteristica muy significativa de este modelo fren-
te a otros en los que se hace variar la matriz K.

Si bien la solucién se obtiene por superposicion de problemas lineales en el proceso
iterativo. ;Cudndo se alcanza en el proceso numérico? El criterio de convergencia que se
usa normalmente, y que nosotros también tenemos en cuenta, es tomar la diferencia de es-
fuerzos de dos iteraciones consecutivas menor que un cierto valor A

IMy, — My; ,I<A
M, . p My; Momento flector en una seccidn genérica en las iteraciones i-1, i.
is
El valor A, usualmente se considera que es un porcentaje del momento existente en la

seccion de estudio debido a la primera etapa del cdlculo y pueden considerarse valores me-
nores del 5 por 100.

El criterio de convergencia se establece en el nimero de secciones que se estime opor-
tuno, basiandolo entre la precision que se desea (mayor nimero de secciones) y el aumento
de cilculo (menor numero de aquéllas). Un acuerdo al que normalmente se llega es com-
probar en las secciones con maximos absolutos.

A continuacién se presentan distintos ejemplos en los que podemos ver con estructuras
concretas lo expuesto anteriormente.

3.1. Ejemplo n® 1: Viga continua

El objeto de este ejemplo es, fundamentalmente, el comparar los resultados que se ob-
tienen por el modelo propuesto segiin un anlisis por compatibilidad con los obtenidos por
métodos experimentales o bien por otros métodos numéricos.

Como estructura comiin para los distintos métodos, vamos a emplear una viga continua
de dos tramos solicitada por una carga concentrada en la mitad uno de ellos. Esta fue la es-
tructura base utilizada por S. TOLACCIA para la realizacion de diversos ensayos desarrolla-
dos en la Universidad de Lieja.

Como métodos numéricos de comparacién hemos elegido:

— El método de anilisis estudiado en el LABORATORIO NACIONAL DE ENGENHA-
RIA CIVIL (L.N.E.C.) de Lisboa cuyos resultados presenta A.M. PEREIRA TEI-
XEIRA COELHO.

— El método de las rotaciones impuestas propuesto por G. MACCHI para una carga pun-
tual F = 3,5 t.
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La viga se puede considerar con caracteristicas uniformes en toda ella (Fig. 4.2) y un
Diagrama Momento-Curvatura (Fig.l 4.b) obtenido experimentalmente sobre una viga sim-
plemente apoyada con caracteristicas de seccién idénticas a las correspondientes de la viga hi-
perestética.

El pardmetro que se hizo variar en estas vigas fue la cuantia de armadura, y para la com -
paracién de resultados se toma la viga denominada 2B de la serie de ensayos citada, cuyas
caracteristicas geométricas estan indicadas en la fig. 4.a; las caracteristicas geométricas de
los ‘materiales son: Acero con escalén de cedencia a 2.600 Kp/cm? y hormigdn con resisten-
cia en probeta cilindrica a los 28 dias de 255 Kp/cm?.

En la fig. 5 se presentan los resultados obtenidos, segiin los métodos citados anterior-
mente, para distintos valores de la carga (Desde F = 0 hasta la carga de rotura, F=41%).

Hemos de resaltar el elevado grado de precision que, en este caso, tienen todos los mé-
todos numéricos con respecto a los resultados experimentales. Esta precision se manifiesta
tanto en la zona proxima a rotura como en zonas de servicio; asi, los resultados obtenidos

F
M,
[ o M, v
1.50 ‘ 0.75 , _ 0.75
; I T
T =134 10 f
0.16 L}.u
|
Jo.14 0.16 | |...l3 410
5.0, 0.0
, Y A,
Cuantia geométrica : wy = = = 1.68 %
M
(tem)
1.25
1.00 — ==
T I e
0.75 /’ :
0.50 _//
0.25 /
/ 0
. radianes
2.5 5 7.5 10 125 x 1073

Fig. 4. a: Caracteristicas geométricas de la viga.
b: Diagrama Momento-Rotacion.
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Fig. 5. Diagrama F-M seg(n los distintos métodos utilizados.

_por el método propuesto, para la carga de rotura, difieren en menos de un 3 por 100 de los
resultados obtenidos experimentalmente.

Si bien estos resultados son ‘parciales en cuanto que son fruto de un ejemplo, no dejan
por ello de apuntar hacia una problemética més general, como es: La eleccidn del método
de andlisis no lineal. Para ello, alin admitiendo que se puede conseguir una precision andlo-
ga con los distintos métodos numéricos, habra que barajar diversos factores que nos ayuden
en la decision. Entre éstos podemos citar: Campo de aplicacion, Generalidad de situaciones
de la estructura, Flexibilidad ante el método de cdlculo, Complejidad del mismo, Optimiza-
cion en el empleo con ordenador, etc...

Tanto a través de la exposicion teodrica del método propuesto como por medio de los
ejemplos, podrd apreciarse el buen encaje que tiene este método frente a los factores citados
anteriormente.

Con respecto al grado de redistribucion de esfuerzos en la estructura, no existe unani-
midad entre los distintos autores para definir un pardmetro que lo caracterice. Asi podemos
hablar de redistribucion a nivel seccién refiriéndonos a un porcentaje respecto al valor inicial
de los esfuerzos. En este ejemplo, para las secciones del apoyo intermedio (B) y en la seccién
de aplicacion de la carga son:

SECCION Mo, Inicial Mom. Sol. Redisteibuc,
/o M. ini.

B 0,564 0,92 63.12

C 1218 1,04 14,61
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También se puede hablar de redistribucidn a nivel de elemento estructural, relacionan-
do esfuerzos en distintas secciones del mismo. Asi, si llamamos 6 a la relacidon entre momen-
tos flectores en las secciones C y B, el valor del mismo al final de cada etapa es:

.M 1,218
12 Btapa: §; =—=% = —— =2,16
Mg 0,564
M, 1,04
2% Btapa: §, =— = =1,13
M 092

de estos resultados se deduce que la solucidn estd proxima a la redistribucién perfecta
@é=1).

Por .0ltimo, también se puede hablar de redistribucién global de la estructura si bien
esto es mds de forma cualitativa que cuantitativa por lo que no incidiremos en ello.

3.2. Ejemplo 2: Portico de un tramo biempotrado

En este ejemplo se estudia el comportamiento de la estructura seghn un andlisis en
equilibrio, frente:a cargas de servicio y para valores préximos a la carga tltima.

Sea el pdrtico simple biempotrado de la fig. 6.a, con una ley de momentos correspon-
diente a la 1? etapa de calculo descrita en la fig. 6.b, y unas caracteristicas a nivel seccion,
definidas en la fig. 7. Los diagramas Momento-Curvatura (M-C) que se dan en esta figura co-
rresponden a los valores del esfuerzo axil (Soportes) obtenidos para una carga p = 5,5 t/m.
Ahora bien, para otros valores de “p”, el diagrama M-C varia, si bien la diferencia es peque-
fia, por lo que podria tomarse en una primera aproximacion, el mismo diagrama. No obstan-
te, en este ejemplo se ha considerado diagramas distintos para cada valor del esfuerzo axil.

La estructura est4 solicitada por una carga uniforme que toma los valores (p = 2, 3, 4,5,
5,5, 6,7, 7t/m.) llegando hasta el colapso. (Este se produce cuando en una seccion se alcan -
za el momento Gltimo). La carga Gltima segiin el cdlculo no lineal propuesto es p, = 7,1 t/m,

p t/m \
A A S O A A o .
B- E C il [l ‘
]
fil
WSS S — Xy by
SECCION A SECCION E
o I
¥ = s A T w = 0.1795
0.3072 0.35 W= 0.1077 0.60
Ag i . l
As
—0, 35—
~—0.35—-l

Fig. 6. Caracteristicas ggométricas de la estructura.
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|
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|
21.8 / _
2100 / K= II K,= 5480

// Kz: 1820 I
485 7.03
Ky= 3126 K= 11725
c c

Fig. 7. Diagramas Momento-Curvatura de las distintas secciones.

teniendo en cuenta que el momento Gltimo en el dintel es (M, ), = 35,9 t.m y en el soporte,
M,), = 21,7 t.m. Segin un calculo pléstico (El colapso se alcanza por formarse un meca-

nismo) la carga altima es p, = 7,2 t/m.

El valor “A” del criterio de convergencia que se toma en este ejemplo es:
A =0,03.M;

siendo: M;: Momento flector de la 1? etapa de cdlculo en la seccion de estudio (en este ca-
so, secciones A, B, C, D)

En la tabla 2 se presentan los valores de los momentos inicial y final en las secciones
extremas y central del dintel

Carga Seccion Extrema Seccion Central NO de

P M. ini. M. final M. ini. M. final iterac.
2 — 5.504 — 5.819 10.495 10.180 2
8 — 8.257 — 8.848 15.742 15.151 3
4 —11.009 —11.760 20.990 20.239 3
5 —13.762 —14.629 26.237 25.370 3
5,5 —15.138 -16.057 28.861 27.942 3
6,7 —18.358 —19.655 35.001 33.704 3
7 —19.266 —20.786 36.733 35.214 6

En la estructura estudiada en este ejemplo segiin el andlisis no lineal, se alcanzan *‘casi’
simultineamente los respectivos Momentos Ultimos en las secciones mds desfavorables

(Véase Fig. 8), lo cual implica un buen aprovechamiento de aquélla.
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Fig. 8. Diagrama M-P

Los distintos factores, vistos anteriormente para dar idea de la redistribucion que se
produce en la estructura, toman en este caso los siguientes valores:

— El factor 8§, que nos determina el grado de redistribucion que se produce a nivel sec-
cion con respecto a los valores de los esfuerzos obtenidos en la 1* Etapa, en las seccio-
nes B y E, vale:

19,54 — (—21,2
Seccion B: (8,)g = 1(9 7 ) = 8,509/,
S 37,25 — 35,9
Seccion E: (8y)g = — 3735 = 3,649/,

— El factor 8, que nos relaciona los momentos .de las secciones extremas y central del
dintel para la carga Gltima en cada tipo de célculo, es:

Sy =1,91 8 =1,69 8 stico = 1,655

lineal — no lineal —
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Para el célculo no lineal casi se produce una redistribucion total, lo cual supone un
aprovechamiento maximo de la estructura.

Recordemos que las leyes de esfuerzos iniciales (dadas de un célculo lineal) dependen
de la relacion de rigideces iniciales (Ko, K, 4) de los distintos elementos estructurales. p. €.:
El momento en la seccién E es:

pl? 3C+2
Mg=—x—
Me = 27 * <52
siendo,
C=K°D E
Kos 1

y que por otro lado, sabemos que la solucidn real es Ginica. Segln esto, la redistribucion tal
como se ha cuantificado mds arriba, varia segtn las distribuciones iniciales de esfuerzos
que se tomen, de lo que se deduce la posibilidad de una gran dispersion en los valores de la
redistribucién de esfuerzos en funcioén de los iniciales.

En linea con lo anterior, cabe destacar asimismo, que la relacion de rigideces iniciales
influye en el sentido de la redistribuciéon (Aumentar o disminuir los esfuerzos en una seccién
determinada). En este caso, para unos valores normales de C, p.¢.: C=1,8754 que implica

K
una relacién de —°2P2 = 3,75; la redistribucion se produce en el sentido de equilibrar los

oS
momentos positivos y negativos, lo cual se traduce en un aumento de los momentos negati -
vos situados en las secciones extremas del dintel sobre los soportes.

3.3. Ejemplo 3. Estructura de edificacién. Portico de varios tramos y pisos

El objeto de este ejemplo es mostrar la potencia del método propuesto y el campo de
aplicacion del mismo. Para ello a continuacién se estudia una estructura de edificacidén que
en el cdlculo la consideramos formada por porticos planos de dos tramos y de tres pisos. Fig.
9.

Los soportes tienen una seccidon rectangular de 0,25 x 0,25 m y las vigas son de sec-
cién rectangular de 0,25 x 0,40 m, empleadndose en ambos elementos un hormigén de carac-
terfsticas constantes (E = 2,25 . 10 t/m?) y una resistencia de cdlculo de f,q =1.150 t/m?,
mientras que el acero la resistencia de cdlculo es f,q4 =38.000 t/m?.

Para la 1 etapa de cilculo, con una carga py = 3 t/m sobre el dintel, se obtienen los
esfuerzos que actian en la estructura por medio de un cdlculo matricial (Fig. 10). Por otro
- lado, se toman los mismos diagramas M-C para todas las secciones de las vigas, mientras que
son diferentes para cada uno de los pisos de soportes. (Se tiene en cuenta el esfuerzo axil).
En los dos tipos de elementos estructurales anteriores se toma el mismo diagrama M-C en los
tres tramos en que se discretizan.

Para la carga dada existe una gran dispersion en cuanto al tipo de situacion en que se
encuentra cada una de las secciones de la estructura; as{ mientras las secciones mas desfavo-
rables de los soportes estan entre el 40 y 60 por 100 de la rotura, en las secciones extremas
de las vigas junto al soporte central se encuentran alrededor del 90 por 100 de la rotura.

El valor “A” del criterio de convergencia que se toma en este ejemplo es:

A =0,03 M,
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Fig. 9. Caracteristicas geométricas.

donde M; es el momento de la 1* etapa de célculo en las secciones extremas de cada barra.
Este criterio es estricto, pudiéndose estudiar como alternativa, su aplicacion unicamente
en las secciones mds desfavorables.

Los resultados que se obtienen después de la 22 etapa (Fig. 10) no permiten sacar con-
clusiones simples de tipo general en cuanto al grado de redistribucion y el sentido en que se
produce; no obstante y tal como se ha dicho anteriormente este Gltimo depende de la rela -
cién entre las rigideces de los distintos elementos.

Por otro lado, hay que destacar que la ley de esfuerzos axiales (Véase reacciones en 1os
empotramientos 1, 2, 3) sufre una variacion muy pequefia por lo que puede considerarse des-
preciable. Este hecho confirma la hip6tesis de tomar el mismo diagrama M-C (N = dado) pa-
ra todas las iteraciones.

Por ultimo, los resultados de este ejemplo confirman los obtenidos en el ejemplo ante-
rior con respecto a la redistribucion de momentos negativos en las secciones extremas de las
vigas que constituyen los dinteles. Aqui, en la seccion extrema de las vigas del Gltimo piso ,
junto al soporte central, que es la zona mas solicitada, inicialmente tiene un momento flec -
tor de (=7,57) m.t; una vez redistribuida, se carga an mas alcanzando el valor (—7,705)
m.t (Véase fig. 10). Estos resultadosy los apuntados por otros autores (A. APARICIO; P.
FUSTER), discrepan con lo sefialado en el articulo 48.1 de la Norma Espafiola EH-73, en el
sentido de considerar una redistribucion de momentos flectores de hasta un 15 por ciento
del maximo momento flector negativo (Véase fig. 48.1 de dicha Norma). En este sentido, la
Norma ACI 318-77 recoge que esta redistribucion puede ser en los dos sentidos tal como se
obtiene en el presente ejemplo.
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Fig. 10. Ley de momentos flectores al final de la 12 y 22 Etapa.

4. CONCLUSIONES

La aplicacion del método general de andlisis a partir de deformaciones impuestas para es-
tudiar el comportamiento de estructuras de hormigdén armado y/o pretensado es consecuen-
cia directa del comportamiento del mismo como material estructural (esti caracterizado
por su no linealidad relacionada con la fisuracién del hormigdn y la plastificacion de éste y
del acero).

Estas caracter{sticas se reflejan a nivel seccion por medio de diagramas trilineales M-C que
tienen un grado de precisidn elevado con respecto a los diagramas reales y permiten una
sistematizacion de los cdlculos a desarrollar. No obstante, este tipo de diagramas no son in-
trinsecos al método de andlisis por lo que se pueden utilizar otros diagramas.

El método se encuentra entre los llamados “métodos exactos” consiguiéndose una
gran precision en la solucidon numérica, para cualquier situacidon tanto de servicio como de
rotura (errores menores al 2 por 100 con un niimero de iteraciones reducido, de 2 a 3 en
servicio, aumentando este niimero para rotura; asi pues, tiene una buena convergencia).
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Este método tiene caracteristicas generales comunes con otros métodos; como son: Po-
tencia de cdlculo (manual o con ordenador), campo de aplicacion. (Estructuras de elevado
grado de hiperestaticidad) y otras; pero se diferencia de aquéllos, fundamentalmente, en los
siguientes aspectos:

— Se cumplen simultdneamente todas las condiciones por lo que resulta general para
cualquier situacion y no s0lo para situaciones particulares (p. ¢j. rotura) como  es
corriente en otros métodos.

_ Al transformar el problema no lineal en superposicion de problemas lineales se tie-
nen caracteristicas comunes en ellos (p. €j.: matriz de rigidez, etc...).

_ Tiene una gran flexibilidad en cuanto a la forma de abordar dichos problemas (equi-
librio, compatibilidad) y a la forma de resolverlos. P

De los resultados de los casos de aplicacion se deduce que el concepto de redistribu-
cion, en el sentido de tendencia a reducir el desequilibrio entre los maximos momentos po-
sitivos y negativos en cada pieza, es muy relativo (y mucho mds, en el sentido mds restric-
tivo, recogido incluso por la normativa espafiola EH-73, de disminucién de los momentos
negativos sobre apoyos), advirtiéndose que procede y tiene algin sentido en un dmbito es-
tructural restringido (vigas continuas, etc...) pero se pierde en un ambito estructural mds ge-
neral.

Factores como el tipo de estructura (vigas continuas, porticos, etc...), relacion entre
rigideces (sin fisurar K; = E ) de los distintos elementos que concurren en un mismo nudo,
cuantia de la armadura, etc. son decisivos en toda esta problemadtica, revelando la imposibili-
dad de sacar consecuencias simples y claras, como ésta de la redistribucion, sin un estudio
amplio aplicado en un dmbito suficientemente general.
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FE DE ERRATAS

Los autores del articulo titulado “Influencia econémica de las torsiones en un edificio
no simétrico sometido a esfuerzos laterales”, Sres. Da Cunha y P. Matesanz, han advertido
las siguientes erratas en el trabajo publicado en el nimero 136 de Hormigbn y Acero.

Pigina Linea Dice Debe decir
23 9 B = (— p, sen 6) B:[—psen@]
0
23 10 D= (p, w0) D:[pcos@ J
0
23 23 SR, B—CR,D SR, B+CR,D
23 24 Ei R, B+D, R,;D+R,, B, R;B+D; R;D+R,,
23 29 Z(CR;E- SR, D) 2 (CR,B~SR,;D)
24 26 ZJ) (p}"sen2 % Ry +n s Zj)(pjzsen2 o Ry e
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457-8-79

Instruccion para la ejecucion de obras de
hormigén pretensado EP - 80

En el Boletin Oficial del Estado nim. 216, del 8 de setiembre del presente afio 1980,
se incluye el REAL DECRETO 1789/1980, de 14 de abril, por el que se modifica la “Ins-
truccion para el proyecto y la ejecucion de obras de hormigdn pretensado, E.P.-77”, en
vigor con caracter obligatorio desde el 23 de junio de 1979.

Segin se dispone en dicho Decreto, la Instruccion E.P.-77, con estas modificaciones
pasa a denominarse E.P.-80.

Por estimar que el tema ha de resultar de especial interés para todos los Miembros de
nuestra Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado, a continuaciéon se reproduce integra
y literalmente el mencionado Decreto, para general conocimiento.

No queremos, por el momento, hacer ningin comentario sobre el particular. Pero te-
niendo en cuenta que esta Instruccion afecta muy directamente a cuantos desarrollan sus ac-
tividades dentro del amplio campo de la técnica del pretensado, la Asociacion tiene en es-
tudio la programacion de una Mesa redonda con el objeto de poder comentar ampliamente,
en un coloquio abierto, el nuevo texto que ahora entra en vigor con caracter de obligatorie-
dad. En su dia, se cursardn las oportunas invitaciones a todos los Miembros de la A.T.E.P.
para que puedan participar en este coloquio.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO

19503 REAL DECRETO 1789/1980, de 14 de abril, por el que se modifica la “Instruccion
para el proyecto y la ejecucion de obras de hormigon pretensado (EP-77)".

La “Instruccion para el proyecto y ejecucion de obras de hormigbn pretensado
(EP - setenta y siete)” fue aprobada por Real Decreto mil cuatrocientos ocho/mil novecien-
tos setenta y siete, de dieciocho de febrero, entrando en vigor con cardcter obligatorio el
veintitrés de junio de mil novecientos setenta y nueve.

La Comisién Permanente del Hormigon, encargada de la redaccion y revision de la men-
cionada Instruccion, ha venido recogiendo observaciones, experiencias y estudios relaciona-
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dos con los temas de hormigdn pretensado, y a la vista de todos ellos ha considerado oportu-
no introducir algunas modificaciones que, respetando los principios basicos de la Instruc-
cibn, mejoran su texto.

En su virt}ud., a iniciativa de la Comisién Permanente del Hormigbdn y a propuesta del
Ministro de Obras Pablicas y Urbanismo y previa deliberacién del Consejo de Ministros en
su reunion del dia once de abril de mil novecientos ochenta,

DISPONGO:

Articulo Unico. Se aprueban las modificaciones a la “Instruccion para el proyecto y
gjecucion de obras de hormigdn preténsado (EP-setenta y siete)” que figuran como anejo al
presente Decreto.

La Instruccion |EP-setenta y siete con estas modificaciones se denominard abrevia-
damente EP-ochenta.

Dado en Madrid a catorce de abril de mil novecientos ochenta

JUAN CARLOS R.

El Ministro de Obras Piblicas y Urbanismo,
JESUS SANCHO ROF

ANEXO

MODIFICACIONES A LA INSTRUCCION PARA EL PROYECTO Y
LA EJECUCION DE OBRAS DE HORMIGON PRETENSADO EP-77

1.° Articulo 1.° Segundo pérrafo, tercer guién. Quedard redactado:

“Los elementos estructurales mixtos de hormigbn pretensado y perfiles de acero y, en
general, las estructuras mixtas de hormigoén pretensado y otro material, de distinta natura-
leza, con funcidn resistente”.

2.° Articulo 1.° Comentarios, tercer parrafo, quedard redactado:

“En el Coédigo Modelo CEB-FIP de 1978 se clasifican los hormigones de acuerdo con
su peso especifico en:

Hormigones: Peso especifico

Ligeros de 1.200 a 2.000 kg/m?
Normales de 2.001 a 2.800 kE m?3 ,
Pesados superiores a 2.800 kg/m

3.° Articulo 1.° Comentarios, séptimo pérrafo, quedard redactado:

“Los elementos estructurales mixtos exigen el empleo de técnicas especiales y métodos
de cdlculo especificos. Por ello no se incluyen dichos elementos en el campo de aplicaciéon
de esta instruccion”.

4.° Articulo 5.° Segundo parrafo, quedara redactado:

“La convencidon de signos y notacioén utilizados se adaptan a las normas generales
al efecto establecidas por el Comité Mixto CEB-FIP (Comité Eurointernacional del Hormi-
gon - Federacion Internacional del Pretensado)”.
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5.° Apartado 7.1. Segundo parrafo, quedara redactado:

“E] contenido de ion Cl~ en el cemento, determinado con arreglo al método de ensayo
descrito en el anejo nimero 3 debera limitarse a un maximo de 0,03 por 100 en peso”.

6.° Apartado 9.1. Comentarios. Después del quinto pdrrafo afiadir el siguiente:

“De los tres grupos de ensayos citados, en 9.3 se recogen solamente los del primero,
mas el de heladicidad correspondiente al segundo. No siendo este Gltimo ensayo de interés
general, su obligatoriedad se deja, como es logico, a criterio del pliego de prescripciones téc-
nicas particulares, el cual podréd exigir ademds, a la vista de las circunstancias que concurran
en la obra de que se trate, la realizacion de los ensayos adicionales que considere oportu-

2

nos”.
7.° Apartado 11.2. Tercer parrafo, quedard redactado:

“A los efectos de esta Instruccion, cualquier caracteristica de calidad medible de una
amasada vendré expresada por el valor medio de un nimero de determinaciones (igual o su-
perior a tres) de la caracteristica de calidad en cuestion, realizadas sobre partes o porciones
de la amasada”.

8.° Apartado 12.3. Primer parrafo, quedara redactado:

“12.3. Barras corrugadas: Barras corrugadas, a los efectos de esta Instrucciéon, son las
que presentan, en el ensayo de adherencia por flexion descrito en el anejo nimero 5 “Ho-
mologacion de la adherencia de barras corrugadas” de la EH-73, una tensién media de ad-
herencia 7ym y una tension de rotura de adherencia 7, que cumplen simultineamente las
dos condiciones siguientes:

Para ¢ < 8: Tom = 70 kp/cm?
Tou = 115 kp/cm?
Para 8 <¢ <32: Tom > 80— 12¢
Tow =130 —1,9¢

Para ¢ > 32: Tom = 42 kp/cm?
Tou = 69 kp/cm?

donde Ty, ¥ Tou S€ expresan en kp/ cm? y ¢ en milimetros”.
9.° Apartado 13.1. Segundo pdrrafo, tercer guidn, quedara redactado:

“Torzal: Conjunto formado por dos o tres alambres de igual didmetro, todos ellos arro-
llados helicoidalmente, con el mismo paso, sobre un eje ideal comi(n”.

10. Apartado 13.1. Segundo parrafo, cuarto guién, quedara redactado:

“Corddn: Conjunto formado por més de tres alambres de igual didmetro, arrollados
conjuntamente en forma helicoidal y con el mismo sentido de torsién alrededor de un eje
central que puede o no estar materializado por otro alambre”.

11. Apartado 13.3. Quinto parrafo, quedara redactado:

“Ios valores del didmetro nominal, en milimetros, de los alambres cuya utilizacion
se recomienda serdn los de la serie siguiente:

3,3,5,4,506,7,8,9,10y 12 mm”

12. Apartado 15.1. Comentarios. Decimoprimer péarrafo, quedara redactado:

“Coeficiente de eficacia de un tendon anclado es.la relacion entre la carga de rotura del
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tendon con su anclaje y el valor medio de la carga mdxima que es capaz de resistir el ten-
doén so6lo en el ensayo normalizado de traccidon de los aceros. Se exige un valor del coeficien-
te de eficacia superior en el caso de tendones no adherentes debido a que un aumento en
la fuerza de dichos tendones se transmite al anclaje, mientras que en el caso de tendones
adherentes dicho aumento se distribuye a lo largo del tenddn, por adherencia.

13. Articulo 25. Octavo parrafo, quedara redactado:

“Cuando excepcionalmente se utilicen agua o dridos calentados a temperatura superior
a la antes indicada, se cuidara de que el cemento, durante el amasado, no entre en contacto
con ellos mientras su temperatura sea superior a 40°C”.

14. Apartado 39.3. Segundo parrafo, quedara redactado:

“A efectos de cdlculo, el valor final ponderado 7Yy Py n0 podré considerarse superior al
que corresponde a una tension en las armaduras activas igual a 0,6 f,z5 .

15. Apartado 42-1.° a.1, tercer parrafo, quedard redactado:

“Ademds de lo anterior, si las cargas permanentes del mismo origen son preponderan-
tes y sus efectos se compensan sensiblemente entre si, se establecerd una nueva hipdtesis
diferenciando la parte favorable y la desfavorable empleando:

para la favorable: v, =0,9”
16. Articulo 42. Parrafo “Hipdtesis de carga”. La hipotesis III quedara:
“Hipotesis III: 0,8 (g, - G + 74 - Qeq) + By +Woy™

17. Articulo 45. Comentarios. Segundo parrafo, primer guidn, quedard redactado:

“Si el esquema estdtico corresponde a la situacion de servicio, la hipotesis de carga se-
ria la que se indica en la figura 45.2, donde vy queda a juicio del proyectista con el valor mi-
nimo indicado”.

18. Articulo 45. Comentarios. Segundo pérrafo, segundo guidn, quedard redactado:

“Si el esquema estitico corresponde exclusivamente a una situacidon de construccion, la
hipotesis de carga seria la que se indica en la figura 45.3, donde v; y 7, quedan a juicio del
proyectista con los valores minimos indicados”.

19. Apartado 46.5. Suprimir el Gltimo pérrafo.

20. Apartado 47.8. Anadir antes del segundo pérrafo:

“Todas las unidades expresadas en kilogramos y centimetros”.

21. Apartado 48.1.3.4.2. La definicion de V., quedara de la siguiente forma:

“Vewo =fey by dy, con £, =0,54/f.4, y siendo d, la distancia entre la cara mds com-
primida y el centro de gravedad de la resultante de traccidon en la armadura principal de
flexion”.

22. Apartado 48.1.3.5.2. La primera férmula quedaréa:

su

Vi v
AT = (Vrd - cotg 6 — > cotg «
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23. Apartado 48.1.3.5.2. La segunda féormula quedara:

Va Va
Ag Tga = (V,d ) cotg 0 — - cotg «

24. Apartado 48.1.3.7. Quedard redactado:
“48.1.3.7. Piezas compuestas.

Para el cilculo de piezas estructurales compuestas (es decir, constituidas por elemen-
tos de hormigdn de diferente edad que se unen formando un todo) sometidas a esfuerzo
cortante, la resistencia de cada elemento y de la junta entre ambos se estudiard de acuerdo
con lo indicado en 48.1.2 a 48.1.3.6, teniendo en cuenta los puntos siguientes que estan re-
feridos al caso mas comun de elemento prefabricado pretensado con cabeza hormigonada

in situ.
48.1.3.7.1. Calculos relativos al elemento prefabricado pretensado.

a) Las tensiones normales se obtendran en funcion de las cargas actuantes —incluido el
pretensado— y de la seccion real existente en cada fase de comprobacion.

b) A efectos del cilculo de cotg 6, se tomard para Oyq el valor més bajo de entre los
que resulten para las distintas fibras baricéntricas correspondientes a cada fase. Cuando, co-
mo es corriente, la cabeza hormigonada in situ sea de compresion, podrd tomarse para Oxq
la que resulta en la fibra baricéntrica de la seccion mixta final.

¢) Los cantos d; y d,, utilizados para el cdlculo Vy; ¥ Vy,, se obtendran a partir de la
seccién real existente en cada fase de comprobacion.

48.1.3.7.2. Calculos relativos a la cabeza hormigonada in situ.

a) Las tensiones normales se obtendrin en funcion exclusivamente de las acciones
—incluido el pretensado— que se apliquen con posterioridad al endurecimiento del hormi-
gon de la cabeza, a partir de las secciones existentes en cada fase.

b) Para la obtencién de V.4 se deducird V4 a partir de las acciones exteriores totales,
mientras que para el calculo de V4 se tendrd en cuenta solamente el pretensado introducido
con posterioridad al endurecimiento del hormigdn de la cabeza. En cuanto a Vg, s€ deducird
en funcion de los V4 y V4 asi obtenidos.

¢) Es de aplicacion el punto c) de 48.1.3.7.1.

migonada in Situ.
a) Es preceptiva la comprobacion de la resistencia a esfuerzo cortante en esta junta.
b) Es de aplicacion lo indicado en los puntos a), b) y ¢) de 48.1.3.7.2.

¢) Por otra parte, y de no existir disposiciones especiales, experimentalmente compro-
badas, que aseguren la adherencia, se recomienda que la cuantia minima de armadura del al-
ma que cruce la junta entre el elemento prefabricado y la cabeza hormigonada in situ sea
igual a vez y media la indicada en 48.1.3.5.1.
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COMENTARIOS

Para el cdlculo de la armadura de cosido a las almas de cabezas hormigonadas in situ
sobre elementos prefabricados no puede tenerse en cuenta el efecto favorable del pretensado
mas que si se ha introducido con posterioridad al endurecimiento del hormigdn de la cabe-
za. Lo mismo puede decirse respecto a la unién al alma, de las alas de tal cabeza.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que en situacién de agotamiento la cabeza
comprimida puede quedar incluida por completo en el ala hormigonada in situ, por lo que
se ha de transmitir a través de la junta con el elemento prefabricado la totalidad del volumen
de compresiones.

Esta es la razon por la que se incluye la prescripcion 48.1.3.7.2.b), necesaria en el cil-
culo a esfuerzo cortante de secciones sometidas simultineamente a fuertes momentos co-
mo, por ejemplo, en las secciones de apoyo de vigas continuas. Cuando no ocurra asi, en el
cdlculo de la armadura de cosido en la junta puede utilizarse para Vpa el esfuerzo cortante
deducido a partir de las cargas exteriores y del esfuerzo de pretensado, introducidos con
posterioridad al endurecimiento de la cabeza hormigonada in situ”.

25. Apartado 58.2. tercer parrafo. Quedara redactado:

“Armaduras pasivas: Las barras utilizadas para estribos o eventualmente otras misiones
cumplirdn las condiciones del articulo 12°, ampliando la gama de didmetros hasta 4 milime-
tros. También podran utilizarse como estribos los alambres y barras de pretensado que cum-
plan las condiciones del articulo 13°.

26. Apartado 58.2. Intercalar después del sexto parrafo el siguiente:

“Piezas ceramicas: S6lo podrd considerarse la colaboracion resistente de elementos ce-
ramicos que formen parte de la vigueta o semivigueta cuando su resistencia caracteristica
seaal menos 250 kp/centimetro cuadrado™.

27. Apartado 58.3, sexto parrafo. Quedara redactado:

“Determinacion de la resistencia a compresion. La resistencia a compresién del ma-
terial de la pieza se determina en direccion paralela a los huecos sobre seis 0 mds probetas
de pieza entera o parte de pieza representativa obtenida por corte con disco. La altura de la
probeta serd igual o mayor que la menor de las dos dimensiones de la seccién transversal de
la probeta, sin exceder de dos veces dicha dimensidon. Las caras de presion se refrentardn
adecuadamente con pasta de azufre u otro sistema. Se ensayaran después de veinticuatro
horas de inmersién en agua. La tensioén de rotura se referird a la seccidén neta de la probeta,
y se obtendra el valor caracteristico de los resultados aplicando la férmula del estimador de
66.3”.

28. Apartado 58.5, octavo parrafo. La formula quedara:

Vd <Vuo=2 wfcv bw dl

29. Apartado 58.5, octavo parrafo la definicion de ¢ quedar:

“Y=0,5+33 po P 1 coeficiente funcion de la cuantia p,, de la armadura longitudinal,
referida a la seccion de la semivigueta”.

30. Apartado 73.1. Comentarios. Suprimir la Gltima frase del primer pérrafo, que dice:

“Lo mismo puede decirse respecto al corte, doblado y colocaciéon de barras”.
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31. Anejo 1. Notaéién. En el epigrafe minGisculas romanas incluir:

“f. ; = resistencia caracteristica a compresiéon del hormigdn a j dfas de edad”.
32. Anejo 1. Notacion. En el epigrafe mintsculas romanas suprimir:

“f; = resistencia caracteristica a compresion del hormigon a j dias de edad”.

33. Anejo 1. Notacion. En el epigrafe mintsculas romanas la definicion de fyq que-
dara:

“fyq = limite eldstico de calculo de un acero”.
34. Anejo 2. Definiciones. La definicion de Torzal quedara:

“Torzal: Conjunto formado por dos o tres alambres de igual didmetro, todos ellos arro-
llados helicoidalmente, con el mismo paso, sobre un eje ideal comun”.

35. Anejo 2. Definiciones. La definicion de cordon quedara:

“Cordon: Conjunto formado por més de tres alambres de igual didmetro arrollados
conjuntamente en forma helicoidal y con el mismo sentido de torsion alrededor de un eje
central que puede o no estar materializado por otro alambre”.

36. Anejo 3. Métodos de ensayo. Método de ensayo para la determinacién de las ca-
racteristicas de adherencia de las armaduras de pretensado.

Apartado 3.4. La formula quedara:

i
_Vi
Os =

37. Anejo 3. Métodos de ensayo. Métodos de ensayo para la determinacion de cloruros
en cemento y aridos para la construccién. Apartado 4, octavo guion. Quedaré:

M

" (61— bm)?
1

n—1

“Pipetas aforadas de 1,2, 5,10 y 20 ml”.

38. Anejo 3. Métodos de ensayo. Método de ensayo para la determinacién de cloruros
en cementos y aridos para la construccion. Apartado 6.2.1, segundo pérrafo. Quedard re-
dactado:

] as cantidades de la “disolucion patron de cloruros”, afiadidas a los siete primeros ma-

" traces, son, respectivamente: 40, 20, 10, 5, 4,2yl ml, quese miden con pipetas aforadas.

Al Gltimo matraz (nGimero 8) no se le incorpora cantidad alguna de la mencionada ‘“disolu-
cion patrodn de cloruros”.

39. Anejo 3. Métodos de ensayo. Método de ensayo para la determinacion de cloruros
en cementos y-aridos para la construccion. Apartado 9.1. Quedara redactado:

“g 1. Precision: Los resultados de dos ensayos no deben diferir entre si en mas del
0,005 por 100.
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PREFABRICACION LIGERA Y PESADA PREFABRICADOS ALBAJAR

PUENTES - NAVES INDUSTRIALES - FORJADOS
BOVEDILLAS - LADRILLOS - TEJAS - TUBOS DRENAJE

FABRICAS:

HUESCA: Paseo Lucas Mallada, s/n. - Teléfono 22 39 00 (cinco lineas). (Casa central.)
MONZON: Carretera de Lérida - Teléfono 40 07 80.

GRANEN: Carretera de Huesca - Teléfono 27.

MADRID: Carretera de Toledo, Km, 7,300 - Teléfono 695 25 68.
' ZARAGOZA: Avda, de Marina Moreno, 31 - Teléfono 237502 3. (Comercial zona norte.)

MADRID: Carretera de Torrejon a Loeches, Km. 4,200 - Teléfono 675 04 50. TORREJON DE AR-
DOZ.

Fabricas: Carretera de Toledo, Km. 7,300 - Teléfono 695 25 68. GETAFE.

Oficinas: Orense, 10 - Teléfono: 455 05 35/6/7. MADRID-20.




457-8-80

Medidas de seguridad en los trabajos
de pretensado

(con armaduras postesas).
Nota Informativa
The Concrete Society

INTRODUCCION

La finalidad de estas notas es establecer las medidas preventivas bdsicas necesarias para
conseguir que la puesta en tension se realice con toda seguridad, y dar a conocer las prescrip-
ciones sobre Higiene y Seguridad, que establece la Safety at Work Act, 1974 (Ley Inglesa
sobre Higiene y Seguridad en el Trabajo de 1974). Las operaciones en lo que se refiere al
tesado y destesado de los tendones de pretensado, no son peligrosas con tal de que se adop-
ten las adecuadas precauciones. Las principales causas de que el pretensado no se realice en
las debidas condiciones son:

LA IGNORANCIA — falta de direccion y vigilancia.
LA FALTA DE PLANIFICACION Y PREPARACION
EL EXCESO DE CONFIANZA

Tanto los empresarios como los empleados tienen la obligacién de observar y responsa-
bilizarse de todo lo que queda especificado bajo los epigrafes 2, 3, 7y 8 de la Ley Inglesa de
Higiene y Seguridad en el Trabajo de 1974.

EMPRESARIOS

7 1 Es obligaciéon de todo empresario conseguir, hasta donde sea razonablemente posi-
ble, unas condiciones satisfactorias de higiene, seguridad y facilidad en el trabajo para todos
sus empleados.

2. Sin perjuicio de lo que, en términos generales, se afirma en el apartado precedente
sobre las obligaciones del empresario, los pormenores referentes a las obligaciones del mismo
comprenden en particular: ‘

a El acondicionamiento y mantenimiento de la planta y de los sistemas de trabajo para
que sean, hasta donde sea razonablemente posible, seguros y sin riesgos para la salud.
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b Adoptar las debidas medidas para garantizar, hasta donde sea razonablemente posi-
ble, la seguridad y la ausencia de riesgos para la salud en lo que respecta al uso, almacena-
miento y transporte de articulos y sustancias.

¢ Conseguir suficiente informacién, instruccion, aprendizaje y supervision, hasta donde
sea razonablemente posible, para alcanzar un adecuado nivel de seguridad e higiene en el tra-
bajo de sus empleados.

d Hasta donde sea razonablemente posible, cualquier puesto de trabajo debe estar bajo
control del empresario, manteniendose el mismo en unas condiciones tales que sea seguro y
sin riesgos para la salud, dotdndole de medios de acceso y salida de €l que sean seguros y sin
tales riesgos.

3.1 Es obligacién de cada empresario realizar su cometido de tal forma que se garanti-
ce, hasta donde sea razonablemente posible, que las personas que no estén a su servicio, pero
que puedan quedar afectadas por los trabajos. no resulten expuestas a riesgos en su salud o
seguridad”’.

EMPLEADOS

“7. Es obligacion de cada empleado durante el trabajo:

a Velar por el cuidado de su propia salud y seguridad y la de otras personas que puedan
resultar afectadas por sus actos o por su negligencia al realizar su trabajo;y

b Respecto a cualquier obligacién o exigencia ordenada por su empresario, o por otra
determinada persona, por o en base a algunas de las reglamentaciones estatutarias de rango,
para que coopere con el hasta donde sea preciso al realizar o llevar a cabo aquella”’.

8. Ninguna persona, intencionadamente o negligentemente, interferird o abusard de
aquellas cosas previstas con la finalidad de servir para la higiene, seguridad o bienestar, te-
niendo la obligacién de cumplir todas las estipulaciones de rango estatutario.

Las responsabilidades de los proyectistas, fabricantes y suministradores estdn resefiadas
dentro de la Seccion 6 de la citada Ley.

Las notas que aparecen a continuacidon se han basado en la experiencia positiva en el
transcurso de muchos afios y se han elaborado para ser utilizadas por el ingeniero o por el
técnico encargado de vigilar el pretensado.

Se han establecido las siguientes condiciones:

a Las operaciones de tesado deberdn ser realizadas por personal experimentado bajo la
vigilancia de un competente supervisor. Cuando en trabajos de tesado se utilice personal en
periodo de adiestramiento esta operacién también se realizara bajo la vigilancia de un super-
visor competente.

b Eldisefio y la construccién de la estructura deben ser de gran calidad.

¢ Todo el equipo debe ser de primera calidad y estar adecuadamente conservado.
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ALCANCE

Estas notas comprenden las operaciones relacionadas con el postesado y se basan en los
procedimientos practicos britanicos. Mientras no se especifique lo contrario, se deberd tener
en cuenta que los nuevos métodos de pretensado podrin requerir especiales precauciones a
adoptar, ademas de las que se sefialan en el presente documento.

Estas notas se han propuesto, en un principio, para las operaciones de pretensado reali-
zadas a pie de obra, no comprendiendo especificamente los siguientes casos:

I En el tesado previo.

II Cuando se utilicen crucetas en bancadas de produccion de prefabricados. .
III Respecto a las medidas preventivas a adoptar después del pretensado, comprendida
la inyeccion.

PRECAUCIONES QUE ES PRECISO ADOPTAR ANTES DEL TESADO
Almacenamiento y manipulacién de los materiales

1. Todas las barras, alambres y cordones se almacenaran en las debidas condiciones y s€
tomaran toda clase de medidas para que no se dafien o deterioren en modo alguno. Todos
los tendones se almacenardn suficientemente separados del suelo para evitar su oxidacion o
corrosion, que puede originarse por acumulacién de agua en reposo O por nieve. Los tendo-
nes sin una capa protectora, que deban permanecer almacenados durante periodos de tiem-
po prolongado se resguardardn de tal forma que queden protegidos de los elementos.

2. Es obligatorio el uso de guantes de trabajo y otras protecciones apropiadas de segu-
ridad cuando se manipulan los tendones de pretensar.

3. Se tendr4 especial cuidado al manejar los rollos de alambre de acero de alta resisten-
cia asi como los cordones, puesto que pueden desenrollarse con fuerza si no estdn firmemen-
te amarrados.

GENERALIDADES

1. Es preciso garantizar que los observadores se encuentren fuera de la zona donde se
realizan las operaciones de tesado.

2. Se colocardn grandes carteles con el aviso, “ATENCION — SE ESTA REALIZANDO
EL TESADO — MANTENGANSE ALEJ ADOS”, para indicar al resto de los trabajadores y a
los transeuntes la posibilidad de riesgos.

3. Se acotara la zona alrededor de la pieza que se estd tesando de modo que ninguna
persona, no autorizada, pueda acercarse durante las operaciones de tesado.

4. Cuando la operaciéon de tesado deba realizarse en una zona determinada desde un
andamio, se dispondrén los medios necesarios para el acceso del personal y el correspondien-
te utillaje. El 4rea reservada para estos fines deberd ser lo suficientemente amplia para que
los operarios trabajen con seguridad y el ingeniero (o la persona designada) pueda realizar la
inspeccion, colocandose barandillas donde sea necesario.

5. Durante los trabajos de tesado se utilizardn cascos de seguridad.
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6. No estd permitido realizar soldaduras en las proximidades de los aceros de pretensar
de altas resistencias. Si cae algo de metal fundido en un tendén pueden alterarse sus propie-
dades mecdnicas y dar lugar a la posibilidad de una rotura prematura. El dafio causado por
un calentamiento inadvertido no es apreciable mediante una inspeccién visual.

7. No se utilizard soplete de acetileno para cortar a la medida o recortar los tendones
antes del tesado, puesto que la zona afectada por el calor abarcari varias pulgadas a partir
del corte, pudiendose “gripar” las mordazas del gato en la zona mecanicamente debilitada.
Si se utilizan cizallas o discos abrasivos, la zona donde se ha de realizar el corte deberd en-
contrarse a una distancia no inferior a un didmetro, a partir del anclaje permanente o del
punto de sujecion del gato.

8. No se utilizard el acero de pretensar para conectar a tierra el equipo eléctrico o cual-
quier otro elemento, comprendiendo esto al equipo de soldadura. Cuando se forma un arco
eléctrico desde o hacia un tenddn se altera su estructura molecular produciéndose pérdidas
de resistencia. Los conductores se colocardn debidamente separados de los tendones as{ co-
mo de los anclajes.

9. Antes de su utilizacion se comprobard todo el equipo. El equipo se mantendrd lim-
pio y en condiciones de perfecta utilizacién. Un equipo deficientemente conservado origina
anomalias y consecuentemente es peligroso. Se seguirdn escrupulosamente las instrucciones
del fabricante.

10. Cuando se monta un tendén es preciso revisar por separado cada alambre, cordén
o barra para apreciar los posibles dafios o defectos.

Es importante mantener el tendén exento de oxidacion profunda y escamas de herrum-
bre. Una ligera pelicula de 6xido no es perjudicial, pero una fuerte corrosién o una superfi-
cie con picaduras si lo es. En caso de duda, limpiese con cepillo de alambres y después pro-
cedase a su revision. Si es necesario se ensayara el material con objeto de cerciorarse de la
fiabilidad de los tendones y de si se ajustan a las especificaciones.

11. Se evitard a toda costa que las piezas de los anclajes permanentes lleguen a oxidarse.
Es admisible una pelicula superficial de 6xido, pero de ninguna manera una fuerte herrum-
bre que no pueda eliminarse mediante cepillado con carda.

12. Es imprescindible cerciorarse que las superficies de asiento de los anclajes esten lim-
pias de modo que las cufias o tuercas no presenten impedimentos para su perfecto asiento.

13. Las roscas de las barras, tuercas y acoplamientos estardn limpias y se retirardn las
envolturas de proteccion de las roscas inmediatamente antes de su utilizacion. No se emplea-
réd la parafina como fluido limpiador. ‘

14. La operaci6én de tesado tendra lugar tan pronto como sea posible, una vez coloca-
dos los anclajes en posicion.

PRECAUCIONES A ADOPTAR DURANTE EL TESADO
1. No confiarse porque se hayan tesado anteriormente cientos de tendones. Las fuerzas
que se estdn manejando son enormes y un descuido puede ocasionar pérdidas humanas.

2. El examen periodico de los circuitos hidraulicos es esencial y debe tenerse gran cui-
dado al volver a conectar las tuberias evitando que entre en ellas suciedad.

3. Utilizar exclusivamente juntas auto-estancas, de seguridad, en los conductos de
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presion hidrédulica, y tener cuidado de que no se produzcan flexiones en los empalmes ex-
tremos de dichos conductos.

4. Se utilizard tinicamente equipo hidrdulico provisto de una valvula de seguridad gra-
duada para una carga maxima de tesado previo. La presion méaxima de seguridad no serd su-
perior al 5 por ciento de la presion maxima de pretensado definida en la CP 110: Part 1:
1972. Secciéon 4.8.1.

5. Antes de proceder al tesado se especificard a los operarios la maxima lectura que ha
de alcanzar el calibrador de carga (preferiblemente de tipo dinamométrico) y la mdxima lec-
tura de alargamiento. Si se alcanza la cifra especificada en el calibrador de carga, debe inte-
rrumpirse la operacion de tesado. Unicamente podra aumentarse esta carga con la debida
autorizacion del ingeniero o de su representante.

6. El dinamometro, la célula de carga y los manometros de cada gato deben comprobar-
se a intervalos frecuentes con un calibrador patrén, operacion que realizard el ingeniero de
obra provisto de la correspondiente curva de tarado. En su defecto se utilizard un anillo de
tarado o un comprobador de carga para hacer las pruebas a los intervalos especificados.

7 Se efectuard una doble prueba de las mordazas para comprobar el amarre de los ten-
dones en los gatos de pretensar, antes de proceder al tesado. Las cufias deberén estar perfec-
tamente limpias. Se recuerda que los dientes de las cufias no duran indefinidamente. En los
sistemas con cabezas recalcadas se comprobard que cada alambre estd dotado de la corres-
pondiente cabecilla, antes de proceder al tesado.

8. Durante las operaciones de tesado nadie se situars detras de los gatos, ni en la misma
direccion de la parte extrema donde van los anclajes pasivos.

9. Se tesaran los tendones con una baja tension inicial y se apretardn de nuevo las cu-
fias. Al mismo tiempo se alineardn los gatos.

10. También es necesario comprobar los anclajes pasivos.

11. Cuando solo se tesa por un extremo, en el opuesto deberd situarse una persona
competente, para comprobar el perfecto asiento y encaje de los anclajes pasivos accesibles.
Esto es particularmente importante en las etapas iniciales de tesado.

12. Antes de proceder a aflojar los gatos se comprobard nuevamente la sujeccion del
tendon.

NOTA: Aunque este documento informativo se ocupa exclusivamente de los trabajos especificos de tesa-
do, es preciso hacer constar que las operaciones subsiguientes pueden ser peligrosas. Por ejemplo,
los ojos de los operarios que hacen los trabajos de inyeccion se protegeran contra las salpicaduras
de la lechada de cemento.

Traducido por
C. Sanchez Castro
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PUBLICACION DEL I.E.T.c.c.

INSTRUCCION DEL INSTITUTO EDUARDO TORROJA PARA TUBOS DE
HORMIGON ARMADO O PRETENSADO

Redactada por la Comision de Tubos de Hormigon.

Dentro de la Serie Naranja de Normas y Manuales que edita el Instituto acaba
de aparecer este nuevo voliimen que recoge la normativa actual mds avanzada en
el campo de los tubos de gran didmetro de hormigdn armado o pretensado, en lo
que respecta a su proyecto, cédlculo, fabricaciéon, puesta en obra y control.

Por iniciativa de los fabricantes de tubos y en colaboracién con el Instituto
Eduardo Torroja de la Construccidon y del Cemento y otros Organismos, oficiales
y privados, se constituy6 la Comision redactora de esta Instruccién, que tiene carac-
ter de recomendaciones, y que actualiza todos los aspectos anteriormente mencio-
nados. '

Esta Instruccién pretende dar un tratamiento unitario, coherente y actual a la

problemética de los tubos de hormigbén armado y/o pretensado. Esto ha sido posi-

ble graciasa la actuacion simultinea y coordinada de centros de investigacién usua-
rios de la Administracién Piblica y privados, fabricantes de tuberias y fabricantes
de acero, lo que, por otra parte, la ha dotado de un sentido realista, de posibilismo
y de adecuaciéon entre lo que se exige y 1o que la tecnologia acreditada nos ofrece
hoy.

El titulo primero, “Realizaciéon de la obra”, incluye tres capitulos: ‘“Materiales™,
en el que se destacan las peculiaridades de los utilizables; “Fabricaciéon’, abierto a
las técnicas mdas innovadoras, y “Transporte y montaje”, sintesis de vastfsimas
experiencias.

El titulo segundo, “Realizacion del Proyecto”, incluye tres capitulos: “Criterios
hidratlicos®, que son primordiales para conseguir la funcionalidad debida; “Cri-
terios de durabilidad”, que marcan las normas que deben seguirse cuando hay que
hacer frente a agentes agresivos externos o internos, y “Criterios mecanicos”, que
de una forma sistematica aborda, desde la determinacidén de acciones hasta el di-
mensionamiento tltimo.

El titulo tercero, “Realizacién del control”, incluye cuatro capitulos. Los dos
primeros, “Control de materiales” y “Control de ejecucién”, siguen la linea de las
mocernas Instrucciones que consideran béasico un adecuado control, no sélo de los
materiales componentes, sino de las fases de ejecucién. El tercero, “Pruebas”, cons-
tituye, sin duda, la parte mas novedosa, ya que abandona el tradicional concepto
de presion de prueba, como multiplo de la presion interna, para referirse a la pre-
sibn equivalente, que depende no sblo de la presion interna, sino también de las
otras cargas actuantes. Finalmente, el cuarto capitulo, “Control de puesta en ser-
vicio y mantenimiento de la tuberfa”, brinda unas pautas que se espera mejorardn
la eficacia de futuras conducciones.

Un volimen encuadernado en rastica, de 16 x 23 cm, compuesto de 233 pégi-
nas, numerosas tablas y diversas figuras y dbacos. Precios: Espafia 1.000 pts; ex-
tranjero, $ 20.
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Estudio comparativo de la inestabilidad -

de soportes rectangulares de hormigon
armado, segin la Instruccion EH - 73, el
Codigo ACI y los abacos de J. J. Arenas

Luis Villegas Cabredo. Ingeniero de Caminos
Departamento de Tecnologia de las Estructuras
E.T.S. de Ingenieros de Caminos

Universidad de Santander

RESUMEN

En el articulo se obtienen los axiles criticos que resiste un soporte de hormigbn arma-
do, de seccion rectangular y biarticulado en sus extremos, en funcion de la esbeltez del mis-
mo y segun las normativas espafiola y americana y los dbacos de dimensionamiento directo
de J.J. Arenas (Referencia 5.1).

Se analizan los distintos factores que intervienen en el fenoémeno de inestabilidad: di-
mensiones de la seccion, cuantia de armaduras, resistencias de los materiales, excentricidad
y esquema de actuacion de las cargas, longitud del soporte y relacion entre las cargas per-
manentes y totales que actian sobre el mismo.

1. INESTABILIDAD DE SOPORTES SEGUN LA INSTRUCCION EH-73

(Como “armarfamos” con la EH-73 en la mano un soporte de longitud L, de seccion
rectangular (b, h), biarticulado en sus extremos y sometido en ellos a unos axiles N que ac-
than con excentricidades eq y €17

La Instrucciéon nos dice, en principio, que, segn sea el valor de su esbeltez geométrica
A (A = L/h) mayor o menor de 10, hemos de tener o no en cuenta su ‘‘efecto” a la hora de di-
mensionar las armaduras.
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El “efecto de esbeltez” es el incremento de esfuerzos que tiene la pieza, en relacion
alos de primer orden que la solicitan, debido a las deformaciones que esos esfuerzos originan
y que hacen que en piezas suficientemente esbeltas tengamos secciones interiores del sopor-
te mas solicitadas que las de los extremos, en que actiian unos axiles N y unos momentos
flectores N-ey y N-e;.

En efecto, una pieza solicitada como hemos comentado anteriormente, tiene unos es-
fuerzos de primer orden que dependen del esquema de cargas que originen (véase figura
1, en la que no hemos representado los cortantes que existen en la pieza para que ésta se en-
cuentre en equilibrio).

Cuanto més esbelta sea la pieza o mayores esfuerzos de primer orden la soliciten, ma-
yores deformaciones D tendremos. Considerando el incremento de momentos flectores que
éstas suponen, es decir, en un anélisis de segundo orden, tendremos que los momentos que
solicitan a nuestra pieza son mayores que los iniciales.

En la figura 1, se aprecia que para el esquema I de cargas, por muy pequefias deforma-
ciones que tengamos, siempre hay secciones del soporte més solicitadas que las extremas.

Sin embargo, en los esquemas II y III de cargas, para pequefias deformaciones (D, ), los
momentos més desfavorables se encuentran en los extremos de la pieza, mientras que para
grandes deformaciones (D,) existen secciones interiores del soporte que estdn en peores
condiciones.

Para tener en cuenta lo anterior, la Instruccién espafiola ordena actuar del siguiente
modo:

a) Para A <10, el “efecto de esbeltez”” puede despreciarse y podemos armar el soporte ana-
lizando la seccion extrema mds solicitada; es decir, como las dos tienen igual N, la mas
desfavorable (como puede verse en un diagrama de interaccién) serd la solicitada por
mayor momento, o sea, aquella en que la N actla con mayor excentricidad.

Segtin lo anterior, nosotros iriamos a armar la seccién (suponiendo que la mas desfavora-
ble es la sometida a Ny N - e,) con unos esfuerzos reducidos:

_ Ng . Na-eg _ e
Y“Tab-h *Tt,b-n2 Y Th

Esto, en un diagrama de interaccién (véase figura 2), nos permite trazar una recta u =
=v - (eo/h) de pendiente (eq/h) sobre la cual avanzaremos a medida que aumente el axil
v; lo cual nos lleva a necesitar mayor cuantia w de acero, cuando crezca aquél.

b) Para A > 10, la esbeltez es lo suficientemente importante como para considerar su efecto.
Por ello, la EH-73 exige que armemos el soporte segin lo que necesite una sec-
cion genérica solicitada por un axil N y un momento N (eg + e,); 0 sea, con solicitacio-
nes mayores que las que soportan las secciones extremas. Es decir, iremos a los diagra-
mas de interaccidn con unos esfuerzos reducidos:

_ ey T e,
Vi k=Y T
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