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Resumen: Este articulo presenta un procedimiento para convertir cualquier
forma de arco en funicular mediante postensado externo. El postensado externo
introduce fuerzas sobre el arco. Estas fuerzas se suman a las cargas gravitatorias
para que la forma del poligono funicular resultante sea, precisamente, la forma
del arco. Ademas, se consigue una compresion uniforme en todos los tramos del
arco y reacciones horizontales nulas en los extremos. Se ha utilizado la estatica
grafica para definir las fuerzas y el trazado de los cables de postensado. También
se definen los limites geométricos y las reglas de relacionan entre los distintos
parametros de disefo. Finalmente, se muestran ejemplos de aplicacion de este

procedimiento de disefio en arcos con formas circulares y no circulares.

Palabras clave: Arcos; linea de empujes; poligonos funiculares; postensado

externo; estatica grafica.

Abstract: This paper presents a procedure to transform any arch shape into a
funicular arch using external post-tensioning. The external post-tensioning
introduces forces on the arch. These forces are added to the gravitational loads so
that the shape of the resulting funicular polygon is, precisely, the shape of the
arch. In addition, uniform compression is achieved in all sections of the arch and
zero horizontal reactions at the ends. Graphical statics has been used to define the
forces and the arrangement of the post-tensioning cables Geometric limits and
relationship rules between the design parameters are also defined. Finally,
examples of application of this design procedure in arches with circular and non-

circular shape are shown.
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1 Introduccion

1.1 Diserio de arcos

El disefio de los primeros arcos se basaba en la experiencia de la construccion. Asi, se
repetian los disefios exitosos y se descartaban los que fracasaban. Poco a poco se fueron
formulando reglas geométricas sencillas que relacionaban la luz y la flecha con el
espesor del arco y el tamaiio de los estribos (1, 2). La forma geométrica mas utilizada en
estos primeros arcos era la circular simple, como el arco de medio punto, el arco
rebajado y arco de herradura; o la combinacion de dos o mas arcos de circunferencia,
como el arco ojival y el arco carpanel.

El desarrollo posterior de una teoria mecénica de los arcos (3) y de la estatica
grafica (4) permiti6 comprender que el éxito del disefio depende principalmente de dos
condiciones: la primera es que el espesor del arco pueda inscribir al menos una linea de
empujes con la forma de un poligono funicular resultante de las fuerzas que actiian en
¢l; la segunda es que los estribos situados en los extremos resistan el empuje sin que se
produzcan deformaciones relevantes que modifiquen la forma original del arco. Esto ha
permitido disefiar arcos y bovedas funiculares de menor espesor que los primeros.
Algunos de estos disefios se han convertido en iconos de la arquitectura clasica y
moderna, por ejemplo, la cipula de la catedral de Sant Paul en Londres (5), los puentes
metélicos de Garabit en Francia (6) y de Maria Pia en Portugal (7), muchas de las
construcciones modernistas de Antoni Gaudi (8) y de César Martinell (9), los hangares

para dirigibles en el acropuerto de Orly (10), el puente de Salginatobel (11), el arco



Gateway en Sant Louis (12), los silos horizontales de Eladio Dieste (13) o el arco

parabolico en Morano sul Po (14).

1.2 Arcos atirantados y arcos postensados

En algunos edificios goticos y renacentistas con arcos y bovedas, especialmente en
Italia, se colocaban tirantes de madera o de hierro para absorber la reaccion horizontal
en los apoyos (15-16). Esto permitia reducir la dimension de los estribos y asi aligerar la
construccion.

En el S. XIX se construyeron muchas estructuras abovedadas de vidrio que
cubrian galerias comerciales, museos y estaciones. Estas estructuras estaban formadas
normalmente por arcos metalicos. Con el fin de aligerar estos arcos, el ingeniero ruso V.
Shukhov ideo un sistema de tensores entrecruzados que no solo servian para absorber el
empuje horizontal en los apoyos, sino también para arriostrar el arco en su propio plano
(figura 1a). Esto permitia reducir su dimension y aligerar la construccion. Los tensores
estaban postensados para evitar que se comprimiesen en ninguna situacion de carga.
Este sistema se utilizd, al menos, en las Galerias GUM, en el Museo Pushkin en Moscu,
y en sala de maquinas de la Exposicion de Todas las Rusias celebrada en Nizhni-
Novgorod en 1896 (17-18).

Desde los afios ochenta del siglo pasado hasta la actualidad, la ingenieria
alemana Shlaich Bergermann und Partner (SBP) ha utilizado en varios de sus disefios de
vidrio abovedadas un sistema de tirantes postensados concurrentes para el atirantado y
arriostramiento de arcos metalicos (figura 1b), por ejemplo, en el Museo de Historia
Natural de Hamburgo (19), en los patios del Bosh Area en Stutgart (20) o en el DG

Bank en Berlin (21).



Figura 1. Sistemas de arriostramiento de arcos metalicos mediante tirantes postensados:
a) entrecruzados, segun el disefio de A. Shukhov; o b) concurrentes, segtn el disefio de

la ingenieria SBP.

El postensado de un arco produce un incremento de la compresion. Este incremento de
la compresion reduce la excentricidad de la linea de empujes hasta hacerla irrelevante.
Esta excentricidad es debida a una falta de concordancia entre la forma funicular de la
linea de empujes y la forma del arco. La falta de concordancia puede darse incluso en
arcos con formas funiculares, ya que las acciones variables modifican la forma de la
linea de empujes.

El postensado externo ha sido utilizado en arcos de mamposteria. En unos casos
se disponen unos cables radiales que unen el arco de mamposteria con un tirante
paralelo al mismo arco por la cara interior (22-23). Al tensar el tirante, los cables
radiales transmiten unas fuerzas centripetas al arco de mamposteria, incrementando su
compresion (figura 2a). La fachada del Pabellon del Futuro de la Exposicion Universal
de Sevilla en 1992 (24) es, sin duda, uno de los mejores ejemplos de arcos de
mamposteria con postensado externo. En otros casos se disponen cables adosados a la

cara exterior, siguiendo la forma del arco (25). Al tensar estos cables también se



generan unas fuerzas radiales centripetas que incrementan la compresion del arco
(figura 2b).

En un postensado interno los cables estan situados dentro de la seccion,
siguiendo la forma del arco. Este tipo de postensado ha sido utilizado en arcos de
hormigén, como los del hangar construido para el ejército americano en Rapid City
(26), 0 en arcos de mamposteria, como los de la iglesia del Padre Pio en San Giovanni
Rotondo (24). En estos dos casos la forma de los arcos es funicular, pero las cargas
variables modifican la forma de la linea de empujes, lo cual produce momentos
flectores. El postensado introduce un esfuerzo de compresion adicional que reduce la
excentricidad entre la forma del arco y la linea de empujes modificada por las acciones

variables. Esto permite optimizar el espesor del arco.
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Figura 2. Postensado externo de arcos de mamposteria: a) mediante cables radiales y

b)

tirante paralelo por la cara interna; b) mediante cables adosados a la cara exterior del

arco.



1.3 Funicularidad de arcos mediante postensado externo

Desde finales del pasado siglo y sobre todo principios de éste, la estatica grafica ha sido
recuperada para de disefio de estructuras funiculares debido a su gran potencial en el
desarrollo de herramientas graficas de disefio asistido por ordenador (26-29). Asi, la
estatica grafica se utiliza actualmente no solo como herramienta de form-finding, sino
también para la minimizacion de los esfuerzos en estructuras que combinan elementos

solo comprimidos y solo traccionados tales como celosias o arcos atirantados (30).

Una estrategia reciente para el disefio de arcos, desarrollada primero por Lachauer y
Van Mele (31, 32) y mas tarde por L. Todisco (33-38), consiste en utilizar la estatica
grafica para convertir cualquier forma en funicular mediante un postensado externo.
Este postensado introduce una serie de fuerzas en la estructura. El poligono funicular
resultante de la suma de estas fuerzas y las fuerzas gravitatorias es, precisamente, el que
se inscribe la forma de la estructura. Es decir, el postensado externo puede modificar la
forma de la linea de empujes de una determinada hipdtesis de carga para que coincida
exactamente con la forma de un arco cualquiera (39).

En el planteamiento de L. Todisco, el arco se discretiza en un poligono de lados
iguales. El postensado introduce fuerzas radiales, por encima o por debajo del arco, que
tipicamente se alinean con las bisectrices de los &ngulos en cada vértice del poligono.
Por efecto de estas fuerzas la linea de empujes resultante tiene la misma forma que el
poligono. Sin embargo, con este postensado, la compresion en el arco no es uniforme y
las reacciones horizontales en los apoyos no siempre resultan nulas. Unicamente cuando
el postesado se situa por el intradds del arco es posible equilibrar por completo los
empujes horizontales en los extremos.

La propuesta presentada en este articulo aborda ambos objetivos, el de la

compresion uniforme en el arco y el del equilibrio de las reacciones horizontales,



simultaneamente mediante lo que denomina postesado ideal. Este postesado ideal
permite reducir el esfuerzo de compresion en el arco respecto de las que se producen

cuando las fuerzas introducidas por ¢l mismo tienen una direccién radial.

1.4 Postensado ideal de un arco

El postensado ideal de un arco es aquel que alcanza tres objetivos principales: El
primero es anular las reacciones horizontales en los apoyos. Esto permite eliminar los
estribos y aligerar los soportes. El segundo es modificar la forma de la linea de empujes
para que, en situacion de cargas permanentes, coincida exactamente con la forma del
arco. Y el tercero es que, ademas, el esfuerzo de compresion sea uniforme en todos los
tramos. Esto permite optimizar el espesor del arco.

En el caso de los arcos de mamposteria, el postensado ideal tiene que garantizar
que la linea de empujes se mantenga dentro del arco incluso cuando actian sobre ¢l
cargas variables. Esto también permite la optimizacion del espesor del arco. Ademas
permite reducir eventualmente las cargas muertas sobre el arco, que ya no condicionan
su estabilidad. En el caso de arcos esbeltos, normalmente metalicos o de madera, el
postensado externo ideal, ademads, mejora las condiciones de arriostramiento en su
propio plano. Esto también permite optimizar el dimensionado de su seccion.

Este trabajo presenta un procedimiento para definir el postensado externo ideal
de un arco, para que pueda ser utilizado en el refuerzo de arcos de mamposteria o en el
disefio de arcos esbeltos de mediana y gran luz. Este procedimiento se basa en métodos
de estatica grafica facilmente programables en herramientas que puedan ser

implementadas en programas de disefo asistido por ordenador.



2 DESARROLLO

2.1 Parametros de diserio

A continuacion se enumeran los parametros utilizados en el proceso de disefio del
postensado externo ideal de un arco circular segiin se muestran en la figura 3:

- L:iluz

f: flecha

h: distancia entre la clave y el tirante

t: espesor del arco en su propio plano

- Gi: Carga puntual gravitatoria permanente en un vértice i del poligono inscrito
en el arco

- P;: Fuerza puntual de postensado en un vértice i del poligono inscrito en el arco

- N: Esfuerzo axil de compresion en un tramo del arco

- Ry: Fuerza de reaccion horizontal en el apoyo del arco

Figura 3. Arco circular con los parametros de disefio del postensado externo ideal.



2.2 Proceso de diserio para arcos circulares

El proceso de disefio del postensado externo ideal de un arco circular empieza
discretizando el arco en un poligono inscrito de n lados iguales (en rojo en la figura 3a).
Luego se definen unas fuerzas gravitatorias permanentes G; que actiian sobre los
vértices del poligono. Después, mediante estatica grafica, se obtienen las fuerzas de
postensado P; que actlian sobre los mismos vértices, de tal manera que la inclinacion de
los lados del poligono funicular (comprimido) resultante sea idéntica a la inclinacion de
los lados del poligono inscrito en el arco circular y, ademas, de tal manera que el
esfuerzo de compresion N sea idéntico en todos los lados del poligono (figura 4b). A
continuacion, también mediante estatica grafica, se define otro poligono funicular
(traccionado) resultante solo de las fuerzas P;, de tal manera que la reaccion horizontal
Ry en sus extremos sea igual a la reaccion horizontal del poligono funicular comprimido
(figura 4c). Asi, el arco, ademads de ser funicular y tener compresion uniforme, no
transmite empujes en sus extremos. La forma de este segundo poligono es la que
describe el tirante situado por debajo del arco (en azul en la figura 4a).

Teniendo en cuenta unos mismos parametros de disefio L, f, 4 y G;, mediante
estatica grafica podemos encontrar un segundo disefio de postensado centripeto (figura
5) en el cual las fuerzas de postensado estan alineadas con las bisectrices de los angulos
del poligono y son concurrentes en el centro del arco de circunferencia.

Aparte de las diferencias formales evidentes en la configuracion resultante de los
cables de postensado (figuras 4a y 5a), resulta una diferencia en el esfuerzo axil de
compresion en el arco: en el primer disefio N es uniforme (figura 4b) mientras que en el
segundo disefio (figura 5b) la compresion varia entre Nmin en la clave del arco y Nmax en
el arranque, siendo Nmin igual al valor de N en el primer disefio para los mismos valores

de L, f, h y Gi. En definitiva, en el primer disefio de postensado externo ideal (figura 4)



no solo se consigue que el esfuerzo de compresion en el arco sea uniforme en todo el
arco, sino también que sea menor que el que obtendriamos con un postensado

centripeto.

|

Figura 4. Disefio mediante estatica grafica del postensado externo de un arco circular de
compresion uniforme: a) Poligono comprimido (en rojo), cables de postensado (en azul
oscuro), cargas gravitatorias (en verde) y fuerzas de postensado (en azul claro). b)
Fuerzas en el poligono funicular comprimido. c¢) Fuerzas en el poligono funicular

traccionado.

a)

Figura 5. Disefio mediante estatica grafica del postensado centripeto de un arco circular:
a) Poligono comprimido (en rojo), cables de postensado (en azul oscuro), cargas
gravitatorias (en verde) y fuerzas de postensado (en azul claro). b) Fuerzas en el

poligono funicular comprimido. c¢) Fuerzas en el poligono funicular traccionado.

2.3 Parametrizacion del disefio para arcos circulares

Mediante la programacion de este proceso en una aplicacion para el disefo asistido por



ordenador, a través de la estatica grafica, podemos definir de forma rapida y precisa
muchos disefios distintos de arcos circulares con postensado externo ideal, variando uno
o varios de sus pardmetros. Asi, encontramos los limites geométricos del disefio y las
reglas basicas de relacion entre los distintos parametros. Ambas cosas permiten
parametrizar una parte del proceso y dar rapidamente con el disefio més adecuado a un
caso concreto.

Un limite geométrico del disefio del postensado externo ideal de un arco se
produce cuando todos los cables confluyen en un punto situado por debajo de la clave
del arco (figura 6a). Entonces la distancia entre la clave y el tirante es maxima (/max).
Ademas, si comparamos las figuras 6a y 6b con las figuras 4a y 4b, podemos observar
que, para un mismo arco con un mismo estado de cargas G;, el esfuerzo de compresion

N, las fuerzas de postensado y la reaccion horizontal Ry son las menores de todas las

posibles cuando / es maxima.

hma\c
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e

Figura 6. Diselo mediante estatica grafica del postensado externo de un arco circular de
compresion uniforme con distancia maxima entre la clave y el tirante: a) Poligono
comprimido (en rojo), cables de postensado (en azul oscuro), cargas gravitatorias (en
verde) y fuerzas de postensado (en azul claro). b) Fuerzas en el poligono funicular

comprimido. c¢) Fuerzas en el poligono funicular traccionado.

La figura 7 muestra la curva que relaciona la razon L/f'y la razén L/hmax para arcos con

flechas comprendidas entre L/2 y L/10, y cargas G; distribuidas uniformemente. Segun



esta curva, fmax disminuye a medida que el arco es mas plano.
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Figura 7. Curva de relacion entre L/f'y L/hmax €n arcos circulares con postensado externo

ideal y carga G; distribuida uniformemente.

Al incrementar las fuerzas de postensado, también aumenta la compresion en el arco y
el sistema arco-tirante encuentra el equilibrio con una distancia # menor. Asi, para un
mismo estado de cargas G;, cuanto mayor sean las fuerzas de postensado, y, por ende,
mayor sea el esfuerzo de compresion en el arco, menor es la distancia entre la clave y el
tirante. Llevado al limite, unas fuerzas de postensado infinitamente grandes darian lugar
a una distancia nula entre la clave y el tirante. La figura 8 muestra el disefio del
postensado externo ideal de cuarenta y ocho arcos en los cuales fvaria entre L/2 y L/10,
y h varia entre Amax y L/20.

Entonces, es posible establecer una relacion entre la forma del postensado,
definida por la razén L/h, y su nivel de solicitacion, definido por la razon entre N/2G;,
en funcién de la proporcion del arco, definida por la razon L/f, y del nimero de lados 7.

En la figura 8 se muestran las rectas que definen de esta relacion para ocho



proporciones de arco distintas, comprendidas entre L/f=2 y L/f=10, variando desde /imax

hasta /=L/20. Para cada valor de L/f se muestran tres rectas distintas: en linea continua

considerando n=8, en linea discontinua =10 y en linea de puntos n=12. En esta figura

9 podemos observar que cuanto mayor es la razén L/f menor es la diferencia entre las

tres rectas. A partir de este grafico, es posible encontrar el estado de solicitacion del

arco necesario para un determinado valor de / y viceversa.
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Figura 8. Disefio del postensado externo ideal de cuarenta y ocho arcos con n=10,

variando fentre L/2 y L/10, y h entre hmax y L/20.
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Figura 9. Graficas de relacion entre L/h y N/2G; en arcos con postensado externo ideal,
variando fentre L/2 y L/10, y h entre hmax y L/20, con n=8 (en linea continua), n=10 (en

linea discontinua) y n=12 (en linea de puntos).

En los arcos de mamposteria, para que todo el ancho ¢ de sus secciones normales tenga
tensiones de compresion se precisa que el poligono funicular inscrito pase por el tercio
central de su espesor. Para que esto suceda, la diferencia entre el radio del arco y la
apotema del poligono funicular inscrito ha de ser menor que la tercera parte del espesor
del arco. Asi, podemos definir el espesor minimo (#min) del arco como el triple de la

diferencia entre el radio y la apotema (figura 10).



Figura 10. Espesor minimo (#min) de un arco de mamposteria con postensado externo,

considerando n=8.

La figura 11 muestra la relacion entre L/f'y L/tmin para poligonos con n=8, n=10y
n=12. En esta figura podemos observar que fmin €s proporcional a f; es decir, para una

misma luz, cuanto menor sea la flecha del arco, menor espesor minimo se necesita.
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Figura 11. Rectas de relacion entre L/f'y L/tmin de arcos circulares de mamposteria con

postensado externo ideal, considerando n=8, n=10y n=12.

Esta consideracion de espesor minimo de un arco de mamposteria solo responde al
criterio del tercio central en situacion de carga gravitatoria permanente y fuerzas de

pretensado. Seria necesario valorar otras cuestiones, como la variacion de la forma de la



linea de empujes debida a las cargas variables o accidentales, para poder determinar con
mayor precision el espesor minimo que requeriria un arco de mamposteria con

postensado externo.

2.4 Aplicacion en arcos no circulares

El procedimiento descrito en este articulo para el disefio del postensado externo ideal de
un arco también es de aplicacion en arcos con formas diferentes a la circular simple. Las
figuras 12a y 12b, por ejemplo, muestran los disefios obtenidos en un arco ojival y en un
arco eliptico respectivamente, considerando en ambos casos n=12.

En el arco ojival de la figura 11a se produce un cambio de curvatura brusco en la
clave. Por este motivo, la fuerza de postensado es claramente més grande en ese punto
que en el resto del arco. Esto se refleja en el proceso de estatica grafica para definir
estas fuerzas, en el cual los dngulos entre las rectas que representan las fuerzas de
compresion N en los lados del poligono son constantes, excepto entre los dos tramos
que concurren en la clave, donde el angulo es mucho mayor.

En el arco eliptico de la figura 12b la curvatura incrementa progresivamente
desde la clave hasta los arranques. Por este motivo, en el proceso de estatica grafica
para definir las fuerzas de postensado, los dngulos entre las rectas que representan la
compresion en los lados del poligono no son constantes y las fuerzas de postensado
también incrementan desde la clave hasta los arranques.

Entonces, mediante el mismo procedimiento, es posible definir el postensado
externo ideal de cualquier otro tipo de arco no circular, incluso con asimetrias de forma
y/o de distribucion de la carga permanente. En cualquiera de ellos, asi como en los dos
ejemplos de arcos no circulares mostrados en la figura 12, para una paremetrizacion de
su proceso de disefio seria necesario definir unos limites geométricos y unas reglas de

relacion distintas a las que se definen en el subapartado 2.3 de este articulo, conforme a



sus parametros de disefio especificos. El nlimero de parametros y de reglas de relacion
entre ellos sera mayor cuanto mas compleja sea la forma del arco.

Para la determinacion del espesor minimo en arcos ojivales podria aplicarse la
misma grafica representada en la figura 11, pero teniendo en cuenta una relacion L */f*
corregida, donde L*=2fy f*=L/2. En el caso de los arcos elipticos, la determinacion de
requeriria un estudio especifico en cada caso, dado que la curvatura de la elipse no es

constante a lo largo de todo el arco.
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Figura 12. Disefio mediante estatica grafica del postensado externo ideal de un arco de

compresion uniforme con forma: a) ojival; y b) eliptica.

3 CONCLUSIONES

El postensado de arcos es un recurso de disefio que permite mejorar su comportamiento
mecanico y asi mejorar sus condiciones de estabilidad frente a estados de carga

determinados. El pos-tensado externo tiene especial interés porque permite no solo su



incorporacidn en arcos de nueva construccion, sino especialmente, en arcos existentes
que precisen ser reforzados.

En este trabajo se define el postensado externo ideal de un arco como aquel que
alcanza los siguientes objetivos: anular las reacciones horizontales en los apoyos,
modificar la forma de la linea de empujes para que, en situacion de cargas permanentes,
coincida exactamente con la forma del arco, y conseguir que el esfuerzo de compresion
sea uniforme en todos los tramos del arco. En arcos de nueva construccion este
postensado permite eliminar los estribos, aligerar los soportes y optimizar el espesor del
propio arco. En arcos existentes de mamposteria, permite corregir la forma de la linea
de empujes, adaptandola a la forma del arco y, ademads, introduciendo una fuerza de
compresion adicional. Esto mejora su comportamiento mecanico y sus condiciones para
resistir acciones externas como el sismo o el viento.

El procedimiento de disefio del postensado externo ideal se basa en el método de
estatica grafica. Este método es de facil manejo y ademads puede ser programado en una
aplicacion de disefio asistido por ordenador.

En el trabajo se muestra la parametrizacion de una parte del disefio mediante la
definicion de una serie de limites geométricos y reglas de relacion entre los diferentes
pardmetros del disefo del postensado externo ideal de arcos circulares. Estas reglas y
limites se resumen en unas graficas que pueden servir de ayuda en el proceso de disefio.
Por ultimo, el trabajo muestra cémo es posible aplicar el mismo proceso de disefio del

postensado externo ideal de arcos no circulares, tales como ojivales o elipticos.
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