
Disponible en www.hormigonyacero.com
Hormigón y Acero 2024

https://doi.org/10.33586/hya.2023.3128

Diseño paramétrico de ruedas trianguladas de radios traccionados 
con perfil biconvexo para estructuras de cubierta sobre graderíos de 

estadios con planta elíptica 
Parametric Design of Triangulated Tensile Spoke-Wheels With Bi-Convex Profile 

for Roof Structures on Elliptical Stadium Stands 

Rodrigo Martín-Sáiza,*, Blas Herreraa

a Dr. Arquitecto, Profesor Asociado, Escuela Técnica Superior de Arquitectura, Universitat Rovira i Virgili, Reus
b Dr. en Matemáticas, Profesor Titular, Departamento de Ingeniería Informática y Matemáticas, Universitat Rovira i Virgili, Tarragona  

Recibido el 10 de julio de 2023; revisado el 25 de septiembre de 2023, aceptado el 29 de septiembre de 2023

r e s u m e n

En este artículo, desarrollamos analíticamente el paso a paso de un procedimiento de diseño paramétrico de ruedas trianguladas de radios tracciona-
dos de perfil biconvexo para estructuras de cubierta sobre graderíos de estadios con planta elíptica. A través de este procedimiento, es posible definir 
la forma geométrica y la distribución de fuerzas de pretensado necesarias para conseguir unas condiciones óptimas de dimensionado de la sección 
transversal del anillo exterior, atendiendo a su no-circularidad. Estas condiciones óptimas se consiguen cuando, en situación de carga permanente, la 
rueda se deforma homotéticamente en planta. En cada paso del procedimiento formulamos los sistemas de ecuaciones que describen la relación entre 
la forma geométrica y el comportamiento mecánico, y definimos los métodos numéricos para resolverlos. A partir de la forma en planta de diversos 
anfiteatros romanos, desarrollamos ejemplos de aplicación y mostramos los límites geométricos razonables del procedimiento de diseño. Por último, 
en un modelo de análisis comprobamos cómo, efectivamente, una estructura diseñada según este procedimiento se deforma homotéticamente en 
situación de cargas permanentes.
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a b s t r ac t

In this article, we make an analytical development of the step-by-step of a parametric design procedure for triangulated tensile spoke-wheels with bi-con-
vex profile for roof structures on elliptical stadium stands. Through this procedure it is possible to define the geometric shape and the distribution of 
the pre-stressing forces necessary to achieve optimal conditions for the cross-section sizing of the outer ring, while considering its non-circularity. These 
optimal conditions are achieved when, under permanent loads, an in-plane homothetic deformation occurs. In each step of the procedure we formulate 
system of equations that describe the relationship between the geometric shape and the mechanical behavior, and we define the numerical methods to 
solve them. From the ground plan shape of several Roman amphitheaters, we develop application examples and we show the reasonable geometric limits 
of the design procedure. Finally, in an analysis model, we verify how, effectively, a structure designed according to this procedure deforms homothetically 
under permanent loads.
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1.
introducción 

En las últimas décadas, la rueda de radios traccionados (RRT) 
se ha convertido en la tipología estructural más recurrente 
para cubrir graderíos de grandes estadios [1-3]. Esta tipología 

es mucho más eficiente que cualquier otra a partir de los 35 m 
de voladizo [4, 5].

Las RRT, además de ser muy ligeras, no transmiten empujes 
ni momentos flectores. Esto simplifica el diseño de los soportes 
y de sus cimentaciones, y permite optimizar su dimensionado. 
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Las RRT son especialmente interesantes para cubrir construc-
ciones históricas [6, 7] porque no generan alteraciones signifi-
cativas en el estado tensional de sus muros.

Las RRT están formadas por anillos de compresión en el 
perímetro exterior, radios y anillos de tracción en el períme-
tro interior. El anillo exterior es el elemento que concentra 
la mayor cantidad de material. Esto es debido a sus grandes 
dimensiones y a que soporta esfuerzos de compresión muy 
elevados, producidos por las fuerzas de reacción de los radios 
en el plano de la rueda. Si no hay una concordancia entre su 
forma y las fuerzas de reacción de los radios, el anillo exterior 
además tiene que resistir momentos flectores muy elevados 
que hacen incrementar enormemente el dimensionado de su 
sección transversal. Éste es el principal problema de diseño de 
las RRT. Para definir esta concordancia se considera la estruc-
tura en situación de cargas permanentes (peso propio+preten-
sado). Estas cargas son las que determinan en mayor medida el 
dimensionado de la sección transversal del anillo exterior [8].

En una RRT poligonal inscrita en una circunferencia la 
concordancia es clara. Además, el esfuerzo de compresión es 
uniforme en todo el anillo poligonal exterior. Los radios son 
equidistantes y coinciden con los soportes, situados en los vér-
tices. En definitiva, en una RRT inscrita en una circunferencia 
todos los tramos del anillo poligonal exterior tienen las mismas 
condiciones de dimensionado.

En adelante y en todo el artículo ya no nos referiremos a los 
anillos poligonales, sino a los polígonos, interiores y exteriores.

2.
planteamiento

2.1. RRT elípticas que se deforman homotéticamente

Pretendemos diseñar una RRT en la cual, en estado de carga 
permanente, el polígono exterior, de lados iguales e inscrito 
en una elipse, se comporte como un polígono funicular de las 
fuerzas de reacción de los radios. Además, pretendemos que 
el esfuerzo de compresión sea uniforme en todo el polígono 

exterior, igual que sucede en una RRT inscrita en una circunfe-
rencia. Si el polígono interior también es un polígono funicular 
de las fuerzas de reacción de los radios, toda la estructura podrá 
deformarse en planta homotéticamente.

2.2 Radios triangulados con perfil biconvexo

La disposición triangulada de los radios en el plano de la RRT 
(figura 1b) complementa al efecto diafragma de la membra-
na y evita la aparición de momentos flectores relevantes en el 
polígono exterior cuando actúan cargas variables asimétricas. 
Esta disposición es una alternativa intermedia entre la radial 
concurrente (figura 1a), la más habitual, y a la disposición cru-
zada [9,10] (figura 1c).

La discusión sobre las ventajas de la simplicidad de una 
estructura puramente radial y la mayor rigidez, y estabilidad 
de las estructuras trianguladas y/o entrecruzadas es antigua. 
Sirva de ejemplo la comparación entre los diseños de la cúpula 
tensada de R. Buckminster Fuller [11], totalmente triangula-
da, y la de D. Geiger, totalmente radial y arriostrada por la 
membrana [12]. Siendo estos dos ejemplos de una tipología 
ligeramente distinta a las RRT, su problemática en cuanto a la 
rigidez y estabilidad es la misma.

El perfil de los radios determina el número de polígonos 
exteriores, la forma de la membrana de cobertura, y los esfuer-
zos en los espaciadores entre las cuerdas inferior y superior de 
cada radio [13]. Si el perfil es bicóncavo (figuras 2a y 2b), los 
espaciadores están formados por tensores; si el perfil es bicon-
vexo (figura 2c), los espaciadores están formados por mástiles 
flotantes comprimidos.

La sección necesaria para resistir un esfuerzo de compresión 
en un solo polígono exterior (figuras 2b y 2c) es menor a la que 
se necesitaría si se dividiese el mismo esfuerzo en dos polígonos 
exteriores (figura 2a). Esto es debido a que el pandeo afecta a 
la proporcionalidad entre los esfuerzos y el dimensionado de la 
sección transversal. Además, si el polígono exterior es único, en 
el perfil biconvexo (figura 2c) la forma de la cuerda de los radios 
inferiores coincide con la lógica de un polígono funicular en el 
cual el camino de las cargas gravitatorias va desde el interior 
de la RRT hacia el exterior, donde se sitúan los soportes. Esto 

Figura 1. Disposiciones de radios en una RRT: a) radial concurrente, b) triangulada, c) cruzada.

Figura 2. Perfiles de radios: a) bicóncavo con dos polígonos exteriores y uno interior, b) bicóncavo con un polígono exterior y dos polígonos interio-
res, c) biconvexo con un polígono exterior y dos polígonos interiores.
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permite que la tracción generada en el extremo exterior de la 
cuerda inferior, el tramo más solicitado de cada radio, sea menor 
que la que se generaría en un perfil bicóncavo con un polígono 
exterior único. Por otro lado, los radios traccionados con perfil 
biconvexo tienen menor estabilidad lateral que otros perfiles; 
esta circunstancia se explica en el apartado 3.3.4.

 
2.3 Diseño paramétrico con objetivo de optimización

El diseño paramétrico de estructuras con objetivo de opti-
mización es una herramienta proyectual cada vez más utili-
zada [14- 20]. Hemos definido un procedimiento de diseño 
paramétrico de ruedas trianguladas de radios traccionados 
(RTRT) con planta elíptica y perfil biconvexo. Este procedi-
miento tiene como objetivo la optimización estructural del po-
lígono exterior. Para formularlo hemos empezado definiendo 
el comportamiento ideal del polígono exterior en situación de 
cargas permanentes. A partir de ese comportamiento, hemos 
definido la manera en la cual, a partir de unos pocos paráme-
tros de entrada, obtenemos la totalidad de los parámetros que 
definen el diseño de la RTRT. Finalmente, mediante un modelo 
de análisis estructural, hemos comprobado que, efectivamen-
te, en situación de cargas permanentes el polígono exterior se 
comporta idealmente (figura 3).

 

Figura 3. Proceso de formulación del procedimiento de diseño 
paramétrico con el objetivo de optimización estructural.

2.4 Una RTRT sobre un anfiteatro romano

La forma del graderío de los anfiteatros romanos es elíptica o 
pseudoelíptica. Muchos estuvieron cubiertos por un velarium 
con un esquema parecido al de una RRT. En una muestra re-
presentativa de nueve de los anfiteatros romanos más grandes y 
mejor conservados (tabla 1), podemos observar que la relación 
entre sus semiejes (b/a) oscila entre 0.688 y 0.917. Esta relación 
es parecida a la de algunos estadios modernos. Vamos a aprove-
char las proporciones en planta de los anfiteatros romanos para 
desarrollar, a modo de ejemplo, una RTRT con perfil biconvexo 
que sirviera de estructura de cubierta sobre su graderío.

3
desarrollo

3.1. Diseño en planta

El polígono exterior debe estar inscrito en una elipse y debe 
tener todos sus lados iguales. Pretendemos que los polígonos 
exterior e interior sean polígonos funiculares de las fuerzas de 
reacción de los radios en el plano de la RTRT. Además, preten-
demos que el esfuerzo de compresión sea uniforme en todo 
el polígono exterior. La funicularidad de las elipses ya ha sido 
estudiada antes por otros autores [23, 24].

3.1.1 Índice de la notación
Como existe doble simetría respecto de los ejes de coordena-
das, en adelante nos referiremos a los elementos y las fuerzas 
del primer cuadrante de la RTRT (figuras 4a y 4b).
• n es el número de lados en un cuadrante del polígono exte-

rior.
• Ci son los vértices del polígono exterior, con i =1÷n+1, en 

sentido anti-horario empezando desde el vértice situado en 
el eje X (a lo largo del texto de este documento, la notación  
i =1÷n+1 significa que i va de 1 a n+1, incrementando de 1 
en 1).

• (ai, bi) son las coordenadas de los vértices del polígono exte-
rior; a1 y bn+1 son además los semiejes de la elipse.

• ci son los lados del polígono exterior, con i =1÷n, en sentido 
anti-horario empezando desde el lado más próximo al eje X.

• Ti son los vértices del polígono interior, con i =1÷n, en sen-
tido anti-horario empezando desde el vértice más próximo 
al eje X. Además T1’ y Tn’ son los puntos interiores extremos 
del cuadrante, situados en los semi-lados primero y último 
del polígono interior.

• (xi, yi) son las coordenadas de los vértices del polígono interior.
• ti son los lados del polígono interior, con i =1÷1n+1, en sen-

tido anti-horario empezando desde el situado en el eje X, 
teniendo en cuenta que realmente t1 y tn+1 son semi-lados 
dentro del cuadrante.

• ri son los radios, con i =1÷2n, en sentido anti-horario res-
pecto del centro de la estructura, empezando desde los que 
nacen en C1. Entonces, 2i –2 y 2i –1 son los subíndices de las 
dos parejas de radios que nacen de un vértice Ci, mientras 
que 1 y 2n son los subíndices de los radios que nacen de los 
vértices C1 y Cn+1 respectivamente.

• N es el esfuerzo de compresión uniforme en el polígono ex-
terior; Ni es el esfuerzo de tracción en cada lado del polígono 
interior; Pi es el esfuerzo de tracción en cada radio. Todas es-
tas fuerzas están contenidas en el plano del polígono exterior 
de la RTRT.

• γi es la amplitud del ángulo entre dos lados del polígono en 
cada vértice.

• αi, βi, ξi y φi son las amplitudes de los ángulos que forman los 
lados del polígono exterior, los radios, los lados del polígono 
interior y la bisectriz del ángulo de γi respectivamente con el 
eje X, medidos en sentido anti-horario.

• di es la distancia desde un vértice del polígono exterior has-
ta la intersección de su bisectriz con la bisectriz del vértice 
contiguo siguiente.

TABLA 1.
Razón de los semiejes (b/a) de la planta elíptica de diversos anfiteatros ro-
manos [21, 22].

 Anfiteatro a (m) b (m) b/a

 Leptis Magna (Libia) 60.50 55.50 0.917

 Roma  93.88 77.80 0.829

 El Djem (Túnez) 74.00 61.00 0.824

 Uthina (Túnez) 56.50 45.00 0.796

 Pula (Croacia) 66.25 52.55 0.793

 Verona 69.00 54.50 0.790

 Pompeya 67.50 51.00 0.756

 Nimes 68.00 51.00 0.751

 Arlés 78.50 54.00 0.688



Con las letras minúsculas ci, ti y ri también nos referimos a la 
longitud de estas barras en las ecuaciones que aparecen más 
adelante.

3.1.2 Datos geométricos de partida
Los datos de partida para el diseño en planta son los semiejes 
de la elipse (a1, bn+1), el número n de lados de un cuadrante del 
polígono exterior y la profundidad  de la RTRT en el eje X. La 
longitud c de los lados del polígono exterior está determinada 
por las dimensiones de la elipse y por n. El pandeo condiciona 
el dimensionado de su sección transversal. Por este motivo n 
deberá ser más elevado cuanto mayor sea la elipse en la que se 
inscribe la RTRT.

En algunas RRT sobre estadios modernos, diseñadas por la 
ingeniería Schlaich Bergermann Partner (SBP) [2, 4, 8, 25], los 
graderíos tienen unas proporciones 0.75≤ bn+1/a1≤1, el número 
de lados en un cuadrante es 9≤n≤15, y su longitud no supera 
los 16 m en el caso de los anillos de acero o los 22 m en el caso 
de los anillos de hormigón armado. Además, la profundidad 
relativa varía según 0.4≤(a1–x1)/a1≤0.5.

3.1.3 Polígono exterior
Empezamos definiendo el polígono exterior de 4n lados iguales 
inscrito en la elipse. Las coordenadas de los vértices extremos 
del primer cuadrante, C1 y Cn+1, son (a1,0) y (0,bn+1) respectiva-
mente. Para encontrar las coordenadas del resto de vértices es 
necesario resolver un sistema de 2n-1 ecuaciones (1 y 2). Las 
incógnitas son c y las coordenadas (ai,bi) de los vértices.

c =  (ai+1 –ai)2+ (bi+1 –bi)2  ;i = 1÷n (2)

      +         =1;i = 2÷n (1)ai

a1

bi

bn+1

Resolvemos este sistema mediante un método iterativo. En 
este método utilizamos una notación con dos subíndices: el 
primero es i e indica el número de lado, con i =1÷n, y el se-
gundo es j e indica el número de iteración. Así, el punto de 

arranque se obtiene con ai,0=cos((π/2)i/n) y sustituyendo ai,0 

en la ecuación (1) para encontrar el semieje bi,0. Entonces, cal-
culamos ηi,0=ci,0/(∑n

i=1 ci,0/n) con  ci,0=  (ai+1,0 –ai,0)2+ (bi+1,0 –bi,0)2 ,
donde ci,0 es a la longitud resultante en cada uno de los lados 
en el punto de arranque. Cambiamos las abscisas de cada vérti-
ce según ai+1,j+1–ai,j+1=(ai+1,j –ai,j)2/ηi,j y después encontramos las 
nuevas bi,j+1, ci,j+1 y ηi,j+1, en las sucesivas iteraciones. Este proce-
so se repite tantas iteraciones como sea necesario para que la 
razón ηi,j+1 se aproxime a la unidad con un error previamente 
fijado en τi =|1–ηi,j+1|≤10-3,i=1÷n.

3.1.4 Polígonos interiores y radios
Definimos un polígono interior tal que sea polígono funicular 
de las fuerzas de reacción de los radios en el plano de la RTRT, 
teniendo en cuenta que el polígono exterior también es un po-
lígono funicular de las fuerzas de reacción de los mismos radios 
y además tiene compresión uniforme. Gracias a esa doble fu-
nicularidad, la RTRT podrá deformarse en planta homotética-
mente. Es precisamente este tipo de deformación en la cual el 
polígono exterior tiene un esfuerzo de compresión uniforme.

Entonces, planteamos las ecuaciones de equilibrio externo 
(3-5) del primer cuadrante de la RTRT (figura 5a):

H1' + H1 = 0 (3)

Hn' + Hn+1 = 0 (4)

Hn+1 + bn+1 – H1 a1 + Hn' yn – H1 x1 = 0 (5)

donde Hn+1, Hn', H1 y H1' son las fuerzas de reacción en el 
plano en los extremos del primer cuadrante de la RTRT (fi-
gura 5a). Como el polígono interior del diseño en planta es 
la superposición de los dos polígonos interiores de la RTRT, 
Hn' y H1' son en realidad la suma de las fuerzas de reacción 
en el plano en los extremos del primer cuadrante de los dos 
polígonos interiores.

Después planteamos las ecuaciones de equilibrio de fuer-
zas en los nudos del polígono interior (6-9), (figura 5c), y en los 

Figura 4. a) Ejemplo de numeración de los nudos y barras del diseño en planta de una RTRT con n=10. b) Criterio de notación de ángulos.
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nudos del polígono exterior (10-15), (figura 5b), teniendo en 
cuenta un valor N de compresión uniforme en todos sus lados:
  

 H1' – N1 = 0 (6)

 Hn' – Nn+1 = 0 (7)

Hn+1 – N (–cosαn +              ) =0 (11)

P1 – N                  =0 (12)

P2n – N                 =0 (13)

P2i–2 – P2i–1                                      =0,i = 2÷n (14)

P2i–1 –                                                                          =0,i = 2÷n (15)

Hi+1 cosζi+1+P2i cosβ2i + P2i –1 cosβ2i –1 – N1 cosζi = 0,i = 2÷n (8)

Ni+1 senζi+1+P2i senβ2i +P2i –1 senβ2i –1 –N1 senζi = 0,i = 2÷n (9)

 H1 – N (senα1+cos(γ1/2)tanβ1)=0 (10)

cos(γn+1/2)
tan(β2n)

cos(γ1/2)

cos(β1)

cos(γn/2)

sen(β2n)

sen(φi–β2i–1)

sen(β2i–2 – φi)

2N sen(γn/2)

 cos(φi–β2i–1)
sen(φi–β2i–1)

sen(β2i–2 – φi)

Además, existen relaciones entre distancias y ángulos inheren-
tes a la propia geometría de la RTRT. Estas relaciones son las 
siguientes (16-22):

   
β1 =– arccos (16)

(a1 –x1)2+ (b1 –y1)2

a1 –x1

β2i–1 =arccos                                   ,i = 2÷n (17)

β2i–2 =arccos                                      ,i = 2÷n+1 (18)

ζi =arccos                                      ,i = 2÷n (19)

t1= 2y1 (20)

t1=   (xi –xi–1)2+(yi –yi–1)2  ,i = 2÷n (22)

tn+1= 2xn (21)

(ai –xi)2+ (bi –yi)2

(ai –xi–1)2+ (bi –yi–1)2

(ai–1 –xi)2+ (bi–1 –yi)2

ai –xi

ai –xi–1

xi –xi–1

Finalmente, definimos la condición (23) de diseño adicional 
que permite definir las longitudes ti de los lados del polígono 
interior de manera proporcional a la distancia di. La longitud 
ti resultará menor cuanto menor sea di y viceversa. Es decir, 
la longitud de los lados irá incrementándose progresivamente 
desde el más pequeño t1 hasta el más grande tn+1:

ti =          ,i = 2÷n (23)

i=n+1

i=n+1

i=1

i=1

di ∑ ti

∑ di

Entonces, agrupamos todas estas ecuaciones (3 a 23) en un 
sistema de 9n+4 ecuaciones e incógnitas. Los parámetros de 
entrada son: n, x1, (ai, bi) con i=1÷n+1, γi con i=1÷n+1, φi con 
i=2÷n, α1, αn, ζ1, ζn+1 y di con i=1÷n+1. Las incógnitas son: xi 
con i=2÷n, yi con i=1÷n, ti con i=1÷n+1, ζ,i con i=2÷n, βi con 
i=1÷2n, Pi con i=1÷2n, Ni con i=1÷n+1, H1, H1’, Hn+1 y Hn’.

Para que la solución sea mecánicamente viable y geométri-
camente coherente, el sistema también se tiene que verificar 
con las siguientes desigualdades (24 a 26):

β2i–2 >φi >β2i–1,i = 2÷n (24)

Figura 5. a) Planta del primer cuadrante de la RTRT con las reacciones necesarias para el equilibrio externo; b) fuerzas en un vértice del polígono 
exterior; c) fuerzas en un vértice del polígono interior.
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Figura 6. a) Diseño en planta y distribución relativa de los esfuerzos de tracción (Pi/N) en los radios de una RTRT circular. Igualmente, mostramos 
lo mismo para nueve RTRT considerando las dimensiones de los anfiteatros de: b) Leptis Magna, c) Roma; d) El Djem, e) Uthina, f) Pula, g) Vero-

na, h) Pompeya, i) Nimes, y j) Arlés.

40 – Martín-Sáiz, R., & Herrera, B. (2024) Hormigón y Acero 75(304); 35-50



0 <xi+1 <xi,i = 1÷n–1 (25)

0 <yi <yi+1,i = 1÷n–1 (26)

Si alguna de estas desigualdades no se verifica, es preciso modi-
ficar alguno de los parámetros de entrada del diseño en planta 
(n, a1, bn+1 ó x1) y volver a iniciar el proceso.

Este sistema puede ser resuelto mediante métodos itera-
tivos clásicos como el de Newton-Raphson, o más modernos 
como el de Gradiente-Reducido-Generalizado [26]. Defini-
mos el punto de arranque de las coordenadas del polígono in-
terior, para el método iterativo, a través de las siguientes ecua-
ciones (27 a 29):

Ni+1cosζi+1+P2i cosβ2i + P2i–1cosβ2i–1

cosζi

Ni+1senζi+1+P2i senβ2i + P2i–1senβ2i–1

senζi

xi =                                                   ,i = 2÷n (27)

yi =                                                              ,i = 1÷n (28)

N1=                                                                                        ,i = 2÷n (29)

+

  xi cos

 cos(π/4n)

3bn+1x1 sen

4a1cos(π/4n)

π(i–1/2)
2n

π(i–1/2)
2n

1
2

Los parámetros Ni, H1, H1’, Hn+1 y Hn’ βi y Pi con i = 2÷n en el 
punto de arranque se encuentran substituyendo los obtenidos 
en las ecuaciones (27) a (29) en las ecuaciones del sistema. Esta-
blecemos un criterio de parada a través de una tolerancia τ=10–3 

en la resolución del sistema (la suma de los valores absolutos de 
los 9n+4 errores de las ecuaciones es menor que τ=10–3 ).

3.1.5 Ejemplo de aplicación
Mostramos un ejemplo de aplicación del proceso de diseño 
en planta teniendo en cuenta las dimensiones de los nueve 
anfiteatros romanos de la tabla 1, además de un décimo caso 
correspondiente a una forma circular. Hemos considerado en 
todos ellos n=10 y. (a1–x1)/a1≈0.40 

Hemos representando gráficamente los resultados obteni-
dos (figuras 6a a 6j). Al lado del diseño en planta obtenido en 
cada una de las RTRT, mostramos la distribución relativa Pi/
N≃e de las fuerzas de tracción de los radios respecto de la com-
presión uniforme del polígono exterior. La diferencia entre los 
esfuerzos de tracción en los radios en una misma RTRT se in-
crementa de forma inversa a la relación b/a. En el caso de la 
RTRT de planta circular con b/a=1.00, obtenemos Pi=–0.079, 
en todos los radios, mientras que en el caso de Arlés, con 
b/a=0.688, obtenemos –0.205≤ Pi/N ≤–0.033. Si ambas RTRT 
tuvieran la misma dimensión a, y hubiéramos de garantizar 
un esfuerzo de tracción mínimo en el radio menos solicitado 
de la RTRT de Arlés igual la tracción de los radios de la RTRT 
circular, la compresión en el polígono exterior de Arlés sería 
2.365 veces mayor que en la RTRT circular. En el caso de Ni-
mes con b/a=0.751, el esfuerzo de compresión en su polígono 
exterior sólo sería 1.704 veces mayor. Cuanto más alejada de 
la circunferencia está la forma elíptica, mayor es el esfuerzo de 

compresión que tiene que soportar el polígono exterior. Así, 
un límite geométrico razonable del diseño en planta podría 
ser una relación b/a=0.75. Una relación menor provocaría un 
incremento notable del esfuerzo N de compresión, lo cual re-
percutiría significativamente en el dimensionado de la sección 
resistente del polígono exterior.

3.2 Diseño del perfil de los radios

Cada radio de la RTRT está compuesto de dos cuerdas, una 
inferior y otra superior, contenidas en un plano vertical. Estas 
cuerdas describen dos formas poligonales simétricas respecto 
del plano horizontal z=0, en el cual se encuentra contenido el 
polígono exterior de la RTRT. Esta simetría de las cuerdas res-
pondería a una simetría entre los valores de carga máxima des-
cendente (q↓

) y carga máxima ascendente (q
↑
). Las dos cuerdas 

están separadas por mástiles. El número de mástiles es cons-
tante en todos los radios. El mástil más alto de cada radio se 
sitúa entre dos vértices de los dos polígonos interiores, inferior 
y superior, cuyo diseño en planta ya hemos definido. Cada uno 
de estos n mástiles más altos está compartido por dos radios.

3.2.1 Índice de la notación
• Ti,1 y Ti,2 son los vértices de los dos polígonos interiores, 

inferior y superior respectivamente, con i=1÷n, en sentido 
anti-horario empezando desde los vértices más próximos 
al eje X. Además T1’,1 y T1’,2, y Tn’,1 y Tn’,2 son los nudos 
extremos del cuadrante, situados en el primer y último 
semilados de los polígonos interiores, inferior y superior 
respectivamente. Todos estos vértices tienen las mismas 
coordenadas (x,y) que los vértices Ti del polígono interior 
en el diseño en planta.

• ti,1 y ti,2 son los lados de los polígonos interiores, inferior 
y superior respectivamente, con i=1÷n+1, en sentido an-
ti-horario empezando desde el situado en el eje X, donde 
t1’,1 y tn+1,1, y t1’,2 y tn+1,2 son en realidad semilados dentro del 
cuadrante. Ambos polígonos tienen la misma proyección 
en el plano horizontal z=0 que el polígono interior utiliza-
do para el diseño en planta.

• m es el número de mástiles que hay en cada radio.
• si son los mástiles más altos de cada pareja de radios. Estos 

mástiles están situados entre los vértices de los dos polígo-
nos interiores, con i=1÷n, en sentido anti-horario empezan-
do desde el más próximo al eje X.

• si,j son los mástiles intermedios de cada radio, con i=1÷n y 
j=2÷m, empezando desde el interior hacia el exterior de la 
rueda.

• ri,1,j y ri,2,j son los tramos de las cuerdas, inferior y supe-
rior respectivamente, entre los mástiles de cada radio, con 
i=1÷n, en sentido anti-horario respecto del centro de la es-
tructura, empezando desde los que nacen en C1, y j=1÷m, 
empezando desde el interior hacia el exterior de la rueda 
en cada radio.

En un alzado desplegado representamos el perfil de una pareja 
de radios r2i y r2i–1 que comparten un mismo mástil si en el 
extremo (figura 7). Estos radios van desde un vértice Ci hasta 
otro Ci+1 del polígono exterior de la RTRT, y pasan por los 
vértices Ti,1 y Ti,2 de los polígonos interiores, donde se sitúa el 
mástil si. En este alzado, Ci queda a la derecha, Ci+1 a la izquier-
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da, y Ti,1 y Ti,2 en el centro. Situamos la posición del resto de los 
m-1 mástiles (s2i-1,j y s2i,j con j=1÷m), a distancias equidistantes 
en cada radio, desde si hacia los extremos.

 
3.2.2 Datos geométricos de partida
Los datos de partida para el diseño del perfil de los radios son: 
el número m de mástiles sobre cada radio, la altura del mástil 
sn más alto de la RTRT, la longitud en planta ri de los radios y 
las cargas gravitatorias permanentes (G) que actúan transver-
salmente al plano de la RTRT.

El número de mástiles define la longitud de los tramos de 
cuerda de los radios. La longitud sn del mástil más alto condi-
ciona la rigidez de la estructura frente a cargas transversales al 
plano de la rueda. En algunas RRT sobre estadios modernos, 
diseñadas por SBP [2, 4, 8, 25], las longitudes de los mástiles 
más altos oscilan según 4.25≤(ri /si)≤6.75. Además, la distancia 
entre los espaciadores de un mismo radio está comprendida 
entre 6 y 8 m aproximadamente. Esta distancia determina el 
número m de mástiles de un radio.

3.2.3 Longitud de los mástiles más altos
Definimos la longitud del mástil sn según sn=r2n /4.25. Después, 
calculamos la fuerza Fi resultante de la suma vectorial de las 
fuerzas de tracción Pi y Pi+1 de los radios en cada vértice del 
polígono interior, obtenidas en el diseño en planta (30). En-
tonces definimos la longitud del resto de mástiles si de manera 
inversamente proporcional a la fuerza Fi en cada vértice (31). 
Por último, comprobamos que la razón entre la longitud del 
radio r1 y longitud de mástil s1 no difiera de los límites obser-
vados en otras RRT.

si =           ,i = 1÷n–1 (31)
sn Fn

Fi

Fi =   (P2i cosβ2i+P2i –1 cosβ2i –1)2+(P2i senβ2i+P2i –1 senβ2i –1)2 ,i=1÷n (30)

Al definir la longitud de los mástiles más altos de cada radio 
de esta manera, la separación entre los dos polígonos interiores 
de la RTRT no es constante, sino que incrementa en sentido 
anti-horario desde la más pequeña, en la posición más próxima 
al eje X hasta la más grande, en la posición más próxima al eje 
Y, según el esquema en planta de la figura 4.

3.2.4 Estimación del dimensionado de las barras
El diseño del perfil de los radios está directamente relacionado 

con su peso propio y éste con la sección transversal de las barras. 
El área A de la sección transversal de cada barra depende prin-
cipalmente del pretensado necesario para garantizar la tracción 
de los radios en cualquier situación de carga. En general, exis-
ten dos situaciones a comprobar en un pre-dimensionado: carga 
máxima descendente (q

↑
), debida a la combinación de las cargas 

permanentes con la sobrecarga de nieve y presión de viento, y 
carga máxima ascendente (q

↓
), debida a la combinación de las 

cargas permanentes con la succión de viento (figura 8).
Para estimar la fuerza máxima de tracción en las cuerdas, 

primero calculamos los momentos flectores isostáticos genera-
dos por ambas cargas en la longitud del radio r1, considerando 
su área de influencia en planta (32a y 32b). Después, dividimos 
ambos momentos entre la longitud del mástil s1 y le sumamos 
la fuerza de pretensado necesaria para que las dos cuerdas del 
radio siempre estén en tracción, considerando un margen de se-
guridad de un 10% frente al destensado (33a, 33b, 34a y 34b). 
Así, obtenemos una estimación de las fuerzas P1,1,max y P1,1,min 
de tracción máxima y mínima en la cuerda inferior, y P1,2,max y 
P1,2,min en la cuerda superior. Alternativamente, podemos utilizar 
otros procedimientos más precisos para la estimación de estas 
fuerzas [27].

M↓ =                          ;M↑ = (32a y 32b)

P1,1,min =                ; P1,2,max = (33a y 33b)

P1,1,min =                ; P1,2,max = (34a y 34b)

q↓ 
(c+t1)r21

8

2.1M↓

s1

0.1M↓

s1

2.1M↑

s1

0.1M↑

s1

q↑ 
(c+t1)r21

8

A partir de estas fuerzas y de la distribución relativa obtenida 
en el diseño en planta, estimamos los esfuerzos máximos de 
tracción en las cuerdas del resto de radios (35) y en los lados 
de los polígonos interiores (36), y el esfuerzo de compresión 
en el polígono exterior (37).

Pi,j,max =              ; i = 2÷2n, j = 1÷2 (35)

Ni,j,max =              ; i = 1÷n+1, j = 1÷2 (36)

N =               (37)

P1,j,max Pi

P1

P1,j,max Ni

P1

P1,1,max P1,2,min

P1

Figura 7. Ejemplo de numeración de los nudos y barras de una pareja de radios con m=5.
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Luego estimamos el área de la sección transversal de cada uno 
de estos elementos.

Los esfuerzos axiles en los mástiles son significativamen-
te más pequeños que los del resto de elementos de la rueda. 
Por este motivo, para estimar el dimensionado de su sección 
transversal basta con tener en cuenta una esbeltez mecánica 
λm≃100.

3.2.5 Estimación de las cargas gravitatorias permanentes
Las cargas gravitatorias permanentes son transmitidas a la 
cuerda inferior de cada radio a través de una fuerza vertical G 
en cada mástil. Esta fuerza es la suma del peso propio g del ma-
terial de cobertura, normalmente una membrana, repercutido 
en el área B de influencia en planta de cada mástil, y del peso 
propio de las barras que confluyen en dicho mástil, conforme 
al área A de la sección transversal, la longitud y la densidad w 
del material de cada barra. Podemos distinguir las fuerzas Gi,j, 
GT,i y GC,i que actúan en los mástiles intermedios (38a), en los 
mástiles más altos (38b) y en los vértices del polígono exterior 
(38c) respectivamente.

Ni,j = gBi,j+w                                        ,i=1÷2n, j=2÷m (38a)

GT,i = gBi+w                                                      ,i=1÷n (38b)

GC,i = gBi,1+w                                                           ,i=1÷n  (38c)

As,i,j si,j+

As,i si +

+

+

Ar,1 (ri,1,j–1+ ri,1,j)
2

At,1(ti,1+ti+1,1)+At,2(ti,2+ti+1,2)
2

Ac+Ar,1(r2i,1,m+r2i–1,1,m)+Ar,2 (r2i,2,m+r2i–1,2,m)
2

Ar,1(r2i,1,1+r2i–1,1,1)+Ar,2(r2i,2,1+r2i–1,2,1)
2

Ar,2 (ri,2,j–1+ ri,2,j)
2

3.2.6 Perfil biconvexo de los radios
Existe una relación de afinidad entre la forma del diagrama de 
momentos flectores de una viga y la forma de un polígono fu-
nicular de barras inextensibles afectado por las mismas cargas 
que la viga [28]. Según esta relación, la razón entre el momen-
to flector en un punto cualquiera del diagrama y el momento 
flector máximo es la misma que existe entre la coordenada z 
de un vértice cualquiera del polígono y la del vértice más bajo. 
Utilizamos esta relación para definir el polígono funicular de 
las fuerzas G que describe la cuerda inferior de los radios y, 

por simetría, la cuerda superior. La definición de este polígono 
funicular es un problema no-lineal cuyo planteamiento y mé-
todo iterativo de resolución describimos a continuación.

Suponemos una viga horizontal, isostática y de longitud 
igual a la suma de los dos radios, donde actúan las fuerzas G. 
Después, formulamos las ecuaciones (39 y 40) para encontrar 
una estimación de las fuerzas de reacción verticales Vi y Vi+1 
en los extremos y las ecuaciones (41a y 41b) para calcular el 
valor del momento flector M en la posición de cada uno de los 
mástiles.

Vi +Vi+1+GC,i+GC,i+1+GT,i+∑G2i,j+∑G2i–1,j = 0 (39)

GC,i+1(r2i +r2i–1)+GT,i r2i–1+∑ G2i,j   r2i+r2i–1– 
(40)

M2i–1,j = (Vi –Gc,i)                 +∑ G2i–1,j+1 
(41a y 41b)

M2i,j = (Vi+1–Gc,i+1)                +∑ G2i,j+1

+ ∑ G2i–1,j   r2i–1–                   – Vi+1 (r2i +r2i–1) = 0

jr2i

m

(m–j)r2i–1

m

(m–j)r2i–1

m

(m–j)r2i–1

m

(m–j+1)r2i–1

m

(m–j+1)r2i

m

j=2

j=2

j

j

j=2

j=2

m

m

m

m

m

m

Entonces, partimos de un punto de arranque para el método 
iterativo en el cual todos los mástiles de una misma pareja de 
radios son iguales y tienen la longitud del más alto (si). Me-
diante las ecuaciones 38a, 38b y 38c, calculamos las fuerzas 
G que resultan de la longitud de las cuerdas en esa prime-
ra aproximación de la longitud de los mástiles. Mediante las 
ecuaciones 39, 40, 41a y 41b obtenemos un primer diagrama 
de momentos flectores. A partir de la forma de este primer 
diagrama, definimos una forma afín de un polígono funicular 
que pase por la coordenada (0, zs,i,1), correspondiente al ex-
tremo inferior del mástil más alto. Por simetría respecto del 
plano z=0, obtenemos la forma del polígono que describe la 
cuerda superior y, por ende, la longitud del resto de mástiles 
de la pareja de radios. Puesto que las longitudes s2i-1,j y s2i,j 
son menores que las del punto de arranque, modificamos las 
fuerzas G, y volvemos a calcular el diagrama de momentos y 
obtenemos un nuevo polígono. Repetimos este proceso hasta 
que la diferencia de las longitudes de los mástiles obtenidas 
en una iteración respecto de la anterior sea inferior a 10-3. 
Durante este proceso reajustamos el dimensionado de la sec-
ción transversal de los mástiles para que su esbeltez mecánica 
sea λm≃100.

Figura 8. Esquema de fuerzas en el radio: a la izquierda, en situación de carga máxima descendente (q↓); a la derecha, en situación de carga máxima 
ascendente (q↑).
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Figura 9. Perfil biconvexo de las diez parejas de radios de la RTRT sobre el Coliseo, desde r1-r2 hasta r19-r20, ordenadas de izquierda a derecha y 
de arriba a abajo. En el eje horizontal se representa la longitud de los radios y en el eje vertical la longitud de los mástiles, ambas dimensiones en 

metros.

3.2.7 Ejemplo de aplicación
Hemos aplicado este proceso para definir el perfil de los radios 
(figura 9) a partir del diseño en planta de una RTRT sobre el 
Coliseo (figura 6c). Los datos geométricos de partida son la lon-
gitud del mástil más alto (sn=9.41 m) y el número de mástiles 
en cada radio (m=5). Además, en este proceso hemos supuesto 
estos otros parámetros: peso propio del material de cobertura 
g=0.05 KN/m2, carga máxima descendente q↓=–0.75 KN/m2, 
carga máxima ascendente  q↑=–0.75 KN/m2, aceros con fy=355 

N/mm2 en el polígono exterior, con fy=235 N/mm2 en los más-
tiles y con fy=1200 N/mm2 en las cuerdas de los radios y en los 
polígonos interiores.

A partir de estos parámetros hemos estimado los siguientes 
esfuerzos máximos: en el polígono exterior, 12413 KN; en los 
polígonos interiores, entre 12264 y 12307 KN variando de me-
nos a más desde t1 hasta tn+1; en las cuerdas de los radios, entre 
1297 y 745 KN variando de más a menos desde r1 hasta r2n. De 
estos esfuerzos se derivan las siguientes secciones: en el polígo-
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no exterior, tubo circular de 820x20 mm; en cada uno de los 
polígonos interiores, siete barras de 52 mm de diámetro; en las 
cuerdas de los radios, una barra cuyo diámetro varía entre 48 y 
36 mm, de más a menos desde r1 hasta r2n; y finalmente, tubos 
circulares cuya sección varía entre 60x5 mm en los mástiles 
más bajos hasta 244.5x5 mm en los mástiles más altos. En la 
figura 10 hemos representado el diseño tridimensional de la 
RTRT sobre el graderío del coliseo. Este diseño es el resultado 
de combinar la forma en planta de la figura 6c con el perfil de 
cada uno de los radios de la figura 9. 

Teniendo en cuenta su superficie en planta (16458 m2) y el 
peso total de sus elementos (373046 Kg) resulta una cuantía 
de 22.7 Kg/m2 de acero. El 56% del peso corresponde al anillo 
exterior y el 44% al resto de elementos de la rueda. Así, tal y 
como indicábamos en la introducción, el dimensionado de la 
sección transversal del polígono exterior es, con diferencia, el 
factor más determinante en la optimización del material en 
este tipo de estructuras.

3.3. Comportamiento ideal de la RTRT en situación de car-
gas permanentes

En este sección describimos el proceso para encontrar las coor-
denadas (x*, y*, z*) de los nudos de la RTRT deformada debido 
a las cargas permanentes. También encontramos de las reac-
ciones verticales Vi en los apoyos situados en los vértices del 
polígono exterior.

3.3.1 Deformación homotética en el plano
A partir del esfuerzo axil N de compresión uniforme en el 
polígono exterior, estimado en el apartado 3.2.4, podemos cal-
cular las coordenadas (x*, y*) de los nudos de la RTRT defor-
mada homotéticamente en planta (42). Podemos calcular las 
coordenadas (a*, b*) mediante la misma ecuación sustituyendo 
xi* por ai* e yi* por bi*.

N
EAc

N
EAc

 (42)
xi

* = xi   1–

yi
* = yi   1–

3.3.2 Cálculo de las reacciones y desplazamientos verticales
Debido a la acción de las fuerzas G, los nudos de la rueda tam-
bién se desplazan en el eje Z. Para encontrar las coordenadas z* 
consideraremos, ahora sí, la deformación axil de las barras de la 
estructura, a excepción de la que se produciría en los mástiles, 
que consideraremos despreciable.

Entonces, planteamos un sistema de 12nm+3n+1 ecuaciones 
(43 a 56). Las ecuaciones 43 a 49 definen la longitud deforma-
da de cada barra en función de los desplazamientos verticales. 
Las ecuaciones 50 y 51 definen los esfuerzos de tracción de las 
cuerdas de los radios y de los polígonos interiores, teniendo en 
cuenta que la relación entre la longitud de la barra deformada y 
su proyección en planta es la misma que hay entre el esfuerzo 
de la barra el esfuerzo de la barra proyectada en el diseño en 
planta. Los parámetros de entrada H1’,1, H1’,2, Hn’,1, Hn’,2, son las 
fuerzas de reacción horizontales en los extremos del primer cua-
drante de los polígonos interiores. Estos parámetros provienen 
de una relación H1’,1/H1’, que es idéntica a Hn’,1/Hn’, fijada pre-
viamente de forma arbitraria. En general 0.5 ≤ H1’,1/H1’ ≤ 0.75 y 
los desplazamientos verticales resultarán mayores cuanto más 
pequeña sea esta relación. Las ecuaciones 52 a 56 definen el 
equilibrio de fuerzas verticales en los mástiles y en los apoyos 
de la rueda teniendo en cuenta las fuerzas gravitatorias que 
actúan en estos puntos y la componente vertical de las fuerzas 
de las barras traccionadas que inciden en cada nudo.

   
z*i,2,j = z*i,1,j + si,j ,i =1÷2n,j = 2÷m (43)

z*i,2 = z*i,1 + si ,i =1÷n (44)

t*i,j =   t*i2 +(z*i,j – z*i–1,j)2 ,i =2÷n,j =1÷2 (45)

r*i,j,k =          
2

+(z*i,j,k+1 –z*i,j,k)2 ,i =1÷2n,j =1÷2,k=2÷m–1 (46)

r*i,j,m =         
2

+z*i,j,m2  ,i =1÷2n,j =1÷2 (47)

r*2i–1,j,m =           
2

+(z*i,j –z*2i–1,j,2)2 ,i =1÷n,j =1÷2 (48)

r*i
m

r*i
m

r*2i–1

m

Figura 10. Diseño tridimensional la RTRT sobre el graderío del Coliseo: a) Axonometría, b) perfil y c) planta.
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r*2i,j,1 =          
2

+(z*i,j –z*2i,j,2)2 ,i =1÷n,j =1÷2 (49)

Ni,j =                    ,i=1÷n+1, j =1÷2 (50)

Pi,j,k =                    ,i=1÷2n, j =1÷2,k =1÷m (51)

Ni H1',j t*i,j

–H1 t*i

Pi H1',j mr*i,j,k

–H1 r*i

r*2i

m

i=1÷2n, j =2÷m

i=2÷n–1

Gi,j  –  Pi,1,j–1
2–             

2

+   Pi,1,j
2–             

2

 

GT,i +   P2i–1,1,1
2 –                

2

–  P2i–1,2,1
2 –                

2

+  Pi,2,j–1
2–             

2

+   Pi,2,j
2–             

2 

= 0 (52)

+  P2i,1,1
2–               

2  

–   P2i,2,1
2 –               

2   

 

+  Ni,1
2 –               

2  

–   Ni,2
2 –               

2   

 (53)

–  Ni+1,1
2 –               

2  

+   Ni+1,2
2 –               

2

  = 0 

Pi H1',1

–H1

P2i–1 H1',1

–H1

P2i H1',1

–H1

Ni H1',1

–H1

Ni+1H1',1

–H1

P2i H1',2

–H1

Ni H1',2

–H1

P2i–1 H1',2

–H1

Pi H1',2

–H1

Pi H1',2

–H1

Pi H1',1

–H1

Ni+1H1',2

–H1

(GC,n+1+VC,n+1) –  P2n,1,m
2                         

2 

+  P2n,2,m
2                         

2  

= 0 (56)P2n H1',1

–H1

P2n H1',2

–H1

(GC,1 + V1 )  –  P1,1,m
2 –             

2  

+   P1,2,m
2 –             

2  

= 0 (55)P1 H1',1

–H1

P1 H1',2

–H1

i=2÷n

(GC,i + Vi )  –   P2i–2,1,m
2 –                

2  

+   P2i–2,2,m
2 –                

2

–   P2i–1,1,m
2 –                

2  

+   P2i–1,2,m
2 –                

2   

= 0 (54)

P2i–2 H1',1

–H1

P2i–1 H1',1

–H1

P2i–2 H1',2

–H1

P2i–1 H1',2

–H1

Los parámetros de entrada son: m, n, N, Ni con i=1÷n+1, Pi 
con  i=1÷2n, H1, Hn+1, H1’,1, H1’,2, Hn’,1, Hn’,2, GC,i con i=1÷n+1, 
GT,i con i=1÷n, Gi,j con i=1÷2n y j=2÷m, si con i=1÷n, si,j con 
i=1÷2n y j=2÷m, t*i con i=1÷n+1, t*1,j y t*n+1,j con j=1÷2, r*i 
con i=1÷2n. Las incógnitas son: z*i,j con i=1÷n y j=1÷2, z*i,j,k 
con i=1÷2n, j=1÷2 y k=2÷m, Vi con i=1÷n+1, r*i,j,k con i=1÷2n, 
j=1÷2 y k=1÷m, t*i,j con i=2÷n y j=1÷2, Pi,j,k con i=1÷2n, j=1÷2 
y k=1÷m, y Ni,j con i=1÷n+1 y j=1÷2.

Para resolver este sistema, procedemos con un método itera-
tivo. Primero renombramos todas las incógnitas del sistema como 
ui con i=1÷12nm+3n+1. Entonces, inicialmente generamos un 
punto de arranque Pα =(u1,u2,…,u12nm+3n+1)α ∈ 12nm+3n+1 del méto-

do a partir de las coordenadas (x*, y*, z) correspondientes a la 
estructura deformada solamente en planta, y con las fuerzas ob-
tenidas en el diseño en planta y el diseño del perfil de los radios. 
Entonces, realizaremos un cálculo iterativo para encontrar el pun-
to Pμ. Este punto será la resolución del sistema con una tolerancia 

. Para encontrar Pμ consideramos una 
función H:  12nm+3n+1 →   tal que H(u)=   donde 
u =(u1,u2,…,u12nm+3n+1).

Aplicamos entonces el método de las variedades de nivel 
[29]. Al igual que el bien conocido Newton-Raphson, este mé-
todo también es iterativo, pero, a diferencia de lo que suele ser 
habitual en los algoritmos utilizados en programas de análisis 
no-lineal de estructuras, se alcanza la convergencia sin necesi-
dad de aplicar pasos de carga de manera incremental. A conti-
nuación pasamos a describirlo de forma detallada.

Consideramos la variedad de nivel V(0) ⊂ 12nm+3n+1 de la fun-
ción H(u) por el punto de arranque u(0)=Pα. Podría visualizarse 
en el hipotético caso de H en  2 las variedades de nivel como 
curvas planas que encierran a ω, la gráfica de H estaría en  3 

con la imagen de una hipersuperficie parecida a un de pozo 
cóncavo con fondo en el punto (ω,H(ω))=(ω,0)∈  3. Usando la 
dirección de la recta normal a la variedad de nivel V(0), la cual 
es de codimensión 1, desde el punto inicial de arranque u(0)=Pα 
nos movemos hasta llegar a otra variedad de nivel V(1) en otro 
punto u(1), de tal manera que el contacto de la recta normal a 
la variedad de nivel V(0) sea tangencial a la de nivel V(1). Re-
petimos el proceso empezando por el punto u(1) y nos move-
mos sobre la normal a la variedad V(1) hasta llegar al contacto 
tangencial u(2) con otra variedad de nivel V(2) con nivel inferior. 
Y así sucesivamente. Como H(u(0))>H(u(1))>H(u(2))>… entonces, 
siguiendo este proceso nos aproximamos al punto de nivel más 
pequeño de H(u) que es ω. Este proceso iterativo geométrico se 
expresa analíticamente con la siguiente ecuación recurrente (57):

 
u(k+1) = u(k) – λk H(u(k)) (57)

donde H es el gradiente de H y donde λk>0 con k=0, 1, 2,… 
la cual debe ser determinada a cada paso.

Para determinar λk, consideramos la función ψ(λ): →   con  
ψ(λ)=H(u(k)), que es la variación de nivel H, sobre la normal a 
en V(k). Y deberíamos tomar λk = λ tal que ψ(λk) sea mínimo. 
En vez de encontrar el verdadero λk= λ que minimice ψ(λ), 
mediante aproximaciones lineales de desarrollos de Taylor, en-
contramos la siguiente ecuación (58):

f(uk) J f(u(k)) J f(u(k))t  f(u(k))t

f(uk) J f(u(k)) J f(u(k))t J f(u(k)) J f(u(k))t f(u(k))t

1
2

λk = (58)

donde f(uk)= (f1(u(k)),…, f12nm+3n+1(u(k))) y donde Jf (u(k)) es la ma-
triz jacobiana de f(u) calculada en u(k).
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Se puede demostrar que H(u(k))=2f(u(k))Jf(u(k)), así que el pro-
ceso iterativo está definido en la siguiente ecuación (59):

u(k+1) = u(k) – λk 2f(u(k))Jf(u(k)) (59)

con u(0) = P hasta encontrar Pμ
 = (u1,u2,…,u12nm+3n+1) ∈ 12nm+3n+1 

tal que .

3.3.3 Definición del pretensado
Introducimos el pretensado por medio de un acortamiento 
impuesto (Δr0i,j,k y Δt0,i,j) en estas barras. Estos acortamientos 
impuestos permiten una deformación homotética en el plano 
de la RTRT cuando actúan las fuerzas G. Para calcularlos utili-
zamos las siguientes ecuaciones (60a y 60b):

Δr0,i,j,k =             +(r*i,j,k – ri,j,k) ,i=1÷2n, j =1÷2,k =1÷m

Δt0,i,j =            +(t*i,j – ti,j) ,i=1÷2n, j =1÷2

(60a y 60b)

Pi,j,k ri,j,k

EAi,j,k

Ni,j ri,j

EAi,j

3.3.4 Estabilidad lateral y arriostramiento de los radios
Una inestabilidad lateral de los radios se produce cuando, des-
pués de superar el valor de carga crítica, los mástiles pierden 
la verticalidad y desplazan las cuerdas superior e inferior hacia 
lados opuestos, fuera del plano vertical del radio (figura 11a). 
El desplazamiento lateral suele estar impedido en el extremo 
superior de los mástiles por la membrana de cubierta (figura 
11b). El arriostramiento del extremo inferior obliga a disponer 
barras tensoras formando triangulaciones en el plano vertical 
perpendicular al plano del radio (figura 11c). Un mástil arrios-
trado de este modo no puede desviarse libremente fuera del 
plano del radio sin que actúen las triangulaciones. Sin embargo, 
si no se desea disponer arriostramientos de este tipo en todos 
los mástiles, es posible comprobar la estabilidad lateral consi-
derando una longitud libre del radio igual a la distancia entre 
mástiles arriostrados. Esta comprobación se realiza comparan-
do el valor de carga crítica con la carga real del radio. El valor 
de carga crítica depende principalmente de la distancia entre 
arriostramientos, de la longitud de los mástiles y de la fuerza 
de pretensado de las cuerdas. Existe diversa formulación para 
poder realizar esta comprobación de forma analítica [30-33]. 
Cabe analizar esta cuestión detenidamente ya que ha sido cau-
sa de colapso de estructuras similares en el pasado [34].
 

Figura 11. Situaciones de inestabilidad lateral de un radio 
considerando: a) desplazamiento libre de los extremos de un mástil 

fuera del plano del radio, b) desplazamiento libre del extremo 
inferior y arriostrado en el extremo superior mediante la membrana 
de cubierta, y c) arriostramiento de ambos extremos mediante barras 

tensoras formando triangulaciones.

3.3.5 Modelo de análisis para la validación del diseño re-
sultante
A través de los procesos descritos en la sección 3.3 hemos cal-
culado las coordenadas (x*, y*, z*) y los acortamientosΔr0i,j,k y 
Δt0,i,j para introducir el pretensado en la RTRT sobre el Coliseo, 
cuyo diseño geométrico en planta y perfil está definido en las 
figuras 6c, 9 y 10. Después hemos analizado un modelo de la 
RTRT mediante el software Autodesk Robot Structural Analysis. 
Este software realiza un cálculo considerando la no-linealidad 
geométrica con grandes desplazamientos. Para ello utiliza un 
algoritmo Newton-Raphson con pasos de carga de manera 
incremental. Así, hemos comprobado que, efectivamente, la 
RTRT se comporta idealmente. Es decir, en situación de car-
gas permanentes, el esfuerzo de compresión es sensiblemente 
uniforme en todos los lados del polígono exterior (figura 12a), 
la deformación en planta se produce de manera homotética 
(figura 12c), por lo cual los mástiles mantienen su verticalidad 
después de deformarse (figura 12b).

 

Figura 12. Resultados del modelo de validación con Autodesk Robot 
Structural Analysis: a) Diagrama de esfuerzos axiles con valores 

de compresión en el polígono exterior, b) y c) perfil y planta de la 
estructura deformada (en color gris se muestra la forma original y en 

color naranja la deformada).
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Figura 13. Diagrama de flujos del procedimiento de diseño paramétrico de una RTRT con perfil biconvexo y planta elíptica.
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4.
resumen del procedimiento de diseño paramé-
trico

En la figura 13 hemos representado un resumen del procedi-
miento de diseño paramétrico para una RTRT con un diagrama 
donde se muestran los parámetros de entrada (en azul), los 
procesos de cálculo (en gris) y los parámetros resultantes (en 
verde). Entre paréntesis hemos indicado el apartado del artícu-
lo en el cual se definen cada uno ellos. 

En la primera fase del procedimiento, a partir del número 
(n) de lados de un cuadrante, de los semiejes de la elipse (a1, 
bn+1) y la coordenada (x1) que define la profundidad de la rue-
da en el eje X, mediante dos cálculos iterativos obtenemos el 
diseño en planta y la distribución relativa ideal de fuerzas en 
el plano del polígono exterior. En la segunda fase, primero, a 
partir de los valores de carga máxima ascendente (q↑), carga 
máxima descendente (q↓) y de la resistencia (fi) del acero en el 
límite elástico, estimamos los esfuerzos máximos de las barras 
y el dimensionado sus secciones transversales; después, a partir 
del número (m) de mástiles en cada radio, del valor de carga 
permanente (g) de la cubierta y de la longitud (Sn) de los más-
tiles más altos de cada radio, a través de un cálculo iterativo, 
obtenemos el perfil de los radios. En la tercera fase, primero, 
a partir del módulo de elasticidad (Ei), mediante un cálculo 
directo obtenemos las coordenadas (x*, y*) de la deformación 
en planta de la RTRT; después, mediante un cálculo iterativo, 
obtenemos las coordenadas (z*) de la estructura deformada, y 
el alargamiento de todas las barras; por último, mediante un 
cálculo directo obtenemos los acortamientos iniciales (Δr0i,j,k) y 
(Δt0,i,j) de las barras traccionadas, necesarios para introducir las 
fuerzas de pretensado.

5.
conclusiones

Hemos presentado un procedimiento de diseño paramétri-
co de ruedas trianguladas de radios traccionados (RTRT) con 
perfil biconvexo e inscritas en una planta elíptica. Estas RTRT 
podrían ser utilizadas para cubrir graderíos con la misma for-
ma en planta, como los ejemplos de los anfiteatros romanos 
que mostramos. A partir de unos pocos parámetros de entrada, 
este procedimiento permite definir la geometría de la RTRT 
y las fuerzas de pretensado necesarias para que, en situación 
de cargas gravitatorias permanentes, la deformada sea una ho-
motecia en planta de la forma original. Así, en tal situación, 
el único esfuerzo en el polígono exterior es una compresión 
uniforme. Esto iguala sus condiciones de dimensionado con las 
que tendría el polígono exterior de una RTRT inscrita en una 
circunferencia.

Todos los procesos descritos en este artículo podrían auto-
matizarse mediante la programación de algoritmos compilados 
en una herramienta de diseño paramétrico asistido por ordena-
dor. Por este motivo creemos que el procedimiento presentado 
en este artículo podría ser útil para conseguir diseños optimi-
zados de este tipo de estructuras de cubierta.
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