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RESUMEN

En este articulo se desarrolla una formulacion elastico-lineal exacta para el analisis de vigas curvas de directriz plana. El propésito
es idéntico al de un articulo que Javier Manterola publicé en 1976: profundizar en el comportamiento de las piezas esbeltas cuan-
do estas se ven solicitadas excéntricamente por cargas transversales. Al incorporar la curvatura en la formulacién, aparecen nuevos
pardmetros seccionales que condicionan el comportamiento de la pieza, cuya respuesta queda gobernada por la esbeltez torsional. A
continuacién se ha estudiado la relacién de estos pardmetros con la curvatura, y finalmente se ha evaluado la respuesta estructural de
vigas de seccion abierta y cerrada en funcion de la curvatura y de la esbeltez torsional. Este trabajo proporciona un método riguroso
para evaluar la respuesta de las vigas curvas frente a la torsion, y constituye una extension de los criterios tradicionalmente estable-
cidos para vigas rectas.
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ABSTRACT

In this paper, an exact linear-elastic formulation for the analysis of curved beams with planar centerline has been developed. The
purpose is identical to that of an article which Javier Manterola authored in 1976: to deepen in the behavior of beams when they are
eccentrically loaded by transverse forces. When incorporating curvature in the formulation, new sectional parameters appear; they con-
dition the structural behavior of the beam, which is governed by the torsional slenderness. The relation between these parameters and
the curvature has been studied. Finally, the structural response of beams of open and closed cross-section has been evaluated in terms
of curvature and torsional slenderness. This work provides a rigorous method to assess the response of curved beams under torsion and
is therefore an extension of the traditionally established criteria for straight beams.
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1.
INTRODUCCION

En el afio 1976 la A.F.C.E. (Agrupacién de Fabricantes de
Cemento de Espafia) publicé el N°15 de su Serie Monogrifica,
dividido en tres volimenes denominados Puentes I, Il y III. En
el segundo de ellos (Figura 1), Javier Manterola presenté un
formidable articulo [1] que titulé La seccion abierta y cerrada
bajo solicitacion excéntrica, en el que mostré con maestria cémo
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la resistencia de materiales y en particular la teoria de vigas
rectas podia extenderse mas alla del modelo elemental de viga
de Navier-Bernoulli-Timoshenko —que en lo sucesivo denomi-
naremos Modelo de Viga Simple, o mas brevemente MVS-
adoptando para ello una intensidad de alabeo independiente
de la intensidad de la rotacién torsional al analizar la torsién no
uniforme de vigas cajéon y computando los efectos globales de
flexion, torsién y distorsiéon producidos, en servicio, por las car-
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Figura 1. Portadas del N°15 —Puentes [I— de la Serie Monografica de la A.F.C.E. y del articulo de Javier Manterola.

gas excéntricas sobre este mismo tipo de tableros, asi como su
evolucién hasta rotura, evaluada mediante ensayos. Este traba-
jo formaba parte de una iniciativa mucho mas amplia de Javier
Manterola, orientada a la divulgacién de nuevos métodos de
célculo especialmente apropiados para el anilisis de tableros
de puentes [2, 3], con el fin de actualizar y mejorar la praxis
estructural en la Espafia de la década de 1970. En particular, en
lo que al modelo viga se refiere, destacaban las publicaciones
de Vlassov [4] y Kollbrunner y Basler [5], referencias clave en
el articulo del que hemos partido.

Nuestra modesta contribucién al reconocimiento colectivo
del inmenso trabajo desarrollado por Javier Manterola Armi-
sén, ingeniero y profesor a lo largo de mas de 50 afios, consis-
tird en extender el problema anterior a las vigas curvas, como
un primer paso hacia su generalizacién a los tableros de planta
curva.

El problema de las piezas de directriz curva ha preocupado
a los ingenieros desde hace mucho tiempo. El primero del que
se tiene noticias de que lo abordara fue Kirchhoff [6], a media-
dos del siglo XIX. Desarroll6 un modelo de viga muy esbelta,
sin limitacion en los desplazamientos de la directriz, conside-
rando la deformabilidad de la seccion debida al efecto Poisson
y al alabeo torsional. Es valido para secciones macizas o cerra-
das en las que el centro de gravedad y el centro de esfuerzos
cortantes pueden suponerse coincidentes. Aproximadamente
en la misma época, Winkler [7] plante6 un modelo lineal de
viga curva, que se convirtio en la base de la formulacion de este
problema incluida en los manuales clasicos, como Timoshenko
[8] o Courbon [9], que se centran en el problema del arco.

En 1959 Anderson [10] investigd las tensiones en vigas
curvas con seccion en doble T y en cajon, y proporciond ta-
blas y formulas para determinarlas. Posteriormente, Samartin
y Gonzalez de Cangas [11] dedujeron las ecuaciones gene-
rales del comportamiento de vigas curvas en el espacio y las
aplicaron al caso de la viga balcén. El estudio no considera el
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alabeo torsional ni la posible excentricidad del centro de es-
fuerzos cortantes. El trabajo de Gimena et al. [12] sistematiza
el planteamiento exacto del problema basiandose en hipétesis
similares (sin consideracion del alabeo). Cabe mencionar tam-
bién otros estudios analiticos mas recientes relacionados con la
torsion de vigas como Barretta et al. [ 13] y Romano et al. [14],
que tratan de la distribucién de tensiones debidas a la torsion
en vigas rectas de seccion arbitraria, y de la posicion relativa de
centros de torsion y de cortante, respectivamente.

En las ultimas décadas, la investigacion en vigas curvas
se ha centrado en la resolucion numeérica del problema em-
pleando modelos de elementos finitos, y especificamente en el
tratamiento de la principal dificultad asociada: el bloqueo de
cortante y de membrana [15-18]. En el ambito de las vigas con
grandes desplazamientos, Reissner [19] desarroll6 una teoria
no lineal sin considerar alabeo de la seccién, que fue la base
para la formulacién de modelos de elementos finitos como los
desarrollados por Simé, primero sin incorporar alabeo [20] y
mas adelante considerandolo [21].

Nuestra aportacién consistird en el desarrollo de las ecua-
ciones exactas de la formulacién lineal del problema de la viga
curva de directriz contenida en un plano, con seccién abierta o
cerrada, considerando tanto el alabeo torsional como la posible
excentricidad del centro de esfuerzos cortantes. Esto amplia el
ambito de aplicacion de las referencias clasicas [8,9] y también
de la referencia [11], mas reciente.

Para ello, comenzaremos por unas consideraciones genera-
les sobre las piezas curvas, de cardcter geométrico, acompafia-
das de algtn resultado mecéanico apropiado para nuestros de-
sarrollos futuros. A continuacién, en la seccién 3, abordaremos
la parte central del trabajo, que consiste en la formulacién de la
estatica lineal de la viga curva sometida a cargas transversales,
desarrollada en el marco de la teoria unificada de vigas (UBT
por sus siglas en inglés) [22]. Esta formulacién permite, sin
abandonar el modelo viga, identificar las caracteristicas meca-



nicas de la seccién que influyen en la respuesta, y definir la
esbeltez torsional como pardmetro que gobierna (junto con la
curvatura) el reparto de la torsién entre la parte de Saint-Ve-
nant y la parte debida al alabeo. El problema estudiado no ha
sido tratado en la citada referencia y constituye por tanto una
aportacién original. En la seccién 4 estudiaremos en primer
lugar la influencia de la curvatura en los pardmetros asociados
a la seccién transversal en tres tipos de seccién: rectangular
hueca, doble T y U; a continuacién se llevara a cabo un estudio
paramétrico (basado en las expresiones obtenidas en la seccion
3) de la influencia de la esbeltez torsional y la curvatura en la
respuesta cinemadtica y estitica de la viga, que muestra el po-
tencial de la formulacion presentada como herramienta para
evaluar la respuesta de vigas curvas frente a torsién y profundi-
zar en la comprension del fenémeno. Finalmente, cerraremos
el articulo con las conclusiones pertinentes y algunas sugeren-
cias para desarrollos futuros. En la seccion 6 se incluye una lista
de los simbolos mis relevantes.

2.
CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LAS PIEZAS
CURVAS: EL ARCO Y LA VIGA CURVA

En esta primera seccién del articulo nos proponemos describir
el marco geométrico en el que se desarrollard el anilisis, justi-
ficar la elecciéon de un sistema de referencia especifico basado
en considerar una curva particular —a la que llamaremos eje
principal- como directriz de la pieza, mostrar los valores que
adoptan ciertas propiedades geométricas en esta referencia y,
finalmente, exponer en qué condiciones las respuestas de arco
y de viga curva se presentan desacopladas. Para ello nos basa-
remos en el MVS, que determina el modelo mas elemental de
viga curva.

En primer lugar, conviene reflexionar sobre el problema
de la eleccién del sistema de referencia y de la curva directriz
I'(s) en el caso mas elemental de las piezas alargadas de seccion
constante. La respuesta del s6lido es independiente del sistema
de referencia seleccionado para formular el problema, sin em-
bargo, el modelo matematico que se genera si que es tributario
de esta eleccion. Esto introduce la posibilidad de escoger el sis-
tema de referencia de tal forma que la resolucién del modelo
resulte miés sencilla.

En lo sucesivo denotaremos por I' y denominaremos di-
rectriz material de la pieza al lugar geométrico de los centros
de gravedad G de las secciones transversales, reservando el
simbolo I' y la denominacién directriz principal para el lugar
geométrico de los puntos ocupados por nuevo polo O, cuyas
propiedades estableceremos mas adelante. Ambas curvas que-
dan relacionadas por sus vectores posicién P y P mediante la
formula P =P +7,ii +2,b. En ella, fi y b son los vectores normal
y binormal del triedro intrinseco de la directriz material, mien-
tras que ¥,y Z, definen las coordenadas de la interseccién de la
directriz principal con una seccién transversal genérica, referidas
a la parametrizacion material del s6lido, basada en la directriz I

A continuacién, vamos a interesarnos por el modelo mas
elemental de pieza alargada, formulandolo en la referencia ba-
sada en la directriz principal I'. Segtin el MVS, sus desplaza-
mientos generalizados son u(s)={u,v,w,0,,6,,0.}" y no incluyen

el alabeo torsional. Las deformaciones generalizadas, de acuer-
do con [22, féormulas (3.1)], resultan

- du _ =90
S ds X s ds x
d do,
ny=7;—%“— 0. x,= d—s~+xes 9]
_ﬂ+ 9 K.= d_67
Ve = ds ’ T ds

donde y(s) es la curvatura de la directriz I(s).

Agrupando en el vector e(s)={¢,,7,,.7,..k,k,k.) las defor-
maciones generalizadas, la densidad lineal de energia poten-
cial del modelo puede escribirse como

F(s,ue)= % e'Dye —u'Q (2)

donde Q(s)={q,,4,,4.,m,,m,,m.}" es el vector densidad li-
neal de carga generalizada consistente con los desplazamien-
tos generalizados u(s) del MVS, y el operador constitutivo
D,, se calcula como sigue [22, formula (2.34)]

dA

D“=/A B{CBlﬂdA=/A hCh <5 3)

El escalar u=1-yy permite expresar el diferencial de volu-
men del sélido como dV=udsdydz; la matriz constitutiva C y
el operador cinemitico h(y,z) estin definidos en [22, formulas
(2.20) y (2.85)]. De todo ello resulta, en nuestro caso

EA 0 0 0 ES,  -ES

y z
0 GA 0 -ES, 0 0

0 0 GA ES. O 0
D, = _ _ N )
0 -ES, ES. GI, O 0

y z

ES. 0 0 0 EI.  -EIL

y y vz

-ES, 0 0 0 -EI, EIL

vz z

con

T — ZdA T _ dA T _ ZdA
Iy_'[qz W’ I.= Ay27 ! Iz—Ly7

)

e I,=I+I. Conviene subrayar que la composicion del ope-
rador D, dada en (4) es vélida cualquiera que sea la geometria
de la curva directriz (plana o alabeada).

Se define la directriz o eje principal de la pieza curva me-
diante la propiedad siguiente

S=[z4 -0, 5-[y4-0 (6)

Por lo tanto, las coordenadas en seccién transversal del polo
O que lo determina, referidas al centro de gravedad de la mis-
ma, son
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=5
. L
0 '/I;d%

Z = —)
0 /I;%q

Apoyandonos ahora en la Figura 2, obtenemos las siguien-
tes relaciones de transformacion

(7)

(8)

Rig=Ru=r ©)

Por otra parte, las constantes estaticas recogidas en (5) me-
recen un estudio més detallado. En particular, la definicion del
escalar y permite escribir

S.= [RO1-w) A= R(A-) (10)

Y, como S.= 0 por (6), se cumplira

E:A%:A (11)

La parametrizacién adoptada, en adelante parametrizacion
principal, asociada a la seleccién de la directriz expresada por
las formulas (7), simplifica notablemente la formulacion, pues-
to que con ella la composicién del operador constitutivo D,
resulta cuasi-diagonal y la funcién lagrangiana F(s,u,e), defini-
da en (2), resulta

F(s,u,e)= % e'D,e-u"Q

L EAe+GA(v2+y2)+GI k2 +EI K2 12)

- 2EI_k, K +ELK?

K, K, - (uq,+vq,+wq.+0m +0,m, +0.m,)

En esta expresion cada sumando corresponde a un modo
de deformacion del modelo (extension, cortante, torsion y fle-
Xi6n), y su simple observaciéon nos indica de forma inmediata
que, en general, las flexiones estan acopladas, salvo que se can-
cele el coeficiente I .

Hablemos ahora de vigas y arcos. A priori, la simple orienta-
cién de la pieza de directriz plana en el espacio parece sugerir
la clasificacion indicada en el titulo de esta seccién: denomina-
riamos viga curva a aquel elemento simple cuya directriz I" (s)
reside en el plano horizontal y reservariamos el término arco
para el caso complementario, cuando el plano de la curva di-
rectriz es vertical. Sin embargo, esto no es suficiente. Para que
tenga sentido distinguir entre la respuesta de arco y la de viga
curva es necesario que cada una se pueda determinar por sepa-
rado, y ello depende no solo de la posicién espacial de la pieza,
sino también de la forma de la seccion transversal. Para evaluar
la influencia de esta, conviene considerar conjuntamente la
féormula de las deformaciones generalizadas (1) y la estructura
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Figura 2. Sistemas de referencia material y principal de la pieza curva
con directriz plana, seccién por el plano osculador (z = 0).

de la densidad lineal de energia potencial del modelo, Ecuacién
(12), recordando que ambas corresponden al MVS y la tltima
estd asociada a la parametrizacion principal. Se puede observar
como las componentes ¢, y,, y k, son funciones lineales de los
desplazamientos generalizados {u,v,0,} que se desarrollan en el
plano de la directriz, mientras que y,, «, y &, lo son de {w,0,,0,},
desplazamientos transversales a este plano. En consecuencia,
para que el comportamiento arco se desacople de la respuesta
de viga bastara que I,,=0, obteniendo entonces que la densidad
lineal de energia potencial del arco resulta

F(s,u¢) = % (EAe+GAY,+ELx2
(13)

—(ug, +vq,+6.m,)

mientras que la correspondiente a la viga curva valdra

F(s,ue)= % (GAY2L+Gl,x+EL x2)
(14)

—(wg.+Om +06,m,)

La condicién de desacoplamiento anterior se satisface sis-
temdticamente si la seccion transversal de la pieza es simétrica
respecto al plano z=0, plano osculador de la curva I'(s), que
la contiene.

3.
LA VIGA CURVA

En este apartado nos proponemos establecer las ecuaciones
que gobiernan la respuesta de una pieza de directriz plana y
seccion transversal simétrica respecto al plano osculador de la
directriz, restringiéndonos al caso de la viga curva y teniendo
en cuenta el alabeo torsional. Asi pues, los grados de libertad
a considerar seran {w,0,,6,,¢}, donde al desplazamiento w y los
giros 6, y 6, propios del MVS se ha afiadido la intensidad de
alabeo ¢. La Figura 3 muestra este tipo de pieza, asi como los
desplazamientos generalizados y los esfuerzos consistentes,
correspondientes al MVS; no aparecen, pues, los desplaza-
mientos generalizados y esfuerzos relacionados con el alabeo,
de dificil representacion grafica.



Figura 3. Sistema de referencia intrinseco, desplazamientos y esfuerzos generalizados de una viga circular.

3.1 Deduccion de las ecuaciones que gobiernan el
problema

En el marco de la UBT, la hipotesis cinematica se expresa a
través de la matriz h(y,z) [22, pag. 25] mediante

d*(s,y,2) = h(y, z) u(s) (15)

que, en nuestro caso, se desarrolla en componentes como

u* (S; Y, Z) 0 0 z d)(y,z) ;Ugg
v*(s,y,z2) =10 -2 0 O 9; ) (16)
w* (s,y,2) 1 y 0 0 o(s)

siendo @(y,z) el alabeo unitario de la seccién transversal,
¢(s) la intensidad de alabeo, (v,z.) las coordenadas del centro
de esfuerzos cortantes —nétese que z-=0 por la condiciéon de
simetria de la secciéon-e y=y -y, y Z=z - z.. Con estas ulti-
mas relaciones, todos los elementos del operador h(y,z) quedan
referidos al sistema principal de la pieza mientras que los des-
plazamientos debidos a la rotacién de eje longitudinal tienen
su polo en el centro de esfuerzos cortantes.

En cuanto a estética, para la viga curva tendremos [22, for-
mula (2.24)]

0 0 17, Q.
O
0 -z y M,
— T 4% —_ * — s
£(s) = [h'eda = [ . o oltraa=is a7
* y
oy 0 01" B,

que muestra como el vector de esfuerzos f(s) incluye las
componentes de esfuerzos de flexion estindar, cortante y mo-
mento flector

Q= [wdA , M= z0:dA (18.a)

y las propias de la torsién, momento torsor y bimomen-
to, ambas referidas al centro de esfuerzos cortantes, que actta
como polo de la torsién

M.= L (e, — Z23)dA = L (e — 203)dA -y Q.

B, =L a(y,2)ordA (18.b)

El sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna la res-
puesta de la viga curva [22, ecuaciones 2.42] depende de la
matriz de equilibrio H, la matriz de acoplamiento Dy, y el ope-
rador constitutivo D,,. Para establecer las matrices H yD,, se
requiere conocer los operadores D, Dy, y D,,. [22, pagina 34]
que quedan definidos en [22, ecuacion 2.34]. A continuacién
procedemos a obtenerlos. Para ello se parte de los resultados
generales para el calculo de las matrices de deformacién del
solido [22, ecuacién (2.13)]

= (0 - 1)
RS I
Ty =yt o (UL + ) (19)

R
C=UL+F — W
Ve = UL+ 3

Llevando las expresiones de la Ecuacion (16) a estas for-
mulas se obtiene

1 , .,
€= ﬁ[z (05 +x0.) + o9’ ]
1 . L
vy =7 [2(10,=60.)+ (xd+163,) ] (20)
L., o
Vi = 5 (WHub,+ 9O+ udzp)

La matrices de deformacion B, y B,, que intervienen en el
célculo de D, Dy, y Dy, resultan de factorizar las deformacio-
nes anteriores, componentes del vector e*(s,y,z), en u(s) y u'(s)
[22, ecuacion 2.12]

0O yz O 0
B, % 0 0  yz xo+ua,
0O 0 O oR
" (21)
0 0 z @
1 1
B =— — =—h
=7 0 z 0 0 T
0o 3y 0 0

Los operadores constitutivos D,, se definen mediante la ex-
presion (2.34) de [22]. El primero de ellos, D, resulta
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Dy, :/A By CB, ud A

0 0 0 0
| 0 rE2 0 0 A
‘1o 0 G (1222 +u?) Glrz(xo+udy)+ure.) | *
0 0 Glrz(xo+usdy)+u’o,] Gl (xo+uady)? + (ua:)’]
(22)
0 0 0 0
0 X2EI 0 0
0 0 GA + 1*GI, vcGA + x(GW,+GL)+1*GI,,
0 0 vcGA + x(GW,+GL)+2*GI,, GW+xGQ+x°GI,,
donde se han introducido las constantes estéticas /A ®,dA = /A 2dA = /A (z-2c)dA
o - dA dA _ LA = [ (1=zy)294 _
ILi=L+1I con Iy:Azz7 , Izz,/Ay27 deA z A /A(l )(y)z# 0
L=[otdd . [,=[u5d4 [ 6.d4 = 3dA = [ v -yc)dA
A u A u (23) A
7 . . fa an =y A —| ydA =y A - | (1 —xy)y==
W:/A [(&,)+ (w,z)ZdA=/A(zw,y-yw,Z) dA e /Af e L( WY
) =ycA +xI, (26)
0 =[{@),-y[(6,)+ (@]} dA
Finalmente, el bloque constitutivo D, vale
junto con
D, =L BTCB, udA
W, = [ (z6>,— yi> .)dA G Gy 0 0
L, e,
= W= (v + 22)A-x(ye L+ zc 1) (24) -/ Gy G(*-27) O 0 s
- . 10 0 Ez>  Ezo H
=W-yc(ycA+xL)
0 0 Ezd E®?
(27)
Analogamente, el bloque D, es GA -y.GA 0 0
-y-GA  GI,+vy2GA 0 0
- T _
Dy, —/A B, CB, udA 0 0 EI, EI,
0 0 0 0 0 0 EI, EI,
0 0 xEz>  xEzd dA
= L o u Con los resultados anteriores, estamos en condiciones de
Gu Guy-xz?) 0 0 calcular la matriz de equilibrio de la viga curva, [22, pigina
Gué, Glusé-z(xé+us)] 0 0 34], igual a
25 _
0 0 0 0 (23) H=D, D, (28)
B 0 0 XEL, XEL, obteniendo sucesivamente
GA ) ~(ye CEA) +){_GIO 0 0 1, ¥y 0 0
veGA+xGI, -(GW+xGL,) O 0 GA GA Gl
e L 0 0
_ GI I
DII]: 0 0 1 1 (29)
Este resultado se ha obtenido teniendo en cuenta la si- 0 0 (1-0)EL,  (1-)EL,
guiente propiedad del alabeo unitario (para el tipo de seccio- Y v
nes considerado) 0 1 _ 1 _
(1-¢)EL,, (1-¢)El,
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dondee=12/L 1,y

ya

0 0O 0 O

. 0 0
H=D, D; = (30)
I-xve - 0 O

)

e x5 0 O

con unos nuevos pardmetros estaticos y.*, &, y x,* definidos
a continuacion. El primero de ellos tiene dimensién de longi-
tud mientras que los restantes son adimensionales.

ve= (1= K3) yet 7?2
0 }C*_WOJFXTA 3 T (31)

En cuanto a la matriz de acoplamiento [22, pagina 34],
esta adopta el siguiente valor

l500 =Dy~ Dy, DI; Dy,

0 0 0 0
0 0 0 0
) 0 0 0 0
0 0 0 (1-x)GW-yeye GA+xG[Q-(veL+x;L,)]+x> GI,

que, de manera mas compacta, escribiremos

0 0 0 0

) 0 0 0 0

D, = (33)
0 0 0 0

0 0 0 xGJI'

donde el valor de J* se deduce de la simple comparacion de
ambas expresiones.

Nos interesaremos a continuacién por las deformaciones
generalizadas e(s) consistentes con los esfuerzos f(s) presen-
tados y evaluados estaticamente en la Ecuacion (17). En la
formulacion general [22, pagina 36], estas se definen como
e(s)=H"u + u'y aplicando ahora el resultado obtenido para la
matriz de equilibrio —~Ecuacién (30)—, se llega a un conjunto de
expresiones compactas para sus cuatro componentes

e(s)=H"u+u

0 0 1=y w '
0O O 4 —K 0, 0.
= + (34)
0 0 0 0, 0,
0 O 0 0 ® o'

Por lo tanto

Y w'+(1=-yye) 6,+yeo
Ks es’_xey_ K6 [
e(s)= = ' (35)
K, 0,+x 0,
v’ 9

Con todo ello, los esfuerzos f(s) se pueden expresar como
[22,ecuacion 2.51]

f(s)=D e(s)

GA —.GA 0 0 Vs 0.
—~3.GA GIL+2GA 0 0 K M.
_ Ve otVe i i s _ s (36)
0 0 E_Iy El_y@ K, M,
0 0 EL, El,
9 B,

Estas relaciones exhiben el acoplamiento
constitutivo existente entre flexién y torsion,
que afecta tanto al cortante Q, y al momento
torsor M, como al momento flector M, y al
(32) bimomento B
las tensiones tangenciales 7,*z_* y estos dlti-

los primeros producidos por

oy

mos debidos a las tensiones normales ¢, * —ver
definiciones estaticas (18)—. Finalmente, la
densidad lineal de energia potencial de la viga
curva vale [22, tabla I1.1]

F(s,u, €) =% (e"D, e + u"Dyu) — u’Q
1]~ _ o
=3 GAy, -2y GAy k+ GLk! + EL k;

+2EI , ko' + EI, (¢')* + k;GJo*

yé Ny

- (wq, + 6,m, + 6,m, + b, 0) (37)

donde el vector Q(s) = {g,,m,m,,b,}" recoge las densidades
lineales de cargas generalizadas distribuidas a lo largo del mo-
delo, e Io=1,+y2 A.

En la formulacién lineal del problema, las ecuaciones que
gobiernan el equilibrio de una viga curva de directriz plana
adoptan la forma siguiente [22, ecuacion (2.42)]

E'(s) = W(s) E(s) - F(s) (38)

o bien

o o o)l

- £ Qe

. (39)
f'(s) D, H

Llevando a esta férmula la composiciéon de las matrices de
equilibrio H(s) y de acoplamientoD, (s), se consigue una es-
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critura simple del operador W(s), valida para analizar de forma
exacta el equilibrio de vigas curvas de directriz plana I"(s) con
forma arbitraria y seccion transversal simétrica respecto al pla-
no que contiene a I"(s). Esta es la siguiente

. 1, y¢ Y
0 0 1 — — == == 0 0
et Yo GA'GL Gl
0 0 P K Ve 1 0 0
Gl, GIL,
1 1
0 0 0 0 0 e e,
0 0 0 0 0 0 L L
W (1-¢)EL, (1—)EL )
- 0
0 0 0 0 0 0 0 0 (40)
0 0 0 0 0 0 X 0
0 0 0 0 1-xyc X 0 0
0 0 0 K, GJ’ Ve —K) 0 0
Asi pues, las ecuaciones diferenciales del problema son Ahora sumemos y restemos el momento torsor M, al
miembro de la derecha de la Ecuacién (42)
ill—wz—(l—)(yc) ey_y;w%wMﬁG—yI_cQz M, = (55~ 1) M,+ M~ x5 GJjp - ye Q. (44)
S 0
Ao, _ 20+ Ko+ M+ yc Q. reordenemos esta expresion para obtener
ds Y GI, .
do, oo L (M B M= (1 =) M+ M, + 155G -y Q, (45)
D o — (2o
A T < EL EIy)
do 1 B. M a continuacién, sustituyamos y-* por su definicién (31) y
I 1o ( E Iw € E_Ty> hagamos uso de las expresiones constitutivas de Q, y M, para
e (41) llegar a
dQZ = - N 2
ds 4: M= (1 -x5) (M, +y:Q.) + M+ 155Gl g + 75 Q,
M. _ M = (1= 1q) Glox,+ Mg+ 16, GT g + 175 Q,
ds T =1 -x;-J/ 1) GLx.+ U/ I,) Gl . (46)
M, (1= 2y Q= x M~ my + M+, GI + 17, Q.
- = (1~ ki~ 1/ 1) Glos,+ GP (i + ) + Myt 175 Q.
T =} Gl +ye Q- kM~ by
s

Finalmente, introduciendo la definicién de «, en el tercer
sumando del miembro de la derecha se obtiene
3.2 Descomposicion del momento torsor. Esbeltez de torsion

M= GI*(0;- x0,)+ M+ (1= 15T/ 1) Glok~x7; Q. (47)

Resulta oportuno analizar la estructura del momento torsor

M.. Para ello, volvamos a la tltima ecuacién del sistema (41) y Se comprueba de forma inmediata que esta ecuacién, par-

sobre ella definamos el bicortante como ticularizada al caso de directriz recta, muestra cémo el mo-

mento torsor se divide en la fraccién de Saint-Venant —primer

M;=-(By+b;) = s (M~ GJp) -y Q. (42) sumando del término de la derecha— y el bicortante 0 momen-

to torsor de alabeo —segundo sumando de la derecha—, como

Es sencillo comprobar, a partir de la formula (36) y las de- es caracteristico en la torsién mixta de vigas rectas. A su vez, la

finiciones de y_ y , facilitadas en (35), que curvatura introduce unas correcciones en las medidas propias

de la torsién, M, y 6, que se ven afectadas por los efectos de la

JF _ B, =—(M,+b,) (43) flexion a través de las funciones Q. y 6,. El dltimo sumando se
o cancela exactamente cuando la curvatura y es nula.
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En el caso de vigas de seccién y curvatura constantes, el
operador fundamental principal del sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a W, que go-
bierna la solucién general del problema de valores iniciales
determinado por la ecuacién de equilibrio E'(s)=WE(s)-F(s)
y E|_=E,, es

G(s)=exp [sW] (48)

El resultado del célculo explicito del mismo para torsion sin
alabeo (basta prescindir de la intensidad de alabeo ¢ en toda
la formulacién) asi como la obtencion de soluciones cerradas
para los problemas de contorno o la expresion de la matriz de
rigidez de esta misma pieza pueden consultarse en [22, paginas
1192 121].

Volviendo al caso general de la viga curva con alabeo tor-
sional, si admitimos que tiene seccién transversal y curvatura
constantes, el calculo de los autovalores del operador W ob-
tenido en (40) conduce a la ecuacion caracteristica siguiente

x; GJ'

(1-¢)EL “9)

IW-KI|= KZ(K2+X2)2[K2—

cuyos resultados son las raices K=0 con multiplicidad dos,
K=+iy, ambas también con multiplicidad dos, y K=+4,/L,
siendo A, un pardmetro definido como

k. GJI

w=L s BT

(50)

al que denominaremos esbeltez torsional.

4.
RESULTADOS

4.1 Resuliados que dependen de la seccion transversal

El primer paso en el analisis de una viga curva consiste en la
determinacion del eje principal y de las caracteristicas geomé-
tricas de la seccion definidas en las expresiones (23); ambos
procesos requieren realizar una serie de calculos sobre la sec-
cion transversal.

En este dmbito, el primer paso es definir el alabeo uni-
tario. En este trabajo hemos optado por utilizar como tal a
la funcién de alabeo que resuelve el problema de torsion de
Saint-Venant, que debe cumplir la ecuacion de Laplace con
condiciones de contorno de Neumann [23, ecuaciones 139 y
140]. Para hallarla hemos utilizado el programa FlexPDE, que
facilita tanto la resolucion de problemas de este estilo como
la evaluacién de integrales sobre su dominio de definicion, de-
pendan o no de la solucién del problema. Con los medios de
calculo actuales, no tiene sentido recurrir a expresiones que
aproximen dicha funcién de alabeo, porque los procedimien-
tos para establecerlas [24, pigina 252 y s.s.] pueden resultar
tan laboriosos 0 més que su determinacién por el método de
los elementos finitos. De hecho, el c6digo de FlexPDE utilizado
apenas ocupa un par de paginas y su ejecucién dura menos de
un segundo (Con FlexPDE 6.36s, en un ordenador con proce-

sador Intel i7-6700 a 3.40 GHz dotado de sistema operativo
Windows 10 Enterprise).

Hemos analizado tres secciones, una cerrada, rectangular
hueca, de dimensiones exteriores 50x25 cm y espesor 1 cm,
y dos abiertas, una en U, resultado de eliminar de la anterior
el alma izquierda, y otra en I, obtenida trasladando el alma de
esta altima al eje de simetria de las alas. Las dimensiones de
la seccién rectangular inicial son similares a las de los tubos
estructurales de mayor tamafio que se pueden encontrar en
el mercado; ademas, la proporciéon entre las dimensiones ex-
teriores es semejante a la de una secciéon de puente en cajon
—excluidas las alas—.

La Figura 4 muestra el alabeo unitario calculado en cada
una de ellas, representado con la misma escala cromatica en to-
das. Se observa que, como es bien conocido, este resulta mucho
mayor en las secciones abiertas.

A continuacién se presentan una serie de graficas en las
que se comparan los pardmetros geométricos de estas seccio-
nes calculados para diferentes valores del radio de curvatura; se
han considerado 14 de ellos, variando entre 2.5 m y 5120 m.
En todas las graficas la escala es lineal en ordenadas y logarit-
mica en abscisas, y en ellas se representan de color oscuro los
resultados de la seccién cerrada, con un tono intermedio los de
la Uy de color mas claro los de la doble T.

En primer lugar, se analiza la distancia entre el centro de
gravedad de la seccién y el polo principal, o lo que es lo mis-
mo, la relacion entre el radio de curvatura R del eje material y
el radio de curvatura R del eje principal. La Figura 5 muestra
el cociente R/R frente a R . Se observa que ambos radios son
practicamente iguales en todos los casos. La mayor diferencia,
que se da para el menor valor de R, es del orden del 5%o; para
valores mayores resultan indistinguibles.

Seguidamente se estudian los cocientes entre los momen-
tos de inercia I, e I_ de la viga curva, que dependen de la cur-
vatura a través de u —Ecuacién (23)-, y los valores correspon-
dientes 7, e I, en una viga recta de la misma seccion, donde no
interviene este parametro. También se analiza la relacion entre
el médulo de alabeo 7, de la viga curva, que depende de la cur-
vatura, y el de la viga recta de igual seccién, I, que no lo hace.
La Figura 6 muestra los cocientes entre los momentos de iner-
cia y la Figura 7 los correspondientes a los médulos de alabeo.
Ambas agrupan a la izquierda las secciones en cajon y en I, en
las que el centro de gravedad y el centro de esfuerzos cortantes
coinciden, y presentan a la derecha la seccién en U, en la que
estén separados. En el primer caso los tres pardmetros son casi
idénticos sea cual sea el radio de curvatura, pues las diferencias
apenas alcanzan el 3%o; en el segundo, la diferencia es algo ma-
yor, pero sigue siendo inferior al 1% salvo para el menor de los
radios procesados, de solo cinco veces la anchura de la pieza.
Asi pues, las diferencias son siempre muy pequefias, y que sean
solo muy pequefias o casi imperceptibles no depende de que la
seccidn sea abierta o cerrada, sino de que el centro de gravedad
y el de esfuerzos cortantes estén préximos o alejados.

La Figura 8 muestra los valores del pardmetro I,,; para el
conjunto de casos estudiado. No se pueden presentar normali-
zados por el valor correspondiente a la viga recta porque este
es nulo. La grafica muestra claramente que I, tiende a cero
cuando el radio de curvatura crece, pero los valores son sig-
nificativos para un amplio rango de curvaturas. Ahora lo que
influye en el resultado es que la seccién sea abierta o cerrada
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Figura 4. Representacion del alabeo unitario en las secciones analizadas.

y no la distancia entre los centros de gravedad y de esfuerzos
cortantes. En secciones cerradas el valor absoluto es menor, y el
signo cambia respecto al de las secciones abiertas.

El parametro W no depende de la curvatura. Adopta el va-
lor 26452 cm* en la seccion rectangular cerrada, 272372 cm*
en la Uy 36216 cm* en la L. Asi pues, en él influye maés la
distancia entre los centros de gravedad y de esfuerzos cortantes
que el hecho de ser abierta o cerrada la seccion, y su orden de
magnitud es mayor cuando dichos puntos estan alejados que
cuando estdn proximos.

En cuanto a la constante Q, Figura 9, depende del radio
de curvatura y su valor es varios 6rdenes de magnitud menor
en secciones donde el centro de gravedad y el de esfuerzos
cortantes estan préximos que en aquellas en que estan sepa-
rados. Ademas, la grifica Q — R tiene una asintota horizontal
en ambos casos, pero en el primero corresponde a @ = 0y en
el segundo a un valor finito diferente de cero, del orden de
2900000 cm® en nuestro caso. Que las secciones sean abiertas
o cerradas no influye en este resultado.

La coordenada y del centro de esfuerzos cortantes en la
referencia principal, Figura 10, depende de la curvatura y tien-
de al valor de la coordenada . de dicho punto respecto al cen-
tro de gravedad en todos los casos. En contraposicién a lo que
ocurria con los radios R y R, las diferencias entre y_ e ¥ son
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Figura 5. Relacién entre el radio de curvatura de la directriz
principal y el de la directriz material en los tres tipos de seccién
estudiados.

miés significativas para un rango amplio de radios de curvatura;
no obstante, las mayores diferencias, que se dan para radios pe-
quefios, son inferiores al 1% de la anchura de la seccién en los
casos en que los centros de gravedad y de esfuerzos cortantes
coinciden, y del orden de 2.3% de $.cuando no lo hacen.

Por 1ltimo, en la Figura 11 se presenta la comparacién del
pardmetro J* con el médulo de torsion J, con el que esté clara-
mente relacionado. En el caso de la seccién cerrada el cociente
entre ambos es inferior al 0.8%o para cualquier curvatura. En
el de las secciones abiertas la diferencia es mayor, pero como el



Figura 6. Relacion entre los momentos de inercia de la viga curva y los de la viga recta. (a) y (c) secciones en las que el centro de gravedad y el de

esfuerzos cortantes coinciden; (b) y (d) seccion en la que no lo hacen.

Figura 7. Relacién entre el modulo de alabeo de la viga curva y el de la viga recta. (a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos

cortantes coinciden; (b) seccién en la que no lo hacen.

Figura 8. Evolucién del valor del pardmetro ;.

médulo de torsion de este tipo de secciones es muy pequefio
es razonable pensar que el término J*, o GJ*, serd despreciable
frente a otros términos en las ecuaciones en las que intervenga
—fundamentalmente, la altima del sistema (41) y la Ecuacion
(2.23)-.

En resumen, hemos comprobado que el radio de curvatura
de la directriz principal puede aproximarse por el de la direc-
triz material en practicamente todos los casos; que sucede lo
mismo con los momentos de inercia y el médulo de alabeo de
la viga curva I, I e I,;y la viga recta; y que también se puede
proceder asi con el médulo de torsion J*, porque las diferencias
son despreciables en secciones cerradas y el valor absoluto muy
bajo en secciones abiertas. Las similitudes o diferencias en Q
son irrelevantes, puesto que esta constante solo interviene a en
la definicién de J*, cuya variacién ya se ha comentado.

4.2 Comparacion de la esbeltez torsional en vigas de seccion
abierta y cerrada

En esta seccién vamos a comparar el valor de la esbeltez torsional
4, para la seccion en Uy para la seccién en cajon. Para ello obtene-
mos los valores de la misma segin la Ecuacion (50) para distintos
valores de la longitud y de la curvatura medida en el centroide. En
la Figura 12 se representan los valores de la esbeltez para ambas
secciones. Es interesante observar que en la seccion abierta los
valores de la esbeltez correspondiente a una misma longitud y
curvatura son dos 6rdenes de magnitud inferiores a los valores
que corresponden a la seccién en cajén. Por ejemplo, si compara-
mos la esbeltez correspondiente a una viga recta de longitud 10
m, la viga con seccién en U tiene una esbeltez 4, = 0.21 y la viga
con seccion cerrada 4, = 10.937. La viga de seccién abierta de
mayor longitud y curvatura (30 m, 1/10 m™) tiene una esbeltez
torsional 4, = 8.081, y la viga de seccién cerrada mas larga y curva
(2 m, 1/2.5 m") 4, = 22.004, a pesar de ser 15 veces mas corta.
Por otra parte, los valores de la esbeltez son bastante insensibles
a la curvatura, especialmente en el caso de la seccién en cajon.

4.3 Desplazamientos generalizados y esfuerzos para distin-
tas curvaturas

Ahora vamos a presentar grupos de soluciones del sistema de
ecuaciones (41) para las dos secciones consideradas. Para ello
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Figura 9. Evolucion del valor del parimetro ©. (a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes coinciden; (b) seccién en la
que no lo hacen.

Figura 10. Evolucion del valor de y, coordenada del centro de esfuerzos cortantes respecto al polo principal.
(a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes coinciden; (b) seccién en la que no lo hacen.

Figura 11. Comparacion del parametro J* con el modulo de torsion J. (a) secciones abiertas; (b) seccion cerrada.

planteamos la solucion del problema genérico de una viga curva
de longitud [ dada y curvatura y variable, empotrada en ambos
extremos. El empotramiento considerado implica que todos los
grados de libertad del modelo (incluida la intensidad de alabeo ¢)
son nulos. La viga se somete en todos los casos a una carga unifor-
me g, =100 kN/m y a un par torsor uniforme m, =1 kN m/m.

4.3.1 Seccion en U

Para esta seccién se escoge una longitud de viga [ = 15 m y se
analiza una secuencia de curvaturas (referidas al centroide de la
seccion) que comprende desde la viga recta hasta una apertura
muy cercana a la de una semicircunferencia. En todos los casos,
la esbeltez torsional tiene valores bajos. Las curvaturas, aperturas
@, y esbelteces torsionales asociadas /, se recogen en la Tabla 1:

TABLA 1
Curvaturas, aperturas y esbelteces empleadas en el analisis de la viga con
seccion en U.

x(m™) 0 1/60 1/40 1/10
a, (rad) 0 0.037 0.127 0.487
Ao 3.20 3.21 3.26 4.04

Los resultados normalizados de las variables estaticas y ci-
nematicas para la seccién en U se representan en las Figuras
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13y 14. En la Figura 13 se observa como la flecha normali-
zada aumenta considerablemente con la curvatura, como es
esperable, y lo mismo sucede con el giro de flexion. El giro
de torsién cambia de sentido para curvaturas bajas ya que el
efecto torsional de la carga vertical dominante supera al de
la accion torsora distribuida; con curvaturas més altas el giro
de torsion presenta varios cambios de signo. La intensidad
de alabeo exhibe un comportamiento semejante, cambiando
de sentido con curvaturas bajas, y aumentando el namero de
ondas con curvaturas mayores.

Por lo que respecta a las variables estaticas normalizadas
(Figura 14), el cortante es practicamente idéntico para todos
los valores de la curvatura. El momento flector no tiene una
dependencia muy marcada de esta, y mantiene la forma del
diagrama. Sin embargo, el momento torsor deja de ser una
funcién lineal en cuanto la curvatura crece, y el bimomento,
como sucedia con la intensidad de alabeo, tiene un desarrollo
marcadamente diferente y valores extremos muy superiores
cuando la viga deja de ser recta.

4.3.2 Seccion en cajon

En este caso se analiza una viga de longitud [ = 2 m con la
misma secuencia de curvaturas que en el caso de la seccién en
U, a la que corresponden las aperturas y esbelteces torsionales



Figura 12. Esbeltez torsional en funcién de la longitud de la viga y de la curvatura. (a) secciéon en U; (b) seccién en cajén.

Figura 13. Variables cinematicas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de seccién abierta sometida a carga y par torsor
uniformes. (a) desplazamiento vertical normalizado; (b) giro de flexion; (c) giro de torsion; (d) intensidad de alabeo normalizada.

Figura 14. Variables estaticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de seccion abierta sometida a carga y par torsor uni-
formes. (a) esfuerzo cortante normalizado; (b) momento torsor normalizado; (c) momento flector normalizado; (d) bimomento normalizado.

Monleon, S., Lazaro, C. y Casanova, J. (2019) Hormigon y Acero; 70(289): 7-24 — 19



Figura 15. Variables cinematicas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de seccion en cajon sometida a carga y par torsor
uniformes. (a) desplazamiento vertical normalizado; (b) giro de flexion; (c) giro de torsion; (d) intensidad de alabeo normalizada.

Figura 16. Variables estaticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de seccién en cajén sometida a carga y par torsor
uniformes. (a) esfuerzo cortante normalizado; (b) momento torsor normalizado; (¢) momento flector normalizado; (d) bimomento normalizado.

recogidas en la siguiente tabla:

TABLA 2
Curvaturas, aperturas y esbelteces empleadas en el analisis de la viga con
seccion cerrada.

2(m™) 0 1/60 1/40 1/10 1/5 1/2.5
ay (rad) 0 0.004z 0016z 0064z  0.127z  0.255z
Ao 21.875 21.875 21.875  21.883  21.907  22.004

En la Figura 15 se observa que, en la pieza cerrada analizada,
la flecha y el giro de flexién normalizados no dependen prac-
ticamente de la curvatura. El giro de torsion y la intensidad de
alabeo si estan fuertemente influidas por la misma, y cambian
de sentido a medida que aumenta la curvatura por la misma
razén que en la pieza abierta.

En cuanto a los esfuerzos normalizados (Figura 16), el cortante
y el momento flector tampoco se modifican en la practica con
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la curvatura. Por el contrario, los valores extremos del momen-
to torsor y del bimomento crecen apreciablemente a medida
que lo hace la curvatura.

4.4 Influencia de la esbeltez torsional y de la curvatura en
la respuesta

En esta seccién vamos a emplear la descomposicién del torsor
introducida en la Seccién 3 con objeto de evaluar la influencia
de la esbeltez torsional y la curvatura en la respuesta estatica
de la viga. Para cada una de las secciones estudiadas (abierta y
cerrada) representamos, a partir de la descomposicién intro-
ducida en la Ecuacién (47), las siguientes fracciones del torsor
total:

El momento torsor de Saint-Venant:

GJ* (0. - x0,) (51



El bicortante o momento torsor de alabeo:

M; = (5= 1) M+ M~ 5G9 - y: Q. (52)

La correccion dependiente de la deformacion generalizada
de torsion:

(1 —wy— J*/1,) G, x, (53)
La correccion dependiente del cortante:
X7 Q, (54)

En la representacion grafica de las funciones que se explica a
continuacion, se ha empleado en todos los casos el siguiente
criterio para la leyenda de las graficas:

« La Curva 1 representa el momento torsor total.

« La Curva 2 representa la suma del momento torsor de
Saint-Venant mas el torsor de alabeo, mas la correcciéon
asociada a la deformacién de torsion.

« La Curva 3 representa la suma del momento torsor de
Saint-Venant mas el torsor de alabeo.

« La Curva 4 representa el momento torsor de Saint-Venant.

En todas las curvas se ha representado valores normalizados
(adimensionales). La parte sombreada del diagrama correspon-
de a la suma del torsor de alabeo (bicortante) mas los dos tér-
minos correctores. En el caso de curvatura nula, estos dltimos
se anulan y los diagramas obtenidos se corresponden con la
descomposiciéon esperada del torsor en la parte de Saint-Ve-
nant y la parte debida al alabeo.

4.4.1 Seccion en U

En la Figura 17 se representa la descomposicién (normalizada)
del torsor en la viga biempotrada con secciéon abierta de 1 m de
longitud en el caso de la viga recta (izquierda) y con una curva-
tura 1/10 m™ (derecha). Las esbelteces torsionales que corres-
ponden a estos dos casos son, respectivamente, 4, = 0.214, y
4, =0.270. Para estos valores tan bajos de la esbeltez, como era
de esperar, el torsor de Saint-Venant es despreciable, y practi-
camente la totalidad del torsor es consecuencia del alabeo de
la seccion. Para la viga curva, el valor del bicortante supera al
torsor total, y entran en juego los términos correctores, que en
este caso no son despreciables.

La Figura 18 recoge el caso de la viga de 30 m de longitud,
de nuevo recta o con curvatura 1/10 m™. Las esbelteces torsio-
nales asociadas son, respectivamente, 4, = 6.407, y 4, = 8.081.
En este rango de valores de la esbeltez, el torsor de Saint-Ve-
nant es practicamente nulo en las secciones de empotramiento,
y representa una fraccion apreciable del torsor total en seccio-
nes suficientemente alejadas de los extremos. Esta proporcion
se mantiene en el caso curvo, en el que el torsor total ya no
tiene una distribucion lineal.

4.4.2 Seccion en cajon

Las Figuras 19 y 20 reflejan la descomposicion del torsor en el
caso de una viga biempotrada con seccién en cajon. Para mos-
trar valores suficientemente diferentes de la esbeltez torsional, se
ha estudiado una pieza muy corta de medio metro de longitud
(Figura 19), y otra mas larga de 2 m (Figura 20), en los casos de
curvatura nula y curvatura 1/2.5 m™'. En la pieza corta, las esbel-
teces torsionales son 4, = 5.469 (viga recta), y 4, = 5.501 (viga
curva). En la viga de 2 m de longitud las esbelteces crecen hasta
A, =21.875 (viga recta), y A, = 22.004 (viga curva).

Figura 17. Descomposicién del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con seccién abierta de 1 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/10 m™'. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo, mas correccién asociada a la deformacién de
torsion; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 18. Descomposicién del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con seccién abierta de 30 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/10 m™'. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo, mas correccién asociada a la deformacién de
torsion; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, més torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.
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Figura 19. Descomposicion del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con seccién cerrada de 0.5 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/2.5 m™'. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo, més correccion asociada a la deformacion de
torsion; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 20. Descomposicién del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con seccién cerrada de 2.0 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/2.5 m™'. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo, més correccion asociada a la deformacion de
torsion; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, mas torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 21. Relacion entre el bicortante corregido y el torsor total, evaluados en s/ [ = 0.3, en funcion de la esbeltez torsional, para distintos valores
de la curvatura. (a) viga con seccion en U; (b) viga con seccién en cajon

En la viga recta de menor esbeltez, el comportamiento es
parecido al caso de seccién abierta, salvo por el hecho de que
en el empotramiento, el torsor de Saint-Venant no tiende a ser
nulo. En la viga recta de mayor esbeltez, como era esperable,
el bicortante es practicamente nulo salvo en secciones muy
proximas a los extremos, y su valor es en todo caso pequefio.

En los casos de seccién cerrada con curvatura (diagramas
de la parte derecha en las Figuras 19 y 20) sucede algo que
no se habia observado en la pieza recta: en valor absoluto, el
torsor de Saint-Venant supera al torsor total; el bicortante y los
términos correctores actdan entonces en sentido contrario al
primero para que la suma iguale al torsor total.

4.4.3 Sintesis de resultados
Para concluir la seccién de resultados hemos analizado la re-
lacién ¢ entre valores absolutos del bicortante corregido y del
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torsor total en funcion de la esbeltez torsional, para distintas
curvaturas. Entendemos por bicortante corregido la diferencia
entre el torsor total y el torsor de Saint-Venant.

IM,-GJ(0; - x0,)|

= 2> (55)

M|

Esta relacién es indicativa del mecanismo por el que se resiste

la torsién: cuando tiende a O la torsion se resiste como torsiéon

de Saint-Venant, y cuando tiende a 1, la torsion se resiste me-

diante alabeo de la seccién. Los resultados se recogen en la
Figura 21.

En ella se observa que en el rango de esbelteces pequefias
(seccion en U y pieza corta) la relacion ¢, evaluada en la sec-
cién s = 0.3, es cercana a 1 (lo que indica que la torsién se re-
siste por alabeo), y que en ese caso el aumento de la curvatura



produce fluctuaciones en ella. En la viga larga con seccién abierta
(esbelteces torsionales del orden de 8) ¢ llega a ser muy bajo en
la viga recta, pero la curvatura incrementa la fraccién de torsor
resistida por alabeo. La viga con seccién cerrada muy corta (esbel-
teces torsionales del orden de 5) {'presenta ratios en el entorno de
0.5, pero en este caso el comportamiento es divergente: a medida
que aumenta la longitud de la viga, en el caso recto o de curvatura
baja { decrece rapidamente, y la torsion es de Saint-Venant para
esbelteces superiores a 10, pero si la curvatura es alta, una fracciéon
importante del torsor se resiste por otros mecanismos.

La Figura 21 sintetiza por tanto el comportamiento de vi-
gas curvas de seccion abierta y cerrada en funcion de su esbel-
tez torsional y de su curvatura.

5.
CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

Dedicaremos las proximas lineas a subrayar los aspectos mas
relevantes del analisis de piezas curvas expuesto en este trabajo
y las conclusiones que de ¢l se extraen.

« El 4mbito del estudio se ha limitado a piezas con directriz
plana, que son las tnicas que pueden proporcionar sis-
temas auténomos. Esto no merma su interés, ya que esta
condicién se cumple en la mayoria de las estructuras de
ingenieria civil, y en particular en los puentes.

« Se han establecido y analizado las condiciones de desaco-
plamiento de las respuestas arco y viga curva. Incluso para
el modelo mas elemental, el MVS, esto solo lo garantiza
la directriz plana. Por el mismo motivo se ha adoptado un
segunda restriccién, que la seccién sea simétrica respecto
al plano osculador de la directriz; a falta de profundizar en
este aspecto, esperamos que suavizando esta condicion se
puedan obtener soluciones suficientemente aproximadas.
Es una de las lineas por las que continuara este trabajo.

« Se han obtenido las ecuaciones generales de la viga plana
con curvatura variable, Ecuaciones (41), que evidencian el
acoplamiento torsién-flexion. La formulacion es aplicable
a cualquier tipo de seccién transversal de la viga que cum-
pla el requisito de simetria asociado al desacoplamiento de
las respuestas, sea abierta o cerrada.

« Se ha justificado que, para el tipo de piezas considerado en
el estudio, se pueden identificar la directriz material y la
directriz principal.

« Asi mismo, se ha mostrado que, para tales piezas, los para-
metros I, I e [;que incorporan la curvatura en su definicion,
se pueden sustituir por los momentos de inercia y el médulo
de alabeo de la pieza recta practicamente sin error cuan-
do el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes estin
muy préximos, y con un error pequefio cuando no lo estan.
Ademis, se ha argumentado que el pardmetro J* se puede
aproximar por el médulo de torsién de la pieza recta cuando
la seccién es cerrada. La deduccion de las condiciones en las
que se podria adoptar un valor de y. e I,; independiente de
la curvatura, lo cual simplificaria notablemente el anélisis
de piezas de curvatura variable, queda pendiente para de-
sarrollos posteriores.

« Se ha identificado la esbeltez torsional como pardmetro

que gobierna la solucion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales de la viga curva.

« El valor de la esbeltez depende fundamentalmente de la
forma de la seccién transversal y de la longitud de la viga,
y en mucha menor medida de la curvatura. Esto altimo es
especialmente cierto en secciones cerradas, en las que la
esbeltez es practicamente independiente de la curvatura.

« Se ha propuesto una descomposicién del torsor total en
una fraccién asimilable al torsor de Sain-Venant, otra
que denominamos bicortante, que coincide con el tor-
sor de alabeo en la pieza recta, y otras dos fracciones
correctoras, dependientes de la deformacién generaliza-
da de torsion y del cortante, que tienden a cero con la
curvatura.

« A partir de esta descomposicion, se ha estudiado la relacion
entre la torsion resistida por alabeo y la torsion total en
funcion de la curvatura y de la esbeltez. Los resultados se
han expresado en forma grifica y muestran cémo, al con-
trario que en la viga recta, en vigas curvas ambos tipos de
torsion son relevantes incluso con esbelteces altas.

Por tltimo, el computo de la distorsion de la seccion transver-
sal, que Manterola también abordé para la viga recta en [1],
podria llevarse a cabo en la viga curva con el mismo esquema
general que el desarrollado para la torsion. Bastaria ampliar la
hipétesis cinemética (16), incorporando al vector de desplaza-
mientos generalizados del modelo dos componentes adiciona-
les: la intensidad de distorsion y,(s) y la intensidad de alabeo
de distorsion ¢ (s), conjugadas con un patrén de alabeo de dis-
torsion w,(v,2), tal y como se muestra en [15].

0.
LISTA DE SIMBOLOS

SIMBOLOS GENERALES

r Curva directriz material de la pieza alargada (lugar
geométrico de los centros de gravedad de las seccio-
nes)

p Vector posicion de los puntos de la directriz material

¥,,%, Coordenadas del eje principal en la seccién transversal,
referidas al centro de gravedad

r Curva directriz principal de la pieza alargada

s Longitud de arco sobre la directriz principal

%x(s)  Curvatura de la directriz principal

P Vector posicion de la directriz principal

v,z Coordenadas en la seccién transversal, referidas al eje
principal

u Determinante del tensor métrico del espacio viga,
igual a 1- yy

SIMBOLOS RELACIONADOS CON LA TEORIA UNIFICADA

d’(s,y,z) Vector de desplazamientos del solido tridimensional,
de tres componentes

u(s)  Vector de desplazamientos generalizados del modelo
unidimensional

h(y,z) Operador cinemitico caracteristico del modelo pro-
puesto. Relaciona los desplazamientos generalizados
del modelo con los del sélido
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e*(s,y,z) Vector de deformaciones del sélido tridimensional,
de seis componentes

e(s)  Vector de deformaciones generalizadas del modelo
unidimensional

B, Matrices de deformacién (Relacionan las deformacio-
nes generalizadas del modelo con las del sélido.)

Q(s) Vector de densidades lineales de carga (se aplica al
modelo unidimensional)

F(s,u,e) Densidad lineal de energia potencial del modelo unidi-

mensional
C Operador constitutivo del solido
D, Operadores constitutivos del modelo unidimensional
f(s) Vector de esfuerzos del modelo unidimensional
H(s) Operador de equilibrio del modelo unidimensional
D,, Operador de acoplamiento del modelo unidimensio-
nal

E(s)  Vector estado del modelo. Agrupa los desplazamientos
y esfuerzos, incognitas del problema

W(s) Operador Wronskiano del modelo. Relaciona el vector
estado con su primera derivada

G(s) Operador fundamental principal. Resuelve el proble-
ma de equilibrio homogéneo y permite construir la
solucién del problema de valores iniciales asociado a
W asi como resolver los problemas de contorno de la
pieza de curva

SIMBOLOS RELACIONADOS CON EL MODELO DE VIGA CURVA

Ve Coordenada del centro de torsién (referida al eje prin-
cipal)

v,z  Coordenadas en la seccion transversal referidas al cen-
tro de torsion

®(y,z) Alabeo unitario o patrén de alabeo de la seccion trans-
versal

w(s)  Desplazamiento transversal de los puntos de la direc-
triz

0,(s) Rotacion de eje tangente a la directriz de las secciones
transversales

6,(s)  Rotacion de flexion de las secciones transversales

o(s)  Intensidad de alabeo

Q,(s) Esfuerzo cortante

M,(s) Momento torsor

M,(s) Momento flector

B,(s) Bimomento

M,(s) Bicortante o momento torsor de alabeo

A Area de la seccion transversal

I, I, Momentos de inercia y producto de inercia referidos al

eje principal

I, Momento polar de inercia con respecto al eje principal

I, Modulo de alabeo y producto de alabeo de la seccion

W @ Nuevas constantes estiticas seccionales referidas al

centro de torsion

w, Resultado de referir la constante al eje principal

x;, ve Nuevos parametros dependientes de la curvatura

k3, J©  Modulo de torsion corregido por efecto de la curvatu-
ra
Ao Esbeltez de torsion de la viga curva
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