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La sección abierta y cerrada bajo solicitación excéntrica… en una viga 
curva. Un tributo a Javier Manterola

The open and closed cross-section under eccentric loading... on a curved beam.
A tribute to Javier Manterola
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r e s u m e n

En este artículo se desarrolla una formulación elástico-lineal exacta para el análisis de vigas curvas de directriz plana. El propósito 
es idéntico al de un artículo que Javier Manterola publicó en 1976: profundizar en el comportamiento de las piezas esbeltas cuan-
do estas se ven solicitadas excéntricamente por cargas transversales. Al incorporar la curvatura en la formulación, aparecen nuevos 
parámetros seccionales que condicionan el comportamiento de la pieza, cuya respuesta queda gobernada por la esbeltez torsional. A 
continuación se ha estudiado la relación de estos parámetros con la curvatura, y finalmente se ha evaluado la respuesta estructural de 
vigas de sección abierta y cerrada en función de la curvatura y de la esbeltez torsional. Este trabajo proporciona un método riguroso 
para evaluar la respuesta de las vigas curvas frente a la torsión, y constituye una extensión de los criterios tradicionalmente estable-
cidos para vigas rectas.
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a b s t r ac t

In this paper, an exact linear-elastic formulation for the analysis of curved beams with planar centerline has been developed. The 
purpose is identical to that of an article which Javier Manterola authored in 1976: to deepen in the behavior of beams when they are 
eccentrically loaded by transverse forces. When incorporating curvature in the formulation, new sectional parameters appear; they con-
dition the structural behavior of the beam, which is governed by the torsional slenderness. The relation between these parameters and 
the curvature has been studied. Finally, the structural response of beams of open and closed cross-section has been evaluated in terms 
of curvature and torsional slenderness. This work provides a rigorous method to assess the response of curved beams under torsion and 
is therefore an extension of the traditionally established criteria for straight beams.
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1.
introducción

En el año 1976 la A.F.C.E. (Agrupación de Fabricantes de 
Cemento de España) publicó el Nº15 de su Serie Monográfica, 
dividido en tres volúmenes denominados Puentes I, II y III. En 
el segundo de ellos (Figura 1), Javier Manterola presentó un 
formidable artículo [1] que tituló La sección abierta y cerrada 
bajo solicitación excéntrica, en el que mostró con maestría cómo 

la resistencia de materiales y en particular la teoría de vigas 
rectas podía extenderse más allá del modelo elemental de viga 
de Navier-Bernoulli-Timoshenko –que en lo sucesivo denomi-
naremos Modelo de Viga Simple, o más brevemente MVS– 
adoptando para ello una intensidad de alabeo independiente 
de la intensidad de la rotación torsional al analizar la torsión no 
uniforme de vigas cajón y computando los efectos globales de 
flexión, torsión y distorsión producidos, en servicio, por las car-
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gas excéntricas sobre este mismo tipo de tableros, así como su 
evolución hasta rotura, evaluada mediante ensayos. Este traba-
jo formaba parte de una iniciativa mucho más amplia de Javier 
Manterola, orientada a la divulgación de nuevos métodos de 
cálculo especialmente apropiados para el análisis de tableros 
de puentes [2, 3], con el fin de actualizar y mejorar la praxis 
estructural en la España de la década de 1970. En particular, en 
lo que al modelo viga se refiere, destacaban las publicaciones 
de Vlassov [4] y Kollbrunner y Basler [5], referencias clave en 
el artículo del que hemos partido.

Nuestra modesta contribución al reconocimiento colectivo 
del inmenso trabajo desarrollado por Javier Manterola Armi-
sén, ingeniero y profesor a lo largo de más de 50 años, consis-
tirá en extender el problema anterior a las vigas curvas, como 
un primer paso hacia su generalización a los tableros de planta 
curva. 

El problema de las piezas de directriz curva ha preocupado 
a los ingenieros desde hace mucho tiempo. El primero del que 
se tiene noticias de que lo abordara fue Kirchhoff [6], a media-
dos del siglo XIX. Desarrolló un modelo de viga muy esbelta, 
sin limitación en los desplazamientos de la directriz, conside-
rando la deformabilidad de la sección debida al efecto Poisson 
y al alabeo torsional. Es válido para secciones macizas o cerra-
das en las que el centro de gravedad y el centro de esfuerzos 
cortantes pueden suponerse coincidentes. Aproximadamente 
en la misma época, Winkler [7] planteó un modelo lineal de 
viga curva, que se convirtió en la base de la formulación de este 
problema incluida en los manuales clásicos, como Timoshenko 
[8] o Courbon [9], que se centran en el problema del arco.

En 1959 Anderson [10] investigó las tensiones en vigas 
curvas con sección en doble T y en cajón, y proporcionó ta-
blas y fórmulas para determinarlas. Posteriormente, Samartín 
y González de Cangas [11] dedujeron las ecuaciones gene-
rales del comportamiento de vigas curvas en el espacio y las 
aplicaron al caso de la viga balcón. El estudio no considera el 

alabeo torsional ni la posible excentricidad del centro de es-
fuerzos cortantes. El trabajo de Gimena et al. [12] sistematiza 
el planteamiento exacto del problema basándose en hipótesis 
similares (sin consideración del alabeo). Cabe mencionar tam-
bién otros estudios analíticos más recientes relacionados con la 
torsión de vigas como Barretta et al. [13] y Romano et al. [14], 
que tratan de la distribución de tensiones debidas a la torsión 
en vigas rectas de sección arbitraria, y de la posición relativa de 
centros de torsión y de cortante, respectivamente.

En las últimas décadas, la investigación en vigas curvas 
se ha centrado en la resolución numérica del problema em-
pleando modelos de elementos finitos, y específicamente en el 
tratamiento de la principal dificultad asociada: el bloqueo de 
cortante y de membrana [15-18]. En el ámbito de las vigas con 
grandes desplazamientos, Reissner [19] desarrolló una teoría 
no lineal sin considerar alabeo de la sección, que fue la base 
para la formulación de modelos de elementos finitos como los 
desarrollados por Simó, primero sin incorporar alabeo [20] y 
más adelante considerándolo [21].

Nuestra aportación consistirá en el desarrollo de las ecua-
ciones exactas de la formulación lineal del problema de la viga 
curva de directriz contenida en un plano, con sección abierta o 
cerrada, considerando tanto el alabeo torsional como la posible 
excentricidad del centro de esfuerzos cortantes. Esto amplia el 
ámbito de aplicación de las referencias clásicas [8,9] y también 
de la referencia [11], más reciente.

Para ello, comenzaremos por unas consideraciones genera-
les sobre las piezas curvas, de carácter geométrico, acompaña-
das de algún resultado mecánico apropiado para nuestros de-
sarrollos futuros. A continuación, en la sección 3, abordaremos 
la parte central del trabajo, que consiste en la formulación de la 
estática lineal de la viga curva sometida a cargas transversales, 
desarrollada en el marco de la teoría unificada de vigas (UBT 
por sus siglas en inglés) [22]. Esta formulación permite, sin 
abandonar el modelo viga, identificar las características mecá-

Figura 1. Portadas del Nº15 —Puentes II— de la Serie Monográfica de la A.F.C.E. y del artículo de Javier Manterola.
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nicas de la sección que influyen en la respuesta, y definir la 
esbeltez torsional como parámetro que gobierna (junto con la 
curvatura) el reparto de la torsión entre la parte de Saint-Ve-
nant y la parte debida al alabeo. El problema estudiado no ha 
sido tratado en la citada referencia y constituye por tanto una 
aportación original. En la sección 4 estudiaremos en primer 
lugar la influencia de la curvatura en los parámetros asociados 
a la sección transversal en tres tipos de sección: rectangular 
hueca, doble T y U; a continuación se llevará a cabo un estudio 
paramétrico (basado en las expresiones obtenidas en la sección 
3) de la influencia de la esbeltez torsional y la curvatura en la 
respuesta cinemática y estática de la viga, que muestra el po-
tencial de la formulación presentada como herramienta para 
evaluar la respuesta de vigas curvas frente a torsión y profundi-
zar en la comprensión del fenómeno. Finalmente, cerraremos 
el artículo con las conclusiones pertinentes y algunas sugeren-
cias para desarrollos futuros. En la sección 6 se incluye una lísta 
de los símbolos más relevantes.

2.
consideraciones generales sobre las piezas 
curvas: el arco y la viga curva

En esta primera sección del artículo nos proponemos describir 
el marco geométrico en el que se desarrollará el análisis, justi-
ficar la elección de un sistema de referencia específico basado 
en considerar una curva particular –a la que llamaremos eje 
principal– como directriz de la pieza, mostrar los valores que 
adoptan ciertas propiedades geométricas en esta referencia y, 
finalmente, exponer en qué condiciones las respuestas de arco 
y de viga curva se presentan desacopladas. Para ello nos basa-
remos en el MVS, que determina el modelo más elemental de 
viga curva.

En primer lugar, conviene reflexionar sobre el problema 
de la elección del sistema de referencia y de la curva directriz 
Γ(s) en el caso más elemental de las piezas alargadas de sección 
constante. La respuesta del sólido es independiente del sistema 
de referencia seleccionado para formular el problema, sin em-
bargo, el modelo matemático que se genera sí que es tributario 
de esta elección. Esto introduce la posibilidad de escoger el sis-
tema de referencia de tal forma que la resolución del modelo 
resulte más sencilla.

En lo sucesivo denotaremos por  y denominaremos di-
rectriz material de la pieza al lugar geométrico de los centros 
de gravedad G de las secciones transversales, reservando el 
símbolo Γ y la denominación directriz principal para el lugar 
geométrico de los puntos ocupados por nuevo polo O, cuyas 
propiedades estableceremos más adelante. Ambas curvas que-
dan relacionadas por sus vectores posición P̃ y P mediante la 
fórmula  P = P̃ + ỹ0 ñ + z̃0b̃. En ella, ñ y b̃ son los vectores normal 
y binormal del triedro intrínseco de la directriz material, mien-
tras que  ỹ0 y z̃0 definen las coordenadas de la intersección de la 
directriz principal con una sección transversal genérica, referidas 
a la parametrización material del sólido, basada en la directriz . 

A continuación, vamos a interesarnos por el modelo más 
elemental de pieza alargada, formulándolo en la referencia ba-
sada en la directriz principal Γ. Según el MVS, sus desplaza-
mientos generalizados son u(s)={u,v,w,θs,θy,θz}T y no incluyen 

el alabeo torsional. Las deformaciones generalizadas, de acuer-
do con [22, fórmulas (3.1)], resultan

εs =       – χv           κs =      – χθy 
du
ds

dθs

ds

γsy =       – χu– θz    κy =       + χθs (1)

γsz =       + θy          κz =        

dv
ds

dw
ds

dθy

ds

dθz

ds

donde χ(s) es la curvatura de la directriz Γ(s).
Agrupando en el vector e (s)={εs,γsy,γsz,κs,κy,κz}

T las defor-
maciones generalizadas, la densidad lineal de energía poten-
cial del modelo puede escribirse como

1
2

F (s, u, e) =        eT D11 e − uTQ (2)

donde Q(s)={qs ,qy ,qz ,ms ,my,mz}T es el vector densidad li-
neal de carga generalizada consistente con los desplazamien-
tos generalizados u(s) del MVS, y el operador constitutivo 
D11 se calcula como sigue [22, fórmula (2.34)]

dA
μD11 =      BT CB1 μ dA =     hT Ch (3)1

El escalar μ=1−χy permite expresar el diferencial de volu-
men del sólido como dV=μdsdydz; la matriz constitutiva C y 
el operador cinemático h(y,z) están definidos en [22, fórmulas 
(2.20) y (2.85)]. De todo ello resulta, en nuestro caso

D11 =   (4)

EA 0 0 0 ESy –ESz

0 GA 0 –ESy 0 0

0 0 GA ESz 0 0

0 –ESy ESz GI0 0 0

ESy 0 0 0 EIy –EIyz

–ESz 0 0 0 –EIyz EIz

con

dA
μ

dA
μ

dA
μ

dA
μ

dA
μ

dA
μ

A =              ,    Sy =     z         ,   Sz =     y 

Iy =     z2        ,    Iyz =    yz        ,   Iz =     y2 

(5)

e Ī0=Īy+Īz. Conviene subrayar que la composición del ope-
rador D11 dada en (4) es válida cualquiera que sea la geometría 
de la curva directriz (plana o alabeada).

Se define la directriz o eje principal de la pieza curva me-
diante la propiedad siguiente

dA
μ

dA
μSy =     z       = 0    ,    Sz =     y       = 0 (6)

Por lo tanto, las coordenadas en sección transversal del polo 
O que lo determina, referidas al centro de gravedad de la mis-
ma, son



dA
μ

dA
μ

dA
μ

dA
μ

y0 =                                 ,     z0  = (7)
y z

Apoyándonos ahora en la Figura 2, obtenemos las siguien-
tes relaciones de transformación

y = y – y0       ,     z  = z – z0

R = R – y0       ,   r = R – y = R – y
(8)

De la última se deduce además que

Rμ = Rμ = r (9)

Por otra parte, las constantes estáticas recogidas en (5) me-
recen un estudio más detallado. En particular, la definición del 
escalar μ permite escribir

dA
μSz =     R(1–μ)       = R(A–A) (10)

Y, como S-z = 0 por (6), se cumplirá

dA
μA =        = A   (11)

La parametrización adoptada, en adelante parametrización 
principal, asociada a la selección de la directriz expresada por 
las fórmulas (7), simplifica notablemente la formulación, pues-
to que con ella la composición del operador constitutivo D11 
resulta cuasi-diagonal y la función lagrangiana F(s,u,e), defini-
da en (2), resulta

1
2

1
2

F (s, u, e) =        eT D11 e − uT Q

(12)=         EAε s+GA (γ sy+ γ sz)+GI0 ks +EIy ky
22 2 2 2

– 2EIyz ky kz+EIz kz   − (uqs + vqy + wqz + θsms + θymy + θzmz )2

En esta expresión cada sumando corresponde a un modo 
de deformación del modelo (extensión, cortante, torsión y fle-
xión), y su simple observación nos indica de forma inmediata 
que, en general, las flexiones están acopladas, salvo que se can-
cele el coeficiente Īyz.

Hablemos ahora de vigas y arcos. A priori, la simple orienta-
ción de la pieza de directriz plana en el espacio parece sugerir 
la clasificación indicada en el título de esta sección: denomina-
ríamos viga curva a aquel elemento simple cuya directriz Γ (s) 
reside en el plano horizontal y reservaríamos el término arco 
para el caso complementario, cuando el plano de la curva di-
rectriz es vertical. Sin embargo, esto no es suficiente. Para que 
tenga sentido distinguir entre la respuesta de arco y la de viga 
curva es necesario que cada una se pueda determinar por sepa-
rado, y ello depende no solo de la posición espacial de la pieza, 
sino también de la forma de la sección transversal. Para evaluar 
la influencia de esta, conviene considerar conjuntamente la 
fórmula de las deformaciones generalizadas (1) y la estructura 

de la densidad lineal de energía potencial del modelo, Ecuación 
(12), recordando que ambas corresponden al MVS y la última 
está asociada a la parametrización principal. Se puede observar 
como las componentes εs, γsy y κz son funciones lineales de los 
desplazamientos generalizados {u,v,θz} que se desarrollan en el 
plano de la directriz, mientras que γsz, κs y κy lo son de {w,θs,θy}, 
desplazamientos transversales a este plano. En consecuencia, 
para que el comportamiento arco se desacople de la respuesta 
de viga bastará que Īyz = 0, obteniendo entonces que la densidad 
lineal de energía potencial del arco resulta

1
2

F (s, u, e) =        (EAε s+GAγ sy+ EIz κz )

(13)

2 2 2

− (uqs + vqy + θzmz )

mientras que la correspondiente a la viga curva valdrá

1
2

F (s, u, e) =        (GAγ sz+ GI0 κs+EIy κy )

(14)

2 2 2

− (wqz + θsms + θymy )

La condición de desacoplamiento anterior se satisface sis-
temáticamente si la sección transversal de la pieza es simétrica 
respecto al plano z=0, plano osculador de la curva Γ(s), que 
la contiene.

3.
la viga curva

En este apartado nos proponemos establecer las ecuaciones 
que gobiernan la respuesta de una pieza de directriz plana y 
sección transversal simétrica respecto al plano osculador de la 
directriz, restringiéndonos al caso de la viga curva y teniendo 
en cuenta el alabeo torsional. Así pues, los grados de libertad 
a considerar serán {w,θs,θy,φ}, donde al desplazamiento w y los 
giros θs y θy propios del MVS se ha añadido la intensidad de 
alabeo φ. La Figura 3 muestra este tipo de pieza, así como los 
desplazamientos generalizados y los esfuerzos consistentes, 
correspondientes al MVS; no aparecen, pues, los desplaza-
mientos generalizados y esfuerzos relacionados con el alabeo, 
de difícil representación gráfica.

Figura 2. Sistemas de referencia material y principal de la pieza curva 
con directriz plana, sección por el plano osculador (z = 0).
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Figura 3. Sistema de referencia intrínseco, desplazamientos y esfuerzos generalizados de una viga circular.

3.1  Deducción de las ecuaciones que gobiernan el 
problema

En el marco de la UBT, la hipótesis cinemática se expresa a 
través de la matriz h(y,z) [22, pág. 25] mediante

d* (s, y, z) = h(y, z) u(s) (15)

que, en nuestro caso, se desarrolla en componentes como

u* (s, y, z) 0      0     z   ω(y,z)

1      y     0      0

v* (s, y, z)     =    0    −ẑ     0      0 (16)

w* (s, y, z)

w(s)
θs(s)
θy(s)
φ(s)

siendo  ω̂(y,z) el alabeo unitario de la sección transversal, 
φ(s) la intensidad de alabeo, (yC,zC) las coordenadas del centro 
de esfuerzos cortantes –nótese que zC=0 por la condición de 
simetría de la sección– e  ŷ = y − yC  y  ẑ = z − zC. Con estas últi-
mas relaciones, todos los elementos del operador h(y,z) quedan 
referidos al sistema principal de la pieza mientras que los des-
plazamientos debidos a la rotación de eje longitudinal tienen 
su polo en el centro de esfuerzos cortantes.

En cuanto a estática, para la viga curva tendremos [22, fór-
mula (2.24)]

f(s) =   hT t*dA = dA=

0     0     1
σs

0    −ẑ     y τsy
z      0     0

τsz
 ω̂(y,z)  0     0

Qz

Ms

My

Bω

(17)

que muestra como el vector de esfuerzos f (s) incluye las 
componentes de esfuerzos de flexión estándar, cortante y mo-
mento flector

Qz =    τ sz dA    ,    My =    zσs dA (18.a)

y las propias de la torsión, momento torsor y bimomen-
to, ambas referidas al centro de esfuerzos cortantes, que actúa 
como polo de la torsión

Ms =   (yτsz – ẑτsy)dA =  (yτsz – ẑτsy)dA – yC Qz       , 

Bω =    ω(y,z)σs dA (18.b)

El sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna la res-
puesta de la viga curva [22, ecuaciones 2.42] depende de la 
matriz de equilibrio H, la matriz de acoplamiento  ̂D00 y el ope-
rador constitutivo D11. Para establecer las matrices H y D̂00 se 
requiere conocer los operadores D00, D01 y D11. [22, página 34] 
que quedan definidos en [22, ecuación 2.34]. A continuación 
procedemos a obtenerlos. Para ello se parte de los resultados 
generales para el cálculo de las matrices de deformación del 
sólido [22, ecuación (2.13)]

ε s =     (u,s – χv )

γsy = u,y +     (v,s + χu ) (19)

γsz = u,z +     w,s )

1
μ

1
μ
1
μ

Llevando las expresiones de la Ecuación (16) a estas fór-
mulas se obtiene

ε s =     [z (θy + χθs ) + ωφ' ] 

γsy =     [z (χθy – θs )+(χω+μω,y)φ] (20)

γsz =     (w +μθy+ yθs+ μω,zφ)

1
μ

1
μ
1
μ

'

'

' '

La matrices de deformación B0 y B1, que intervienen en el 
cálculo de D00, D01 y D11, resultan de factorizar las deformacio-
nes anteriores, componentes del vector e*(s,y,z), en u(s) y u' (s) 
[22, ecuación 2.12]

 0 χz 0 0 

 0 0 z ω 

 0 0 0 μω,z 

 0 y 0 0 

1
μ

1
μ

1
μ

B0 =

B1 = h

 0 0 χz χω+μω,y 

 0 –z 0 0 

(21)

Los operadores constitutivos Drs se definen mediante la ex-
presión (2.34) de [22]. El primero de ellos, D00, resulta

Monleón, S., Lázaro, C. y Casanova, J. (2019) Hormigón y Acero; 70(289): 7-24 – 11



donde se han introducido las constantes estáticas

dA
μ

dA
μ

dA
μ

dA
μ

I0 = Iy+ Iz    con     Iy =     z2           ,     Iz =     y2

I ω̂ =     ω2                    ,         Iyω =     zω

W =    [(ω,y)2 + (ω,z)2 dA=   (zω ,y – yω ,z ) dA

Ω =    {(ω2),y – y [(ω,y)2 + (ω,z)2 ]} dA

(23)

junto con

W0 =    (zω,y – yω ,z )dA

     = W– (yC + zC )A– χ(yC Iz + zC Iyz)

     = W– yC (yC A + χ Iz)

2 2 (24)

Análogamente, el bloque D01 es

dA
μ= 

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 0 χEz2 χEzω 

 0 0 χEIy χEIyω 

 GA –(yC GA)+χGI0 0 0 

 yC GA+χGIz –(GW+χGIyω) 0 0 

 Gμ G(μŷ–χ z2)  0 0 

 Gμω,z G[μŷω,z–z(χ ω +μω,y)] 0 0 

=

(25)

D01 =     BT CB1 μdA0

Este resultado se ha obtenido teniendo en cuenta la si-
guiente propiedad del alabeo unitario (para el tipo de seccio-
nes considerado)

ω,y dA =     zdA =     (z – zC)dA

ω,z dA = –   ydA = –   (y – yC)dA

=     zdA – zCA =    (1 – χy)z       = 0

= yCA –   ydA = yCA –   (1 – χy)y

= yCA + χ Iz

dA
μ

dA
μ

(26)

Finalmente, el bloque constitutivo D11 vale

= 

 G Gy 0 0 

 Gy G(y 2–z2)  0 0 

 0 0 Ez2 Ezω 

 0 0 Ezω Eω2 
(27)

D11 =     BT CB1 μdA1

 GA –yC GA 0 0 

 –yC GA GI0 + yCGA 0 0 

 0 0 EIy EIyω 

 0 0 EIyω EIω 

dA
μ

=

Con los resultados anteriores, estamos en condiciones de 
calcular la matriz de equilibrio de la viga curva, [22, página 
34], igual a

H = D01 D11 (28)

obteniendo sucesivamente

   0 0 

   0 0 

 0 0   

 0 0   
1

(1– ε)EIyω

1
(1– ε)EIω

1
(1– ε)EIy

1
(1– ε)EIyω

=D11

1
GA

 yC

GA
+

 yC

GI0

 yC

GI0

 1
GI0 (29)

dA
μ

D00 =     BT CB0 μdA0

= 

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 χ2Ez2 0 0 

 0 χ2EIy 0 0 

 0 0 GA + χ2GI0 yCGA + χ(GW0+GIz)+χ2GIyω

 0 0 yCGA + χ(GW0+GIz)+χ2GIyω GW+ χGΩ+χ2GIyω

 0 0 G(χ2z2+μ2) G[ χ z (χω+μω,y)+μ2ω,z]

 0 0 G[ χ z (χω+μω,y)+μ2ω,z]  G[ (χω+μω,y)2 + (μω,z)2] 

=

(22)
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donde ε = Ī 2
yω̂  / Īy Īω̂ , y

 0 0 0 0 

 0 0 χ 0 

 1– χyC –χ 0 0 

 yC –κ0 0 0 

H = D01 D11 = (30)

con unos nuevos parámetros estáticos yC*, κ0 y κ0* definidos 
a continuación. El primero de ellos tiene dimensión de longi-
tud mientras que los restantes son adimensionales.

W0

I0

W0+ χ Iyω

I0

Iz

A
κ0 =          ,   κ0 =                 ,   rz =

yC = (1– κ0) yC + χrz

(31)

En cuanto a la matriz de acoplamiento [22, página 34], 
esta adopta el siguiente valor

que, de manera más compacta, escribiremos

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 0 0 κ0GJ

= (33)D00

donde el valor de J* se deduce de la simple comparación de 
ambas expresiones.

Nos interesaremos a continuación por las deformaciones 
generalizadas e(s) consistentes con los esfuerzos f(s) presen-
tados y evaluados estáticamente en la Ecuación (17). En la 
formulación general [22, página 36], estas se definen como 
e(s)=HT u + u' y aplicando ahora el resultado obtenido para la 
matriz de equilibrio –Ecuación (30)–, se llega a un conjunto de 
expresiones compactas para sus cuatro componentes

 0 0 1– χyC yC ω ω

θs θs

θy θy

φ φ

 0 0 – χ –κ0 

 0 χ 0 0 

 0 0 0 0 

= +

e(s)=HT u + u' 

(34)

Por lo tanto

γsz w' + (1– χyC) θy + yC φ

θ's  – χθy – κ0 φ

θy + χ θs

κs

κy

φ' φ'

=e(s) = (35)

Con todo ello, los esfuerzos f(s) se pueden expresar como 
[22,ecuación 2.51]

γsz Qz

κs Ms

κy My

φ' Bω

(36)

f(s) = D11 e(s)

= =

 GA –yCGA 0 0 

 –yCGA GI0+yCGA 0 0 

 0 0 EIy EIyω 

 0 0 EIyω EIω 

Estas relaciones exhiben el acoplamiento 
constitutivo existente entre flexión y torsión, 
que afecta tanto al cortante Qz y al momento 
torsor Ms como al momento flector My y al 
bimomento Bω, los primeros producidos por 
las tensiones tangenciales τsy*,τsz* y estos últi-
mos debidos a las tensiones normales σs* —ver 
definiciones estáticas (18)—. Finalmente, la 
densidad lineal de energía potencial de la viga 
curva vale [22, tabla II.1]

1
2

1
2

F (s, u, e) =     (eT D11e + uT D00u) – uTQ 

– (wqz + θs mz + θy my + bω φ )

  =       GAγsz – 2yCGAγsz ks + GIc ks  + EIy ky

+2EIyω ky φ'  + EIω (φ'  )2 + k0GJφ 2

(37)

donde el vector Q(s) = {qz,ms,my,bω}T recoge las densidades 
lineales de cargas generalizadas distribuidas a lo largo del mo-
delo, e ĪC = Ī0 + y2

C A.
En la formulación lineal del problema, las ecuaciones que 

gobiernan el equilibrio de una viga curva de directriz plana 
adoptan la forma siguiente [22, ecuación (2.42)]

(38)E' (s) = W(s) E(s) – F(s)

o bien

u' (s) u (s) 0

Q(s)

–  HT D11

D00 Hf' (s) f (s)
= – (39)

Llevando a esta fórmula la composición de las matrices de 
equilibrio H(s) y de acoplamiento D̂00 (s), se consigue una es-

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 0 0 0 

 0 0 0 (1– κ0)GW– yC yC GA+χG[Ω– (yC Iz+κ0Iyω)]+χ 2 GIω

=
(32)

D00 = D00 – D01 D11 D10
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critura simple del operador W(s), válida para analizar de forma 
exacta el equilibrio de vigas curvas de directriz plana Γ(s) con 
forma arbitraria y sección transversal simétrica respecto al pla-
no que contiene a Γ(s). Esta es la siguiente

Así pues, las ecuaciones diferenciales del problema son

(41)

1
1– ε

1
1– ε

= –(1– χ yC) θy – yC φ +        + yC

= χ θy+ κ0 φ + 

= – χ θs+                  – ε

=                   – ε

= – qz

= χ My – ms

= (1– χ yC)Qz– χ Ms– my

= κ0 GJ*φ + yC Qz – κ0 Ms – bω

dw
ds

dθs

ds

dθy

ds

dφ
ds

dQz

ds

dMs

ds

dMy

ds

dBω

ds

Qz

GA
Ms+ yC Qz

GI0

Ms+ yC Qz

GI0

My

EIy

Bω

EIyω

Bω

EIω

My

EIyω

3.2  Descomposición del momento torsor. Esbeltez de torsión

Resulta oportuno analizar la estructura del momento torsor 
Ms. Para ello, volvamos a la última ecuación del sistema (41) y 
sobre ella definamos el bicortante como

Mω = –(Bω+ bω) = κ0 (Ms– GJφ) – yC Qz (42)

Es sencillo comprobar, a partir de la fórmula (36) y las de-
finiciones de γsz y κs facilitadas en (35), que

∂F
∂φ = Bω = –(Mω+ bω) (43)

Ahora sumemos y restemos el momento torsor Ms al 
miembro de la derecha de la Ecuación (42)

Mω = (κ0 – 1) Ms + Ms – κ0 GJφ – yC Qz (44)

reordenemos esta expresión para obtener

Ms = (1 – κ0) Ms + Mω + κ0 GJφ – yC Qz (45)

a continuación, sustituyamos yC* por su definición (31) y 
hagamos uso de las expresiones constitutivas de Qz y Ms para 
llegar a

(46)

Ms = (1 – κ0) (Ms + yC Qz) + Mω + κ0 GJ φ + χ rZ Qz

= (1 – κ0) GI0 κs + Mω+ κ0 GJ φ + χ rZ Qz

= (1 – κ0 – J*/ I0) GI0 κs + (J*/ I0) GI0 κs

    + Mω + κ0 GJ*φ + χ rZ Qz

= (1 – κ0 – J*/ I0) GI0 κs + GJ*(κ0 φ + κs) + Mω+ χ rZ Qz

Finalmente, introduciendo la definición de κs en el tercer 
sumando del miembro de la derecha se obtiene

Ms = GJ*(θs – χθy) + Mω + (1 – κ0 – J*/ I0) GI0 κs–χrZ Qz (47)

Se comprueba de forma inmediata que esta ecuación, par-
ticularizada al caso de directriz recta, muestra cómo el mo-
mento torsor se divide en la fracción de Saint-Venant –primer 
sumando del término de la derecha– y el bicortante o momen-
to torsor de alabeo –segundo sumando de la derecha–, como 
es característico en la torsión mixta de vigas rectas. A su vez, la 
curvatura introduce unas correcciones en las medidas propias 
de la torsión, Ms y θs, que se ven afectadas por los efectos de la 
flexión a través de las funciones Qz y θy. El último sumando se 
cancela exactamente cuando la curvatura χ es nula.

 0 0 χyC +1 –yC    0 0

 0 0 χ κ0    0 0

 0 –χ 0 0  0 0  

 0 0 0 0  0 0  

 0 0 0 0  0 0 0 0

 0 0 0 0  0 0 χ 0

 0 0 0 0  1– χyC –χ 0 0

 0 0 0 κ0GJ  yC –κ0 0 0

(40)

1
GA

 yC

GI0

+

1
(1– ε)EIy

1
(1– ε)EIω

1
(1– ε)EIyωW(s) =

 yC

GI0

 yC

GI0

1
GI0

1
(1– ε)EIyω
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En el caso de vigas de sección y curvatura constantes, el 
operador fundamental principal del sistema autónomo de 
ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a W, que go-
bierna la solución general del problema de valores iniciales 
determinado por la ecuación de equilibrio E′ (s)=WE(s)−F(s) 
y E s=0=E0, es

G(s) = exp [sW] (48)

El resultado del cálculo explícito del mismo para torsión sin 
alabeo (basta prescindir de la intensidad de alabeo φ en toda 
la formulación) así como la obtención de soluciones cerradas 
para los problemas de contorno o la expresión de la matriz de 
rigidez de esta misma pieza pueden consultarse en [22, páginas 
119 a 121].

Volviendo al caso general de la viga curva con alabeo tor-
sional, si admitimos que tiene sección transversal y curvatura 
constantes, el cálculo de los autovalores del operador W ob-
tenido en (40) conduce a la ecuación característica siguiente

κ0 GJ 
(1– ε)EIω

W–KI = K2(K2+χ2)2 K2–            (49)

cuyos resultados son las raíces K=0 con multiplicidad dos, 
K=±iχ, ambas también con multiplicidad dos, y K=±λ0/L, 
siendo λ0 un parámetro definido como

κ0        GJ 
1– ε   EIω

λ0 = L (50)

al que denominaremos esbeltez torsional.

4.
resultados

4.1 Resultados que dependen de la sección transversal

El primer paso en el análisis de una viga curva consiste en la 
determinación del eje principal y de las características geomé-
tricas de la sección definidas en las expresiones (23); ambos 
procesos requieren realizar una serie de cálculos sobre la sec-
ción transversal.

En este ámbito, el primer paso es definir el alabeo uni-
tario. En este trabajo hemos optado por utilizar como tal a 
la función de alabeo que resuelve el problema de torsión de 
Saint-Venant, que debe cumplir la ecuación de Laplace con 
condiciones de contorno de Neumann [23, ecuaciones 139 y 
140]. Para hallarla hemos utilizado el programa FlexPDE, que 
facilita tanto la resolución de problemas de este estilo como 
la evaluación de integrales sobre su dominio de definición, de-
pendan o no de la solución del problema. Con los medios de 
cálculo actuales, no tiene sentido recurrir a expresiones que 
aproximen dicha función de alabeo, porque los procedimien-
tos para establecerlas [24, página 252 y s.s.] pueden resultar 
tan laboriosos o más que su determinación por el método de 
los elementos finitos. De hecho, el código de FlexPDE utilizado 
apenas ocupa un par de páginas y su ejecución dura menos de 
un segundo (Con FlexPDE 6.36s, en un ordenador con proce-

sador Intel i7-6700 a 3.40 GHz dotado de sistema operativo 
Windows 10 Enterprise).

Hemos analizado tres secciones, una cerrada, rectangular 
hueca, de dimensiones exteriores 50×25 cm y espesor 1 cm, 
y dos abiertas, una en U, resultado de eliminar de la anterior 
el alma izquierda, y otra en I, obtenida trasladando el alma de 
esta última al eje de simetría de las alas. Las dimensiones de 
la sección rectangular inicial son similares a las de los tubos 
estructurales de mayor tamaño que se pueden encontrar en 
el mercado; además, la proporción entre las dimensiones ex-
teriores es semejante a la de una sección de puente en cajón 
—excluidas las alas—.

La Figura 4 muestra el alabeo unitario calculado en cada 
una de ellas, representado con la misma escala cromática en to-
das. Se observa que, como es bien conocido, este resulta mucho 
mayor en las secciones abiertas.

A continuación se presentan una serie de gráficas en las 
que se comparan los parámetros geométricos de estas seccio-
nes calculados para diferentes valores del radio de curvatura; se 
han considerado 14 de ellos, variando entre 2.5 m y 5120 m. 
En todas las gráficas la escala es lineal en ordenadas y logarít-
mica en abscisas, y en ellas se representan de color oscuro los 
resultados de la sección cerrada, con un tono intermedio los de 
la U y de color más claro los de la doble T.

En primer lugar, se analiza la distancia entre el centro de 
gravedad de la sección y el polo principal, o lo que es lo mis-
mo, la relación entre el radio de curvatura R̃ del eje material y 
el radio de curvatura R del eje principal. La Figura 5 muestra 
el cociente R / R̃ frente a R̃ . Se observa que ambos radios son 
prácticamente iguales en todos los casos. La mayor diferencia, 
que se da para el menor valor de R̃, es del orden del 5‰; para 
valores mayores resultan indistinguibles.

Seguidamente se estudian los cocientes entre los momen-
tos de inercia Īy e Īz de la viga curva, que dependen de la cur-
vatura a través de μ –Ecuación (23)–, y los valores correspon-
dientes Īy e Īz en una viga recta de la misma sección, donde no 
interviene este parámetro. También se analiza la relación entre 
el módulo de alabeo Īω̂ de la viga curva, que depende de la cur-
vatura, y el de la viga recta de igual sección, Īω̂, que no lo hace. 
La Figura 6 muestra los cocientes entre los momentos de iner-
cia y la Figura 7 los correspondientes a los módulos de alabeo. 
Ambas agrupan a la izquierda las secciones en cajón y en I, en 
las que el centro de gravedad y el centro de esfuerzos cortantes 
coinciden, y presentan a la derecha la sección en U, en la que 
están separados. En el primer caso los tres parámetros son casi 
idénticos sea cual sea el radio de curvatura, pues las diferencias 
apenas alcanzan el 3‰; en el segundo, la diferencia es algo ma-
yor, pero sigue siendo inferior al 1% salvo para el menor de los 
radios procesados, de solo cinco veces la anchura de la pieza. 
Así pues, las diferencias son siempre muy pequeñas, y que sean 
solo muy pequeñas o casi imperceptibles no depende de que la 
sección sea abierta o cerrada, sino de que el centro de gravedad 
y el de esfuerzos cortantes estén próximos o alejados.

La Figura 8 muestra los valores del parámetro Īy  ̂ ω para el 
conjunto de casos estudiado. No se pueden presentar normali-
zados por el valor correspondiente a la viga recta porque este 
es nulo. La gráfica muestra claramente que Īy  ̂ ω tiende a cero 
cuando el radio de curvatura crece, pero los valores son sig-
nificativos para un amplio rango de curvaturas. Ahora lo que 
influye en el resultado es que la sección sea abierta o cerrada 
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y no la distancia entre los centros de gravedad y de esfuerzos 
cortantes. En secciones cerradas el valor absoluto es menor, y el 
signo cambia respecto al de las secciones abiertas. 

El parámetro  no depende de la curvatura. Adopta el va-
lor 26452 cm4 en la sección rectangular cerrada, 272 372 cm4 
en la U y 36 216 cm4 en la I. Así pues, en él influye más la 
distancia entre los centros de gravedad y de esfuerzos cortantes 
que el hecho de ser abierta o cerrada la sección, y su orden de 
magnitud es mayor cuando dichos puntos están alejados que 
cuando están próximos.

En cuanto a la constante , Figura 9, depende del radio 
de curvatura y su valor es varios órdenes de magnitud menor 
en secciones donde el centro de gravedad y el de esfuerzos 
cortantes están próximos que en aquellas en que están sepa-
rados. Además, la gráfica  – 

~
R tiene una asíntota horizontal 

en ambos casos, pero en el primero corresponde a  = 0 y en 
el segundo a un valor finito diferente de cero, del orden de 
2 900 000 cm5 en nuestro caso. Que las secciones sean abiertas 
o cerradas no influye en este resultado.

La coordenada yC del centro de esfuerzos cortantes en la 
referencia principal, Figura 10, depende de la curvatura y tien-
de al valor de la coordenada ỹC de dicho punto respecto al cen-
tro de gravedad en todos los casos. En contraposición a lo que 
ocurría con los radios R y ~R, las diferencias entre yC e  ỹC son 

más significativas para un rango amplio de radios de curvatura; 
no obstante, las mayores diferencias, que se dan para radios pe-
queños, son inferiores al 1% de la anchura de la sección en los 
casos en que los centros de gravedad y de esfuerzos cortantes 
coinciden, y del orden de 2.3% de ỹC cuando no lo hacen.

Por último, en la Figura 11 se presenta la comparación del 
parámetro J* con el módulo de torsión J, con el que está clara-
mente relacionado. En el caso de la sección cerrada el cociente 
entre ambos es inferior al 0.8‰ para cualquier curvatura. En 
el de las secciones abiertas la diferencia es mayor, pero como el 

Figura 4. Representación del alabeo unitario en las secciones analizadas.

Figura 5. Relación entre el radio de curvatura de la directriz 
principal y el de la directriz material en los tres tipos de sección 

estudiados.
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módulo de torsión de este tipo de secciones es muy pequeño 
es razonable pensar que el término J*, o GJ*, será despreciable 
frente a otros términos en las ecuaciones en las que intervenga 
–fundamentalmente, la última del sistema (41) y la Ecuación 
(2.23)–.

 En resumen, hemos comprobado que el radio de curvatura 
de la directriz principal puede aproximarse por el de la direc-
triz material en prácticamente todos los casos; que sucede lo 
mismo con los momentos de inercia y el módulo de alabeo de 
la viga curva Īy , Īz  e  Īy   ̂ ω y la viga recta; y que también se puede 
proceder así con el módulo de torsión J*, porque las diferencias 
son despreciables en secciones cerradas y el valor absoluto muy 
bajo en secciones abiertas. Las similitudes o diferencias en 
son irrelevantes, puesto que esta constante solo interviene a en 
la definición de J*, cuya variación ya se ha comentado.

4.2  Comparación de la esbeltez torsional en vigas de sección 
abierta y cerrada

En esta sección vamos a comparar el valor de la esbeltez torsional  
λ0 para la sección en U y para la sección en cajón. Para ello obtene-
mos los valores de la misma según la Ecuación (50) para distintos 
valores de la longitud y de la curvatura medida en el centroide. En 
la Figura 12 se representan los valores de la esbeltez para ambas 
secciones. Es interesante observar que en la sección abierta los 
valores de la esbeltez correspondiente a una misma longitud y 
curvatura son dos órdenes de magnitud inferiores a los valores 
que corresponden a la sección en cajón. Por ejemplo, si compara-
mos la esbeltez correspondiente a una viga recta de longitud 10 
m, la viga con sección en U tiene una esbeltez λ0 = 0.21 y la viga 
con sección cerrada λ0 = 10.937. La viga de sección abierta de 
mayor longitud y curvatura (30 m, 1/10 m-1) tiene una esbeltez 
torsional λ0 = 8.081, y la viga de sección cerrada más larga y curva 
(2 m, 1/2.5 m-1) λ0 = 22.004, a pesar de ser 15 veces más corta. 
Por otra parte, los valores de la esbeltez son bastante insensibles 
a la curvatura, especialmente en el caso de la sección en cajón.

4.3  Desplazamientos generalizados y esfuerzos para distin-
tas curvaturas

Ahora vamos a presentar grupos de soluciones del sistema de 
ecuaciones (41) para las dos secciones consideradas. Para ello 

Figura 6. Relación entre los momentos de inercia de la viga curva y los de la viga recta. (a) y (c) secciones en las que el centro de gravedad y el de 
esfuerzos cortantes coinciden; (b) y (d) sección en la que no lo hacen.

Figura 7. Relación entre el módulo de alabeo de la viga curva y el de la viga recta. (a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos 
cortantes coinciden; (b) sección en la que no lo hacen.

Figura 8. Evolución del valor del parámetro Īy   ̂ ω .
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planteamos la solución del problema genérico de una viga curva 
de longitud l dada y curvatura χ variable, empotrada en ambos 
extremos. El empotramiento considerado implica que todos los 
grados de libertad del modelo (incluida la intensidad de alabeo φ) 
son nulos. La viga se somete en todos los casos a una carga unifor-
me qz = 100 kN/m y a un par torsor uniforme  ms = 1 kN m/m.

4.3.1  Sección en U
Para esta sección se escoge una longitud de viga l = 15 m y se 
analiza una secuencia de curvaturas (referidas al centroide de la 
sección) que comprende desde la viga recta hasta una apertura 
muy cercana a la de una semicircunferencia. En todos los casos, 
la esbeltez torsional tiene valores bajos. Las curvaturas, aperturas 
α0 y esbelteces torsionales asociadas λ0 se recogen en la Tabla 1:

TABLA 1
Curvaturas, aperturas y esbelteces empleadas en el análisis de la viga con 
sección en U.

 
χ (m–1) 0 1/60 1/40 1/10 

α0 (rad) 0 0.03π 0.12π 0.48π
λ0 3.20 3.21 3.26 4.04 

Los resultados normalizados de las variables estáticas y ci-
nemáticas para la sección en U se representan en las Figuras 

13 y 14. En la Figura 13 se observa cómo la flecha normali-
zada aumenta considerablemente con la curvatura, como es 
esperable, y lo mismo sucede con el giro de flexión. El giro 
de torsión cambia de sentido para curvaturas bajas ya que el 
efecto torsional de la carga vertical dominante supera al de 
la acción torsora distribuida; con curvaturas más altas el giro 
de torsión presenta varios cambios de signo. La intensidad 
de alabeo exhibe un comportamiento semejante, cambiando 
de sentido con curvaturas bajas, y aumentando el número de 
ondas con curvaturas mayores.

Por lo que respecta a las variables estáticas normalizadas 
(Figura 14), el cortante es prácticamente idéntico para todos 
los valores de la curvatura. El momento flector no tiene una 
dependencia muy marcada de esta, y mantiene la forma del 
diagrama. Sin embargo, el momento torsor deja de ser una 
función lineal en cuanto la curvatura crece, y el bimomento, 
como sucedía con la intensidad de alabeo, tiene un desarrollo 
marcadamente diferente y valores extremos muy superiores 
cuando la viga deja de ser recta.

4.3.2  Sección en cajón
En este caso se analiza una viga de longitud l = 2 m con la 
misma secuencia de curvaturas que en el caso de la sección en 
U, a la que corresponden las aperturas y esbelteces torsionales 

Figura 9. Evolución del valor del parámetro . (a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes coinciden; (b) sección en la 
que no lo hacen.

Figura 10. Evolución del valor de yC, coordenada del centro de esfuerzos cortantes respecto al polo principal.
(a) secciones en las que el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes coinciden; (b) sección en la que no lo hacen.

Figura 11. Comparación del parámetro J* con el módulo de torsión J. (a) secciones abiertas; (b) sección cerrada.
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Figura 12. Esbeltez torsional en función de la longitud de la viga y de la curvatura. (a) sección en U; (b) sección en cajón.

Figura 13. Variables cinemáticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de sección abierta sometida a carga y par torsor 
uniformes. (a) desplazamiento vertical normalizado; (b) giro de flexión; (c) giro de torsión; (d) intensidad de alabeo normalizada.

Figura 14. Variables estáticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de sección abierta sometida a carga y par torsor uni-
formes. (a) esfuerzo cortante normalizado; (b) momento torsor normalizado; (c) momento flector normalizado; (d) bimomento normalizado.
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recogidas en la siguiente tabla:

 TABLA 2
Curvaturas, aperturas y esbelteces empleadas en el análisis de la viga con 
sección cerrada.

 
χ (m–1) 0 1/60 1/40 1/10  1/5 1/2.5

α0 (rad) 0 0.004π 0.016π 0.064π 0.127π 0.255π
λ0 21.875 21.875 21.875 21.883  21.907  22.004 

En la Figura 15 se observa que, en la pieza cerrada analizada, 
la flecha y el giro de flexión normalizados no dependen prác-
ticamente de la curvatura. El giro de torsión y la intensidad de 
alabeo sí están fuertemente influidas por la misma, y cambian 
de sentido a medida que aumenta la curvatura por la misma 
razón que en la pieza abierta.

En cuanto a los esfuerzos normalizados (Figura 16), el cortante 
y el momento flector tampoco se modifican en la práctica con 

la curvatura. Por el contrario, los valores extremos del momen-
to torsor y del bimomento crecen apreciablemente a medida 
que lo hace la curvatura.

4.4  Influencia de la esbeltez torsional y de la curvatura en 
la respuesta

En esta sección vamos a emplear la descomposición del torsor 
introducida en la Sección 3 con objeto de evaluar la influencia 
de la esbeltez torsional y la curvatura en la respuesta estática 
de la viga. Para cada una de las secciones estudiadas (abierta y 
cerrada) representamos, a partir de la descomposición intro-
ducida en la Ecuación (47), las siguientes fracciones del torsor 
total:

El momento torsor de Saint-Venant:

GJ* (θ's – χθy) (51)

Figura 15. Variables cinemáticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de sección en cajón sometida a carga y par torsor 
uniformes. (a) desplazamiento vertical normalizado; (b) giro de flexión; (c) giro de torsión; (d) intensidad de alabeo normalizada.

Figura 16. Variables estáticas normalizadas para distintas curvaturas en una viga biempotrada de sección en cajón sometida a carga y par torsor 
uniformes. (a) esfuerzo cortante normalizado; (b) momento torsor normalizado; (c) momento flector normalizado; (d) bimomento normalizado.
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El bicortante o momento torsor de alabeo:

Mω = (κ0 – 1) Ms + Ms– κ0 GJ φ – yC Qz (52)

La corrección dependiente de la deformación generalizada 
de torsión:

(1 – κ0 – J*/Ῑ0) GῙ0 κs (53)

La corrección dependiente del cortante:

 (54)

En la representación gráfica de las funciones que se explica a 
continuación, se ha empleado en todos los casos el siguiente 
criterio para la leyenda de las gráficas:

• La Curva 1 representa el momento torsor total.
• La Curva 2 representa la suma del momento torsor de 

Saint-Venant más el torsor de alabeo, más la corrección 
asociada a la deformación de torsión.

• La Curva 3 representa la suma del momento torsor de 
Saint-Venant más el torsor de alabeo.

• La Curva 4 representa el momento torsor de Saint-Venant.

En todas las curvas se ha representado valores normalizados 
(adimensionales). La parte sombreada del diagrama correspon-
de a la suma del torsor de alabeo (bicortante) más los dos tér-
minos correctores. En el caso de curvatura nula, estos últimos 
se anulan y los diagramas obtenidos se corresponden con la 
descomposición esperada del torsor en la parte de Saint-Ve-
nant y la parte debida al alabeo.

4.4.1  Sección en U
En la Figura 17 se representa la descomposición (normalizada) 
del torsor en la viga biempotrada con sección abierta de 1 m de 
longitud en el caso de la viga recta (izquierda) y con una curva-
tura 1/10 m-1 (derecha). Las esbelteces torsionales que corres-
ponden a estos dos casos son, respectivamente, λ0 = 0.214, y 
λ0 = 0.270. Para estos valores tan bajos de la esbeltez, como era 
de esperar, el torsor de Saint-Venant es despreciable, y prácti-
camente la totalidad del torsor es consecuencia del alabeo de 
la sección. Para la viga curva, el valor del bicortante supera al 
torsor total, y entran en juego los términos correctores, que en 
este caso no son despreciables.

La Figura 18 recoge el caso de la viga de 30 m de longitud, 
de nuevo recta o con curvatura 1/10 m-1. Las esbelteces torsio-
nales asociadas son, respectivamente, λ0 = 6.407, y λ0 = 8.081. 
En este rango de valores de la esbeltez, el torsor de Saint-Ve-
nant es prácticamente nulo en las secciones de empotramiento, 
y representa una fracción apreciable del torsor total en seccio-
nes suficientemente alejadas de los extremos. Esta proporción 
se mantiene en el caso curvo, en el que el torsor total ya no 
tiene una distribución lineal.

4.4.2  Sección en cajón
Las Figuras 19 y 20 reflejan la descomposición del torsor en el 
caso de una viga biempotrada con sección en cajón. Para mos-
trar valores suficientemente diferentes de la esbeltez torsional, se 
ha estudiado una pieza muy corta de medio metro de longitud 
(Figura 19), y otra más larga de 2 m (Figura 20), en los casos de 
curvatura nula y curvatura 1/2.5 m-1. En la pieza corta, las esbel-
teces torsionales son λ0 = 5.469 (viga recta), y λ0 = 5.501 (viga 
curva). En la viga de 2 m de longitud las esbelteces crecen hasta 
λ0 = 21.875 (viga recta), y λ0 = 22.004 (viga curva). 

Figura 17. Descomposición del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con sección abierta de 1 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/10 m-1. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo, más corrección asociada a la deformación de 

torsión; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida 
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 18. Descomposición del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con sección abierta de 30 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/10 m-1. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo, más corrección asociada a la deformación de 

torsión; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida 
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.
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En la viga recta de menor esbeltez, el comportamiento es 
parecido al caso de sección abierta, salvo por el hecho de que 
en el empotramiento, el torsor de Saint-Venant no tiende a ser 
nulo. En la viga recta de mayor esbeltez, como era esperable, 
el bicortante es prácticamente nulo salvo en secciones muy 
próximas a los extremos, y su valor es en todo caso pequeño.

En los casos de sección cerrada con curvatura (diagramas 
de la parte derecha en las Figuras 19 y 20) sucede algo que 
no se había observado en la pieza recta: en valor absoluto, el 
torsor de Saint-Venant supera al torsor total; el bicortante y los 
términos correctores actúan entonces en sentido contrario al 
primero para que la suma iguale al torsor total.

4.4.3  Síntesis de resultados
Para concluir la sección de resultados hemos analizado la re-
lación ζ entre valores absolutos del bicortante corregido y del 

torsor total en función de la esbeltez torsional, para distintas 
curvaturas. Entendemos por bicortante corregido la diferencia 
entre el torsor total y el torsor de Saint-Venant.

Ms – GJ*(θ's – χθy)

Ms

ζ = (55)

Esta relación es indicativa del mecanismo por el que se resiste 
la torsión: cuando tiende a 0 la torsión se resiste como torsión 
de Saint-Venant, y cuando tiende a 1, la torsión se resiste me-
diante alabeo de la sección. Los resultados se recogen en la 
Figura 21.

En ella se observa que en el rango de esbelteces pequeñas 
(sección en U y pieza corta) la relación ζ, evaluada en la sec-
ción s = 0.3l, es cercana a 1 (lo que indica que la torsión se re-
siste por alabeo), y que en ese caso el aumento de la curvatura 

Figura 19. Descomposición del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con sección cerrada de 0.5 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/2.5 m-1. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo, más corrección asociada a la deformación de 

torsión; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida 
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 20. Descomposición del momento torsor normalizado en la viga biempotrada con sección cerrada de 2.0 m de longitud. (a) viga recta;
(b) curvatura 1/2.5 m-1. Curva 1: Torsor total; Curva 2: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo, más corrección asociada a la deformación de 

torsión; Curva 3: Torsor de Saint-Venant, más torsor de alabeo; Curva 4: Torsor de Saint-Venant. El sombreado representa la parte del torsor debida 
al alabeo y a las correcciones asociadas a la curvatura.

Figura 21. Relación entre el bicortante corregido y el torsor total, evaluados en s/ l = 0.3, en función de la esbeltez torsional, para distintos valores 
de la curvatura. (a) viga con sección en U; (b) viga con sección en cajón
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produce fluctuaciones en ella. En la viga larga con sección abierta 
(esbelteces torsionales del orden de 8) ζ  llega a ser muy bajo en 
la viga recta, pero la curvatura incrementa la fracción de torsor 
resistida por alabeo. La viga con sección cerrada muy corta (esbel-
teces torsionales del orden de 5) ζ presenta ratios en el entorno de 
0.5, pero en este caso el comportamiento es divergente: a medida 
que aumenta la longitud de la viga, en el caso recto o de curvatura 
baja ζ decrece rápidamente, y la torsión es de Saint-Venant para 
esbelteces superiores a 10, pero si la curvatura es alta, una fracción 
importante del torsor se resiste por otros mecanismos.

La Figura 21 sintetiza por tanto el comportamiento de vi-
gas curvas de sección abierta y cerrada en función de su esbel-
tez torsional y de su curvatura.

5.
conclusiones y desarrollos futuros

Dedicaremos las próximas líneas a subrayar los aspectos más 
relevantes del análisis de piezas curvas expuesto en este trabajo 
y las conclusiones que de él se extraen.

• El ámbito del estudio se ha limitado a piezas con directriz 
plana, que son las únicas que pueden proporcionar sis-
temas autónomos. Esto no merma su interés, ya que esta 
condición se cumple en la mayoría de las estructuras de 
ingeniería civil, y en particular en los puentes.

• Se han establecido y analizado las condiciones de desaco-
plamiento de las respuestas arco y viga curva. Incluso para 
el modelo más elemental, el MVS, esto solo lo garantiza 
la directriz plana. Por el mismo motivo se ha adoptado un 
segunda restricción, que la sección sea simétrica respecto 
al plano osculador de la directriz; a falta de profundizar en 
este aspecto, esperamos que suavizando esta condición se 
puedan obtener soluciones suficientemente aproximadas. 
Es una de las líneas por las que continuará este trabajo.

• Se han obtenido las ecuaciones generales de la viga plana 
con curvatura variable, Ecuaciones (41), que evidencian el 
acoplamiento torsión-flexión. La formulación es aplicable 
a cualquier tipo de sección transversal de la viga que cum-
pla el requisito de simetría asociado al desacoplamiento de 
las respuestas, sea abierta o cerrada.

• Se ha justificado que, para el tipo de piezas considerado en 
el estudio, se pueden identificar la directriz material y la 
directriz principal.

• Así mismo, se ha mostrado que, para tales piezas, los pará-
metros Īy , Īz  e  Ī  ̂ ω que incorporan la curvatura en su definición, 
se pueden sustituir por los momentos de inercia y el módulo 
de alabeo de la pieza recta prácticamente sin error cuan-
do el centro de gravedad y el de esfuerzos cortantes están 
muy próximos, y con un error pequeño cuando no lo están. 
Además, se ha argumentado que el parámetro J* se puede 
aproximar por el módulo de torsión de la pieza recta cuando 
la sección es cerrada. La deducción de las condiciones en las 
que se podría adoptar un valor de yC e Īy   ̂ ω independiente de 
la curvatura, lo cual simplificaría notablemente el análisis 
de piezas de curvatura variable, queda pendiente para de-
sarrollos posteriores.

• Se ha identificado la esbeltez torsional como parámetro 

que gobierna la solución del sistema de ecuaciones diferen-
ciales de la viga curva.

• El valor de la esbeltez depende fundamentalmente de la 
forma de la sección transversal y de la longitud de la viga, 
y en mucha menor medida de la curvatura. Esto último es 
especialmente cierto en secciones cerradas, en las que la 
esbeltez es prácticamente independiente de la curvatura.

• Se ha propuesto una descomposición del torsor total en 
una fracción asimilable al torsor de Sain-Venant, otra 
que denominamos bicortante, que coincide con el tor-
sor de alabeo en la pieza recta, y otras dos fracciones 
correctoras, dependientes de la deformación generaliza-
da de torsión y del cortante, que tienden a cero con la 
curvatura.

• A partir de esta descomposición, se ha estudiado la relación 
entre la torsión resistida por alabeo y la torsión total en 
función de la curvatura y de la esbeltez. Los resultados se 
han expresado en forma gráfica y muestran cómo, al con-
trario que en la viga recta, en vigas curvas ambos tipos de 
torsión son relevantes incluso con esbelteces altas.

Por último, el cómputo de la distorsión de la sección transver-
sal, que Manterola también abordó para la viga recta en [1], 
podría llevarse a cabo en la viga curva con el mismo esquema 
general que el desarrollado para la torsión. Bastaría ampliar la 
hipótesis cinemática (16), incorporando al vector de desplaza-
mientos generalizados del modelo dos componentes adiciona-
les: la intensidad de distorsión γD(s) y la intensidad de alabeo 
de distorsión φD(s), conjugadas con un patrón de alabeo de dis-
torsión ωD(y,z), tal y como se muestra en [15].

6.
lista de símbolos

símbolos generales

Γ Curva directriz material de la pieza alargada (lugar 
geométrico de los centros de gravedad de las seccio-
nes)

P  Vector posición de los puntos de la directriz material
y0 , z0 Coordenadas del eje principal en la sección transversal, 

referidas al centro de gravedad
Γ Curva directriz principal de la pieza alargada
s Longitud de arco sobre la directriz principal
χ(s) Curvatura de la directriz principal
P Vector posición de la directriz principal
y, z Coordenadas en la sección transversal, referidas al eje 

principal
μ Determinante del tensor métrico del espacio viga, 

igual a 1− χy

símbolos relacionados con la teoría unificada

d*(s,y,z) Vector de desplazamientos del sólido tridimensional, 
de tres componentes

u(s) Vector de desplazamientos generalizados del modelo 
unidimensional

h(y,z) Operador cinemático característico del modelo pro-
puesto. Relaciona los desplazamientos generalizados 
del modelo con los del sólido
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e*(s,y,z) Vector de deformaciones del sólido tridimensional, 
de seis componentes

e(s) Vector de deformaciones generalizadas del modelo 
unidimensional

Br Matrices de deformación (Relacionan las deformacio-
nes generalizadas del modelo con las del sólido.)

Q(s) Vector de densidades lineales de carga (se aplica al 
modelo unidimensional)

F(s,u,e) Densidad lineal de energía potencial del modelo unidi-
mensional

C Operador constitutivo del sólido
Drs Operadores constitutivos del modelo unidimensional
f(s) Vector de esfuerzos del modelo unidimensional
H(s) Operador de equilibrio del modelo unidimensional
D00  Operador de acoplamiento del modelo unidimensio-

nal
E(s) Vector estado del modelo. Agrupa los desplazamientos 

y esfuerzos, incógnitas del problema
W(s) Operador Wronskiano del modelo. Relaciona el vector 

estado con su primera derivada
G(s) Operador fundamental principal. Resuelve el proble-

ma de equilibrio homogéneo y permite construir la 
solución del problema de valores iniciales asociado a 
W así como resolver los problemas de contorno de la 
pieza de curva

símbolos relacionados con el modelo de viga curva

yC Coordenada del centro de torsión (referida al eje prin-
cipal)

y , z Coordenadas en la sección transversal referidas al cen-
tro de torsión

ω(y,z)  Alabeo unitario o patrón de alabeo de la sección trans-
versal

w(s) Desplazamiento transversal de los puntos de la direc-
triz

θs(s) Rotación de eje tangente a la directriz de las secciones 
transversales

θy(s) Rotación de flexión de las secciones transversales
φ(s) Intensidad de alabeo
Qz(s) Esfuerzo cortante
Ms(s) Momento torsor
My(s) Momento flector
Bω(s)   Bimomento
Mω(s)  Bicortante o momento torsor de alabeo
A  Área de la sección transversal
Iy, Iz, Iyz Momentos de inercia y producto de inercia referidos al 

eje principal
I0 Momento polar de inercia con respecto al eje principal
Iω, Iyω Módulo de alabeo y producto de alabeo de la sección
W, Ω Nuevas constantes estáticas seccionales referidas al 

centro de torsión
W0 Resultado de referir la constante   al eje principal
κ0, yC Nuevos parámetros dependientes de la curvatura
κ0, J Módulo de torsión corregido por efecto de la curvatu-

ra
λ0 Esbeltez de torsión de la viga curva
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