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esumen

l presente trabajo plantea los conceptos básicos y de aplicación de la estrategia que combina los métodos de elementos finitos y de elementos
iscretos para el estudio de la propagación de fracturas en estructuras de hormigón. El cálculo de la estructura, modelada como un continuo, se
nicia con los métodos de elementos finitos y se hace uso de los métodos de elementos discretos para iniciar y hacer crecer las grietas que puedan
parecer en la estructura. Esta metodología ha sido propuesta por los autores en 2 y 3 dimensiones. Recientemente se ha agregado el uso de
lementos unidimensionales de acero embebidos en el continuo para modelar el efecto resistente del armado en estructuras de hormigón. En el
rabajo se presentan diferentes ejemplos de aplicación al estudio de la rotura de piezas y estructuras de hormigón en masa y armado, así como la
otura múltiple de una estructura histórica de mampostería debida a un terremoto.

 2018 Asociación Española de Ingenierı́a Estructural (ACHE). Publicado por Elsevier España, S.L.U. Todos los derechos reservados.

alabras clave: Método de elementos discretos; Método de elementos finitos; Mecánica de fractura; Estrategia elementos finitos-discretos

bstract

his paper presents the basic concepts and application of the strategy that combines finite element methods (FEM) and discrete elements (DEM)
or the study of the propagation of fractures in concrete structures. The calculation of the structure, modeled as a continuum, begins with the FEM
nd the DEM is used to start and grow the cracks that may appear in the structure. This methodology has been proposed by the authors in two and
hree dimensions. Recently, the use of one-dimensional steel elements embedded in the continuum has been added to model the reinforcement in

oncrete structures. The work presents different examples of application to the study of the breakage of parts and structures of concrete in mass
nd armed, as well as the multiple breakage of a historic structure of masonry due to an earthquake.

 2018 Asociación Española de Ingenierı́a Estructural (ACHE). Published by Elsevier España, S.L.U. All rights reserved.
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.  Introducción

Recientemente muchos autores han realizado interesantes
esarrollos con la finalidad de poder definir el inicio y creci-
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iento de una fractura dentro de una estructura, modelada como
n medio continuo, ya sea frágil o dúctil [1–4].

Uno de los trabajos más recientes discretiza el medio conti-
uo por medio de elementos discretos de forma circular (en 2
imensiones) o esférica (en 3 dimensiones) [5]. Sin embargo, la

ificultad inherente para calibrar los parámetros del material en
l método de los elementos discretos (DEM, por sus siglas en
nglés), así como la necesidad de contar con un gran número de
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lementos discretos [2,5], pone en duda su efectividad, a pesar
e que cualitativamente el número y dirección de las grietas

 los resultados numéricos obtenidos de la carga última de la
structura son bastante aceptables.

Este trabajo hace uso de una estrategia que utiliza el método
e elementos finitos (FEM, por sus siglas en inglés) para discre-
izar la estructura inicial y seguir su comportamiento bajo cargas
recientes hasta el inicio de la primera fisura. Tras ello se utiliza
na técnica de eliminación de los elementos finitos dañados y se
ntroducen elementos discretos en los labios de las fisuras [6–8].
a denominada técnica FEM-DEM se ha utilizado con éxito en

 y 3 dimensiones [9,10] para estudiar el comportamiento no
ineal y el fallo de estructuras de hormigón y mampostería bajo
iferentes solicitaciones cuasi-estáticas y dinámicas.

Otros aspectos importantes inherentes a la formulación FEM-
EM son el uso de un campo de esfuerzos suavizado, la

onservación de la masa y el uso de un algoritmo simple para
segurar el contacto posfractura entre las paredes de la grieta.
dicionalmente, la armadura de acero se considera embebida

n la malla de elementos finitos, lo cual simplifica los cálculos.

.  Formulación  método  de  elementos  finitos-método  de
lementos  discretos

En general la estrategia que se sigue para el cálculo no lineal
e estructuras con modelos de elementos finitos de sólido bidi-
ensionales (2D) o tridimensionales (3D) [11] pasa para evaluar

 lo largo del tiempo la respuesta de la estructura discretizada
on una malla de elementos finitos. En dicha malla las conectivi-
ades interelementales emulan los enlaces entre los elementos
ue se degradan de forma progresiva, generalmente mediante
n sencillo modelo de daño isótropo. Dichos enlaces interele-
entales pueden interpretarse como las conexiones entre una

olección de elementos discretos que reemplazarían los nodos
e la malla de elementos finitos. Esta analogía es el punto de
artida de la técnica FEM-DEM [9,10].

La estrategia FEM-DEM se puede resumir en los 5 pasos
iguientes:

 Discretización del continuo que modela la estructura
mediante el FEM.

 Obtención del campo de tensiones sobre la estructura.
 Obtención del daño en el interior y los lados de los elementos.
 Discretización mediante el DEM.
 Integración temporal en subpasos.

Debido a la naturaleza de los ejemplos se describirán los
asos anteriores enfocados al caso 3D, utilizando tetraedros
ineales de 4 nodos para la discretización con el FEM.

Una de las claves de la técnica FEM-DEM es el procedi-
iento para pasar el daño producido en un elemento finito, con

a consiguiente degradación de la rigidez elemental, a una dis-
retización de los labios de la fisura por elementos discretos de

orma circular (en 2D) o esférica (en 3D).

Cuando el daño que se induce en un elemento es mayor que un
ierto valor se considera que la rigidez del elemento se encuen-
ra tan disminuida que es posible eliminarlo; para ello se utiliza

l
c
c
o

 Acero 2018; 69(S1):53–69

na técnica de eliminación de elementos [6–8]. En ese momento
e crean nuevos elementos discretos en los vértices del tetrae-
ro eliminado (en 3D), lo que permite la apertura de la grieta
n el continuo discretizado por los elementos finitos, mientras
ue los labios de la fisura quedan definidos por los elementos
iscretos. A medida que la fisura crece, e incluso se ramifica,
lgunos elementos discretos pueden separarse de la malla de ele-
entos finitos creando una disgregación del continuo. El hecho

e utilizar elementos discretos para definir las grietas permite,
e manera natural, considerar la apertura y cierre de estas sin
ñadir procedimientos adicionales.

.  Discretización  mediante  el método  de  elementos
nitos

El FEM es probablemente la técnica numérica más popular
ara modelar el inicio y la propagación de fisuras en materia-
es friccionales (hormigón, rocas, mampostería, cerámicas, etc.)
12–16]. Sin embargo, la mayoría de los procedimientos basa-
os en el FEM para la predicción de la aparición y evolución de
rietas utilizan formulaciones de elementos muy sofisticadas,
ue en ocasiones requieren un remallado en la vecindad de las
osibles grietas [15,16]. El enfoque seguido en este trabajo uti-
iza el FEM para modelar la estructura mediante elementos de
ólido (2D o 3D), cuya eventual fractura se describe mediante
l DEM. En trabajos previos de la técnica FEM-DEM hemos
tilizado el sencillo triángulo de 3 nodos en 2D y el tetraedro de

 nodos en 3D [9,10].
Considerando, por ejemplo, el caso 3D, inicialmente todo el

ominio de la estructura se discretiza con una malla de tetrae-
ros, como en cualquier análisis lineal 3D por el FEM. La no
inealidad se modela introduciendo una degradación de la rigidez
lemental mediante la clásica teoría de daño isótropo [13,17].

El efecto resistente de la armadura de acero se modela
ediante elementos unidimensionales (1D) embebidos en la
alla de tetraedros. Ello implica localizar los puntos de inter-

ección entre los elementos 1D que modelan el acero y todos
os tetraedros que discretizan el dominio. Para cada tetraedro
ntersectado se determinan los puntos de intersección, los cuales
orresponden a los nodos del segmento de la armadura embebida
n el tetraedro. Como es posible describir el desplazamiento de
ichos nodos en función de los nodos del tetraedro, la matriz de
igidez del elemento 1D de acero es función de dichos despla-
amientos.

Esta técnica no incrementa el número de ecuaciones a resol-
er y permite de una forma muy sencilla tomar en cuenta la
igidez asociada a la armadura.

.1.  Definición  del  campo  de  tensiones

El considerar un campo de tensiones adecuado es funda-
ental para poder definir correctamente el nivel del daño en

a estructura y la trayectoria de las fisuras. Dado que en el FEM

as tensiones entre elementos son discontinuas [11], es esen-
ial realizar un alisado de las mismas para obtener un campo
ontinuo de las tensiones entre elementos. En problemas 2D se
btiene un campo de tensiones continuo alisando los valores de
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as tensiones, calculadas inicialmente en el baricentro de cada
lemento, para obtener su valor el centro de los lados de cada
lemento. Esta estrategia corresponde al método de la parcela
uperconvergente propuesta por Zienkiewicz y Zhu [18], y evita
gregar términos de estabilización al campo de tensiones como
s necesario en otros procedimientos alternativos [12–14].

En análisis 3D se procede de manera similar, ya que el campo
e tensiones entre elementos es discontinuo, por lo que se uti-
iza el mismo mecanismo de suavizado. Es decir, las tensiones en
ada una de las aristas de un elemento tetraédrico es la media arit-
ética de las tensiones evaluadas dentro de todos los elementos

ue comparten dicha arista.
Al igual que en el caso 2D [9], se ha utilizado el criterio de

allo de Rankin para definir el inicio de una fractura en materiales
rágiles tomando en cuenta la tensión principal mayor σl [13,17].
l crecimiento del daño se realiza mediante la siguiente ley
xponencial que degrada progresivamente la rigidez del material
19].

 =  1 − σf

σ1
exp

[
A

(
1 − σ1

σf

)]
con  A  =

[
GE0

lσ2
f

− 1

2

]−1

(1)

donde l es la longitud de la arista del elemento finito dañado,
f es el límite elástico a tracción del material, G  la energía
e fractura y E0 el módulo de Young del material no dañado.
esulta obvio que entre 2 pasos de tiempo el daño de un lado

 una arista no puede disminuir, ya que ello implicaría la repa-
ación espontánea del material, lo cual es termodinámicamente
nadmisible.

.2.  Definición  del  daño  elemental

Una vez que el daño ha sido evaluado en cada lado o arista de
n elemento (es decir, un enlace virtual entre elementos discre-
os) el daño sobre el conjunto del elemento se calcula como el

áximo daño existente en todos los planos que cortan un trián-
ulo (2D) o un tetraedro (3D) (fig. 1). En cada tetraedro existen

 planos de corte que aíslan un vértice (fig. 1 b) y otros 3 que
íslan 2 vértices (fig. 1 c). De esta manera, el daño sobre el plano
e corte se define como el valor medio del daño de cada arista
el elemento que corta dicho plano.

Si el daño elemental sobrepasa un cierto umbral entonces
e elimina el triángulo o tetraedro de la malla [6–8] y se crean
uevos elementos discretos en los vértices. El tamaño de estos
lementos discretos se define de manera que se conserve la masa
el elemento eliminado.

.  Discretización  mediante  método  de  elementos
iscretos

Cuando un tetraedro es totalmente eliminado (i.e.  su rigidez
s despreciable) se crean 4 nuevos elementos discretos en los vér-
ices de dicho elemento finito. La creación de dichos elementos

iscretos queda condicionada a que no hayan sido creados con
nterioridad debido a la eliminación de algún elemento finito
ecino. En este trabajo se han utilizado círculos y esferas para
epresentar los elementos discretos en 2D y 3D, respectivamente.

p
l
s
d
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a masa de cada elemento discreto corresponde a la masa nodal
ue es compatible con la obtenida mediante elementos finitos.
l radio de un nuevo elemento discreto esférico se obtiene de

al manera que sea el máximo que garantice el contacto con las
sferas vecinas, pero sin crear solapamientos. Existen otros algo-
itmos para generar elementos discretos [2,20], sin embargo, el
ropuesto, a pesar de su simplicidad, ha dado buenos resultados.

Una vez que se crea un elemento discreto las fuerzas en las
nterfaces de contacto se usan para definir la interacción de dicho
lemento con los adyacentes. Estas fuerzas se deben únicamente

 un mecanismo de contacto en las direcciones normal y tangen-
ial al plano de contacto entre esferas (en 3D), considerando el
adio mínimo entre las 2 partículas en contacto [5].

En problemas 3D la fuerza normal de contacto se genera en
l punto de contacto entre 2 esferas y viene dada por:

ij
n = Aij

dij

E0un con  Aij =  πr2
c (2)

donde Aij es el área de la superficie de contacto entre las 2
sferas, rc es el radio de la menor de las 2 esferas que interactúan
n la interfaz i  j; un es el solapamiento en la dirección de los
entros de las dos esferas y dij es la distancia entre dichos centros
5].

La fuerza tangencial Fs en el punto de contacto se descom-
one en 2 direcciones ortogonales s1 y s2 contenidas en el plano
ormal a la dirección dij. Para cada dirección sj la fuerza tan-
encial se describe por:

S =  min

⎧⎨
⎩

usi
E0

2(1+u)

μF
n

(
usi

us

) (3)

donde μ  es el coeficiente de rozamiento entre esferas y u es
l coeficiente de Poisson. Más detalles de las ecuaciones (2) y
3) se pueden encontrar en Oñate et al. [5].

En general, el número total de elementos discretos generados
n un análisis es solo una pequeña fracción del número total de
odos en la malla de elementos finitos [10]. Por lo tanto, los algo-
itmos de búsqueda para localizar las fuerzas de contacto entre
lementos discretos solo representan un pequeño porcentaje del
iempo total de cálculo.

Es importante mencionar que la estrategia del uso de elemen-
os discretos para definir el contacto entre los labios de una fisura
ermite resolver problemas estructurales en donde existe aper-
ura y cierre de múltiples grietas, como se muestra en el análisis
ísmico de un edificio histórico de mampostería, presentado al
nal de este artículo.

.  Integración  temporal  en  subpasos

Uno de los principales problemas en el análisis 3D en el
iempo es el gran número de ecuaciones que surgen de la discre-
ización. Sumando a estos la dificultad para considerar un gran

eríodo de tiempo, se concluye que en problemas dinámicos
a integración implícita en el tiempo es la mejor estrategia de
olución. Sin embargo, este tipo de integraciones son complejas
e utilizar en el DEM debido a que es imposible identificar y
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a b c

Figura 1. Planos de corte. a) Elemento triangular; b) tetraedro aislando un vértice; c) tetraedro aislando 2 vértices.
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igura 2. Integración temporal en subetapas utilizado para el análisis conjunto
e elementos finitos y discretos.

uantificar correctamente los contactos y las fuerzas de contacto
ntre elementos discretos.

La implementación para el estudio de problemas transitorios
eguida en esta investigación corresponde a un esquema de inte-
ración temporal de subetapas en el cual los elementos finitos se
alculan mediante un esquema implícito de Newmark, y los ele-
entos discretos mediante un esquema explícito de diferencias

entradas. Normalmente el incremento de tiempo del esquema
mplícito suele ser 100 veces mayor que el explícito.

La ventaja de esta estrategia es que el número de elementos
iscretos suele ser mucho menor que el de elementos finitos que
iscretizan la estructura, por lo que la integración explícita rea-
izada dentro de un paso de tiempo implícito es bastante rápida.
ntes de comenzar un nuevo paso de tiempo Δit  en el esquema

mplícito, se calcula el mismo período de tiempo con un esquema
xplícito sobre los elementos discretos, usando un incremento
e tiempo ΔEt.

El contacto entre elementos discretos se cuantifica por la
uma de los impulsos que se producen a lo largo del análisis
xplícito, y se expresa como una fuerza sobre los elementos dis-
retos, aplicada en el tiempo t + 1 correspondiente al esquema
mplícito, tal como se muestra en la figura 2.

Se ha observado que no es aconsejable que los intervalos de
iempo Δit y ΔEt tengan una relación mayor que 1: 500, ya
ue puede haber discrepancias entre la solución explícita y la
mplícita. Teniendo esto en cuenta, la estrategia de solución en
ubpasos implementada permite obtener excelentes resultados,
omo se muestra en los ejemplos del siguiente apartado.

.  Ejemplos

En este apartado se exponen varios ejemplos a fin de mostrar
l buen comportamiento de la estrategia FEM-DEM descrita.

l primer ejemplo corresponde al estudio 3D de una probeta
ormalizada en un ensayo a tracción. El segundo ejemplo es
na viga de hormigón bientallada donde predomina la fractura

p
d
e

imensiones según la norma ASTMD638.

n modo mixto. El tercer ejemplo corresponde al ensayo de
racción indirecta, ampliamente usado en mecánica de rocas. El
uarto ejemplo consiste en un ensayo de cortante en hormigón
ropuesto por Luong [21]. El quinto ejemplo es un ensayo de una
robeta a compresión simple. El sexto ejemplo es el estudio de
n forjado reticular de hormigón armado, afectado por un asen-
amiento diferencial. El acero se considera embebido y solidario
on los desplazamientos de los elementos finitos utilizados.

Finalmente, en el sexto ejemplo, se presenta el análisis sís-
ico de la nave central de la iglesia del monasterio de Poblet,

ormada por elementos de mampostería, aplicándole un sismo
e 6 Mw. En este ejemplo se puede observar como la estrategia
EM-DEM modela el efecto de la apertura y cierre de múltiples
rietas.

.1.  Ensayo  normalizado  de  tracción

El primer ejemplo corresponde al análisis de fractura de una
robeta de hormigón sujeta a fuerzas de tracción. El objetivo
rincipal es mostrar la independencia del tamaño de la malla en
a generación de la grieta, de manera que la energía utilizada
n la fractura sea independiente del tamaño elemental. La geo-
etría se define de acuerdo con la norma D638 de la Sección
orteamericana de la Asociación Internacional de Ensayo de
ateriales (American  Society  for  Testing  and  Materials)  [22].

n la figura 3 se muestran las 3 mallas de elementos tetraédricos
e 4 nodos utilizadas, así como las condiciones de contorno. La

robeta se carga imponiendo un campo de velocidad constante
e tracción en sus extremos, representados por la zona oscura
n la figura.
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igura 4. Ensayo normalizado de tracción. Zona agrietada incluyendo los ele-
entos discretos generados para las 3 mallas de elementos finitos consideradas.

El estudio se ha realizado utilizando la metodología FEM-
EM en 3D antes descrita. Con el fin de localizar la fractura,

olo se permite que una banda de elementos se rompa al nivel de
a tensión de fallo, usando el modelo de daño mencionado. Los
esultados obtenidos se analizan dibujando los desplazamientos
e los puntos PA y PB mostrados en la figura 3.

El módulo de Young, el coeficiente de Poisson y la densidad
on respectivamente Mw = 30 × 109 Pa, v = 0,2, y = 1,0 ×  103

/m3, la tensión máxima de tracción σf = 10 ×  103 Pa y la
nergía de fractura G  = 7,5 ×  10-3 J/m2.

La probeta se deforma aplicando una velocidad constante de
racción de 0,5 × 10-7 m/s en ambos extremos. La figura 4 mues-
ra la geometría dañada para las 3 mallas del FEM consideradas.

Obsérvese que cuando se produce una fractura se crean ele-
entos discretos en los labios de la única fisura que aparece en

ste ejemplo, como se explica en los apartados anteriores. El
amaño de las esferas no es uniforme debido a que no todos los
lementos llegan al daño máximo de manera simultánea.

Con objeto de evaluar la apertura de la grieta se analiza el des-
lazamiento de los puntos PA y PB situados a la derecha y en el
entro de la probeta, respectivamente (fig. 3). La figura 5 mues-
ra la relación carga-desplazamiento en estos puntos. Para las

 mallas consideradas la evolución del desplazamiento es muy
imilar, y de acuerdo con los resultados esperados [9]. Debido a
ue los elementos por donde se abre la grieta tienen un tamaño
iferente para cada malla, el desplazamiento del punto PB en la
egión elástica se hace más pequeño a medida que se reduce el
amaño del elemento.

.2.  Viga  bientallada  a flexión

El siguiente ejemplo corresponde al ensayo de una viga de
ormigón en masa bientallada. El análisis se realiza mediante
as hipótesis de tensión plana y es un buen ejemplo de fractura
n modo mixto. La viga se sostiene en 2 puntos y se somete a
exión aplicando un desplazamiento impuesto mediante control
e velocidad equivalente a 1 mm/s en los 2 puntos representados
n la figura 6. Igualmente, en dicha figura también se muestran
a geometría y las dimensiones de la probeta.
La viga presenta 2 puntos singulares en la punta de las 2
ntallas, en donde las tensiones de tracción son altas y el daño
omienza en esta zona. Las propiedades del material son E0

c
f

Acero 2018; 69(S1):53–69 57

 30 ×  109 Pa, v  = 0,2, σf = 2 MPa y G  = 1 ×  102 J/m2. El pro-
lema ha sido resuelto con la técnica FEM-DEM en 2D.

En la figura 7 se muestra un detalle de las 3 diferentes
allas utilizadas, formadas por 1.165 nodos y 2.202 elementos

riangulares lineales para la malla gruesa, 1.847 nodos y 3.480
lementos para la malla intermedia y 5.747 nodos y 11.206 ele-
entos para la malla fina. El análisis se ha realizado tanto de

orma cuasiestática como de forma dinámica, respetando la velo-
idad de aplicación de la carga. En ambos casos los resultados
an sido muy similares, como se observa en la figura 8.

La figura 9 muestra la dirección de las fisuras para las 3 mallas
nalizadas, las cuales coinciden con los experimentos numéricos
14]. La figura 8 muestra la relación entre la reacción y el despla-
amiento impuesto en cualquiera de los 2 puntos representados
n la figura 6 (los resultados son idénticos para los 2 puntos).
os gráficos son concordantes con los resultados obtenidos por
ervera et al. [14].

.3.  Ensayo  de  tracción  indirecta

El ensayo brasileño de tracción indirecta (Brazilian  Tensile
trength) es un procedimiento sencillo para evaluar la resistencia

 la tracción de hormigón y geomateriales. La probeta de hormi-
ón analizada es un cilindro de,2 m de diámetro (D) y 0,1 m de
spesor (t), sujeto a una carga diametralmente opuesta (fig. 10).
l valor de la resistencia a la tracción se calcula mediante la
iguiente expresión [23,24]:

f

2P

πtD
(4)

Donde P es el valor de la carga aplicada. Las propiedades
el material son E0 = 21 ×  109 Pa, v = 0,2, y  = 7,8 ×  103 N/m3,
f = 10 KPa y G  = 1 ×  102 J/m2, lo que proporciona una carga
áxima de fallo de P  = 314,16 N.
Para realizar los análisis se han usado 3 mallas de 9.338,

1.455 y 61.623 elementos tetraédricos lineales, como se mues-
ra en la figura 10. El ensayo se realiza imponiendo una velocidad
onstante vertical en la parte superior de la probeta.

La figura 11 muestra la grieta y los elementos discretos gene-
ados. Se puede observar que el patrón de fisuración es similar
ara las 3 mallas y de acuerdo con el resultado esperado. La
gura 12 muestra la curva de carga-desplazamiento. Los valo-
es obtenidos para la resistencia a la tracción máxima para las
allas gruesa, media y fina son respectivamente: 10.693 KPa,

0.351 KPa y 10.235 KPa, correspondientes a un rango de entre
% y 2% de error frente al valor esperado de σf = 10 KPa.

Es remarcable la insensibilidad de la curva carga-
esplazamiento al tipo de malla de elementos finitos utilizada.
sta «objetividad» de los resultados numéricos frente al tamaño
e la malla del FEM es una de las características esenciales de
a técnica FEM-DEM.

.4.  Ensayo  de  cortante
El ensayo de cortante se diseña para aplicar un esfuerzo de
izalladura sobre una probeta, de modo que experimente una
alla por deslizamiento a lo largo de un plano paralelo a las
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Figura 5. Ensayo normalizado 3D de tracción. Curva carga-desplazamiento de los puntos PA y PB de la muestra.
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Figura 6. Viga bientallada a flexión. Geometría y condiciones de contorno.
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Figura 7. Viga bientallada a flexión. Mallas utilizadas.
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Figura 8. Viga bientallada a flexión. Relación entre la fuerza y el desplazamiento en cualquiera de los puntos referenciados en la figura 6. Los resultados obtenidos
son comparados con aquellos dados en Cervera et al. [14].
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Figura 9. Viga bientallada a flexión. Superficies de igual desplazamiento

uerzas aplicadas. Por lo general las fuerzas de cizallamiento
rovocan que una de las superficies de fallo de un material se
ueva en una dirección y la otra superficie en dirección opuesta,

e manera que el material se encuentra sometido a un estado de
orte. Este ejemplo se realizó en 80 minutos usando un procesa-
or a 2,5 MHz.

El ensayo que aquí se considera tiene como objetivo deter-
inar la resistencia a cortante del hormigón y ha sido propuesto

or Luong [21]. La probeta tiene forma tubular y su eje coin-
ide con el eje z = 0. Tiene varias entallas y se somete a

na carga central en una de sus caras y otra excéntrica en
a cara opuesta, de manera que se generen tensiones cortan-
es paralelas al eje z = 0, como se describe en la figura 13,

=
G

ertura de las grietas. a) Malla gruesa; b) malla intermedia; c) malla fina.

n la que también se muestran las condiciones de contorno
mpuestas. La profundidad de la entalla es de 10 mm y su
ncho es de 4 mm. La carga se aplica imponiendo a la placa
uperior una velocidad constante de 1 mm/s hasta llegar a la
ractura.

La definición geométrica y la malla de elementos finitos uti-
izada se muestran en la figura 14. El plano de cizallamiento ha
ido discretizado con 4 elementos finitos tetraédricos de 4 nodos,
on el fin de captar adecuadamente el gradiente de tensiones en
sta zona.

9
Las propiedades del hormigón son E0 = 35 ×  10 Pa, v

 0,22, y = 7,8 ×  103 N/m3, σc = 30 MPa, σf = 3 MPa y
 = 75 ×  10-3 J/m2. En general el esfuerzo máximo de corte
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Figura 10. Ensayo de tracción indirecta. Dimensiones de la muestra, condiciones de contorno y mallas usadas de elementos finitos tetraédricos de 4 nodos.
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Figura 11. Ensayo de tracción indirecta. Grieta y elementos dis

n el hormigón es aproximadamente 1/5 o 1/6 del esfuerzo a
ompresión [21].
La figura 15 muestra la grieta obtenida por el experi-
ento numérico con la técnica FEM-DEM, y se compara

on los resultados de los ensayos realizados en el laboratorio.

r
C
p

 generados. a) Malla gruesa; b) malla intermedia; c) malla fina.

a figura 16 muestra la relación fuerza-desplazamiento obte-
ida numéricamente y en la que se muestra claramente la

ama elástica hasta que los elementos comienzan a dañar.
onsiderando el tamaño de la probeta, de esta gráfica se des-
rende que el esfuerzo cortante último alcanza un valor de



F. Zárate, E. Oñate / Hormigón y Acero 2018; 69(S1):53–69 61

3,5E+02

3,0E+02

2,5E+02

2,0E+02

1,5E+02

1,0E+02

5,0E+02

0,0E+00
0,00E+00 1,00E-07 2,00E-07 3,00E-07 4,00E-07 5,00E-07 6,00E-07

Desplazamiento

Resultado teórico
3D BTS gruesa

3D BTS media

3D BTS media

F
ue

rz
a

Figura 12. Ensayo de tracción indirecta. Relación fuerza-desplazamiento para las 3 mallas utilizadas.
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Figura 13. Ensayo de cortante. Geometría, cargas y condiciones de contorno.
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Figura 14. Ensayo de cortante. a) Definición ge

,10 MPa. Este resultado es coherente y próximo al valor espe-
ado [21].

.5.  Ensayo  de  compresión  simple

Uno de los ensayos más frecuentes realizados en probetas de
ormigón es el de compresión simple [25]. El ensayo se realiza
e acuerdo con la instrucción de hormigón estructural (EHE-08)
26], la cual hace referencia a la norma UNE-EN 12390-3.2009
27], en donde se especifica las dimensiones de las probetas y

as condiciones de ensayo.

El experimento numérico que se presenta se realiza en 2D,
tilizando probetas hexaédricas en tensión plana y para el caso
D probetas cilíndricas normalizadas.

m
d
r
r

ica de la probeta b) Malla de elementos finitos.

El ensayo 2D consiste en comprimir la probeta cuyas dimen-
iones y condiciones de carga se muestran en la figura 17,

 en la cual también se presentan las mallas utilizadas. El
bjetivo del ensayo no solo se trata de encontrar la tensión
áxima a compresión que es capaz de resistir la probeta,

ino también la forma de las fisuras en función de las dis-
intas condiciones de contorno que se pueden dar en el
nsayo.

Las propiedades del hormigón utilizadas son: E0
 30,0 ×  109 Pa, v  = 0,20, y  = 24 ×  103 N/m3, σc = 2.000 MPa,
t = 20,0 MPa y G = 105 ×  10-3 J/m2. En este caso la tensión

áxima de compresión, independientemente de las condiciones

e apoyo, es de 20 ×  106 Pa. En la figura 18 se muestra que los
esultados obtenidos con ambas probetas se acercan mucho al
esultado esperado.
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Figura 15. Ensayo de cortante. a) Vista superior; b) perspectiva de la grieta obtenida por la técnica FEM-DEM; c) rotura en probetas de laboratorio.
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Figura 16. Ensayo de cortante. Relación fuerz

Los resultados más interesantes en este caso se muestran en
as figuras 19-21. En todas ellas la figura a)  corresponde al
atrón de grietas generado, la b)  son las superficies de igual
esplazamiento y la figura c)  el daño elemental. Estos resul-
ados se pueden comparar con la figura d)  que corresponde

 los resultados teóricos [28], o con la figura e), que corres-
onde a los resultados obtenidos con LS-DYNA [29] para el
aso biempotrado (figs. 19 y 20) o con un ensayo real (fig. 21).

La figura 19 corresponde al caso en que las superficies
e carga tienen un desplazamiento horizontal nulo utilizando

a malla de elementos finitos estructurada. Los resultados

uestran claramente 2 grietas a 45◦ claramente definidas, y
orroboradas por el patrón de daño mostrado. El resultado

r
(
E

azamiento

lazamiento obtenida por el ensayo numérico.

umérico mostrado en la figura e)  muestra el mismo patrón.
in embargo, observando los resultados teóricos [28] el daño
e genera sobre 2 bandas a 45◦ formadas por grietas verticales.

La figura 20 muestra el mismo caso, con el desplazamiento
orizontal de las superficies de carga impedidas, pero utilizando
a malla no estructurada. Como se puede observar en la fig. 20
)  el patrón de grietas se asemeja más a los resultados teóricos
sperados, con grietas verticales localizadas en 2 bandas a 45◦.
s importante mencionar que ningún código numérico al que

os autores han tenido acceso es capaz de presentar este tipo de

esultados, pues todos muestran correctamente la banda de daño
figuras e), pero no así las fisuras verticales sobre dicha banda.
l por qué la malla no estructurada presenta un resultado más
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Figura 17. Ensayo de compresión simple. Probeta y mallas utilizadas en el ensayo 2D.
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Figura 19. Ensayo de compresión simp

róximo al teórico está relacionado con la no uniformidad en la
iscretización de dominio. Las pequeñas variaciones numéricas

nducidas por los elementos de distinto tamaño son suficientes
ara alterar la estabilidad de los resultados que se obtienen con
na malla estructurada, encontrado así un resultado diferente.

l
m
c

Daño

obeta biempotrada, malla estructurada.

La figura 21 presenta los resultados obtenidos con la malla
o estructurada en el caso en que las superficies de carga tengan

ibertad de movimiento horizontal. Teóricamente [28], como se

uestra en la figura 21 d, la fisura debe ser vertical, sin embargo,
omo se observa en la figura 21 e los ensayos de laboratorio
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Figura 20. Ensayo de compresión simple. Probeta biempotrada, malla no estructurada.
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Figura 21. Ensayo de compresión simple. Probeta simplemente apoyada, malla no estructurada.
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Figura 22. Ensayo de compresión simple. Probeta 3D para distin

ienden a presentar varias fisuras verticales [27]. Los resulta-
os mostrados en la figura 21 a concuerdan con los resultados
sperados.

El mismo ejemplo ha sido resuelto en 3D utilizando una
robeta circular (fig. 17) y las mismas propiedades mecánicas.

a malla está formada por 926 nodos y 4.030 tetraedros. Los

esultados obtenidos se muestran en la figura 22 a para el caso
n que una de las superficies de carga se encuentre impedida

d
n
2

σmax = 18.63 MPa

sos de apoyo. a) Bases empotrada-libre; b) bases biempotradas.

n su desplazamiento horizontal, mientras que la otra no. La
gura 22 b muestra el caso en que ambas superficies tengan el
esplazamiento horizontal impedido. En ambos ejemplos la ten-
ión máxima se aproxima bastante a la esperada. No solo eso, a
esar que la malla sea tan gruesa, las grietas generadas coinci-
en con los resultados teóricos. Cabe comentar que este ejemplo

o requiere más de 5 minutos de cálculo en un procesador a
,5 GHz.
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Figura 23. Losa ret

.6.  Losa  reticular

El uso de forjados reticulares como elementos estructurales
stá ampliamente consensuado y permite construir geometrías
rquitectónicas más libres. El forjado analizado corresponde
l techo de una vivienda. La planta es un cuadrado de 22 m
e lado, con una superficie plana ovalada en el centro y los
ados en parteaguas con un desnivel de 2 m. En la figura 23
e muestra la planta estructural en donde se puede observar
laramente la armadura de acero. Básicamente se trata de un
orjado reticular de 0,25 m de espesor con una capa de com-
resión de 0,05 m y casetones de 0,40 ×  0,40 ×  0,20 m. A lo
argo de las nervaduras se colocan varillas de acero del n.◦ 3
� = 0,0095 m).

Adicionalmente existe una serie de cerramientos (D1) y vigas
T1 y T2), así como 4 capiteles de columna. Los cerramientos
ienen una sección de 0,25 ×  0,20 m armados con 4 varillas de
cero del n.◦ 3. Las vigas T1 y T2 tienen un espesor de 0,25 m y
n ancho de 0,20 m para la viga T1 y de 0,25 m para la viga
2. Ambas están armadas con 4 varillas de acero del n.◦ 4

� = 0,0127 m). Finalmente, el armado de los capiteles se rea-
iza con varillas del n.◦ 3 @ 0,15 m en ambos lechos y en ambas
irecciones. La figura 24 a) muestra el armado de toda la losa,
sí como un detalle del armado de los capiteles en la figura 24 b).

Las propiedades del hormigón son. E0 = 21 ×  109 Pa, v

 0,20, y  = 24 ×  103 N/m3, σc = 20 MPa, σf = 2 MPa y
 = 100 ×  10-3 J/m2.
La placa se encuentra apoyada sobre los muros mostrados en

a figura 25. A efectos del análisis dichos muros se consideran
o suficientemente rígidos y empotrados en su base.

Las cargas consideradas son el peso propio de la estructura,
as cargas muertas 1.620 N/m2 y las cargas vivas 400 N/m2.

ichos valores consideran el peso del plafón, las instalaciones

 acabados finales, sin considerar cargas de nieve o viento. Adi-
ionalmente se impone un asentamiento diferencial de 0,0035 m

y
m
o

. Plano estructural.

e los puntos de la base del muro, como se indica en la
gura 25.

El problema se ha resuelto utilizando una malla de 1.369,192
etraedros y 368.969 nodos. Por otra parte, se han defi-
ido 5.084 elementos lineales para representar las varillas
e acero. La figura 26 a representa el conjunto del forjado

 muros a analizar, mientras que la figura 26 b corres-
onde a un detalle cercano al lucernario, donde se aprecian
as nervaduras de la placa, así como algunas de las vigas
2.

La figura 27 a muestra los resultados del desplazamiento de
a estructura después de que el asentamiento diferencial de la
ase sea de 0,0035 m. En la figura 27 b se aprecia un corte
uy definido en la cubierta superior. Se observa que el des-

arro en la cubierta es perpendicular a la dirección del muro,
oniendo de manifiesto la gran rigidez que tiene la cubierta
uperior.

En la figura 28 a se puede apreciar la deformidad de la estruc-
ura vista desde abajo. Es interesante observar que el lucernario
ufre los desplazamientos máximos, incluso mayores a los que
ufre el muro sujeto al asentamiento diferencial. La figura 28 b
uestra una vista inferior de la losa donde se aprecia el daño

roducido en la unión del muro con esta.
En la figura 29 se observan los esfuerzos axiales sobre los

lementos de acero pertenecientes a la viga T2 en la zona cercana
l lucernario. En esta figura se puede observar los elementos en
racción y compresión debido a gran flexión a la que está sujeta
sta parte de la estructura.

La figura 30 muestra las zonas dañadas de la estructura utili-
ando una visualización de la estructura deformada con un factor
e escala de 5.000. El recuadro a)  muestra una vista inferior de
a losa en donde se puede observar la separación entre el muro
 la losa, mientras que el recuadro b)  muestra una vista superior
ostrando el desgarro de la cubierta. En vista de los resultados

btenidos es claramente notoria la gran rigidez que posee la losa.
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Figura 24. Losa reticular. a) Parrilla del armado de la losa; b) detalle del armado en los capiteles.

Figura 25. Losa reticular. Localización de los muros de carga. El muro con un asentamiento diferencial se encuentra marcado como DIFF.

Figura 26. Losa reticular. a) Vista del conjunto; b) detalle de las nervaduras cercanas al lucernario.
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Figura 27. Losa reticular. a) Vista superior de la estructura con iso-superficies de igual desplazamiento; b) vista superior de las grietas generadas.
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Figura 28. Losa reticular. a) Vista inferior de la estructura deformada; b) vista inferior de las grietas generadas.
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Figura 29. Losa reticular. Elementos del refuerzo de acero en la zona cercana al lucernario.

Figura 30. Losa reticular. Daño en la estructura. a) Vista inferior; b) vista superior.
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Figura 31. Iglesia cisterciense del monasterio de Poblet. a)

.7.  Iglesia  cisterciense  del  monasterio  de  Poblet

La iglesia, perteneciente al Real Monasterio de Santa María

e Poblet, ubicado en Vimbod (Tarragona), es un monumento
istórico artístico declarado por la UNESCO como patrimonio
e la humanidad. Construido a partir de la segunda mitad del

u
d
L

 interior de la nave central; b) planta y sección analizada.

iglo xii, el templo adopta una planta basilical, orientado su
bside al Este. La integran 3 naves de 7 tramos, con crucero,
bside central, girola y capillas absidiales. La nave central tiene

nas dimensiones de 85 m de longitud, 21 m de anchura y 28 m
e altura, mientras que las laterales alcanzan los 18 m de altura.
a diferencia de altura respecto a la nave central no se resuelve
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Figura 32. Iglesia cisterciense del monasterio de Poblet. a) Malla de elementos finitos de una sección perteneciente a la nave principal; b) excitación temporal en
desplazamientos.
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Figura 33. Iglesia cisterciense del monasterio de Poblet sometida a un 

ediante arbotantes del estilo gótico, sino con contrafuertes.
a nave central plenamente románica está cubierta con bóveda
e cañón apuntada, con arcos fajones en cada tramo, como se
uestra en la figura 31.
Para simplificar el estudio se analiza únicamente una sección

e la nave central que se considera simétrica respecto al eje nor-
al a la dirección de dicha nave. La malla que discretiza la iglesia

iene 9.294 nodos y 32.487 elementos tetraédricos de 4 nodos,
omo se muestra en la figura 32 a. Las propiedades del mate-
ial utilizado se corresponden con una piedra caliza propia de la
egión, con E0 = 35 ×  109 Pa, v  = 0,22, y  = 25 ×  103 N/m3, σc

 780 MPa, σf = 5 MPa y G = 100 ×  10-3 J/m2. En cuanto a las
ondiciones de apoyo se considera empotrada toda la superficie
nferior del modelo.
Las cargas aplicadas corresponden a un movimiento osci-
atorio impuesto en dirección normal al eje de la nave central,
omo se muestra en la figura 32 b. Los valores mostrados

F
f
c

g. t = 9.0 seg.

oto. Evolución de las fracturas en la nave central en distintos tiempos.

orresponden al movimiento oscilatorio en dirección S 00E de
os registros en desplazamientos obtenidos del acelerograma
el sismo «El Centro» del 18 de mayo de 1940 [30]. Estos
alores se aplican al modelo con una reducción del 50%, de
orma que simule un sismo de magnitud 6,0 MW.

Aunque el registro de movimientos dura más de 50 segundos
a estructura solo es capaz de soportar en pie 4 segundos, colap-
ando de forma total a partir de ese instante. En la figura 33 se
bserva a intervalos de un segundo las grietas formadas en la
glesia. Inicialmente ocurre un cizallamiento de las columnas y
e la pared más rígida, para posteriormente cortar las bases de
os arcos. A partir del segundo 5 se observa cómo la estructura
olapsa en su totalidad reduciéndose a escombros.

Este ejemplo muestra claramente la capacidad de la técnica

EM-DEM para simular la aparición y propagación de múltiples
racturas en estructuras de mampostería, así como el eventual
olapso de la estructura bajo cargas dinámicas.
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.  Conclusiones

Se ha descrito en el presente artículo las líneas generales de
a metodología FEM-DEM propuesta por los autores en Zárate

 Oñate [9] y Zárate et al. [10] para la predicción de la aparición
 evolución de fisuras en estructuras de hormigón. Los ejemplos
ue se han presentado muestran las posibilidades de la técnica
EM-DEM para el cálculo no lineal de estructuras de hormigón
n masa y armado, así como en estructuras de mampostería. La
écnica FEM-DEM es también aplicable al estudio de la fractura
n macizos rocosos [31,32].
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