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Resumen

En este trabajo se desarrolla una nueva formulacidn, basada en el método de la viga-columna, para el andlisis de mdstiles atirantados. El método
propone el célculo de las deformaciones producidas por los efectos de segundo orden a partir de las funciones de estabilidad. A tales efectos, la
torre se modela como una viga-columna equivalente, continua, sobre apoyos eldsticos no-lineales, cuyas rigideces axial, flexional y de corte se
calculan segtin sea el patrén de construccién de la torre. Los cables son reemplazados por apoyos eldsticos no-lineales cuya constante eldstica
se obtiene a partir de la utilizacién de médulo de elasticidad secante de los cables. A los efectos de validar el método propuesto se realiza un estudio
comparativo analizando un mastil atirantado de 150 m de altura mediante el método de los elementos finitos con el programa comercial SAP 2000.
© 2017 Asociacién Cientifico-Técnica del Hormigén Estructural (ACHE). Publicado por Elsevier Espafia, S.L.U. Todos los derechos reservados.
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Abstract

Based on the equivalent beam-column method, this paper develops a new formulation for the analysis of guyed towers. The method proposes
the calculation of the second order deformation using the stability functions. For this purpose, the tower is modelled as a continuous equivalent
beam-column, on non-linear elastic supports, for which the axial stiffness, flexural stiffness, and shear stiffness are calculated depending on the
pattern construction of the tower. The guys are replaced by non-linear elastic supports for which the spring constant is obtained from the secant
modulus of the cables. In order to validate the proposed method, a comparative study is carried out between the proposed method and the finite
element method on a 150 metre-high guyed tower using the SAP 2000 software.

© 2017 Asociacion Cientifico-Técnica del Hormigén Estructural (ACHE). Published by Elsevier Espafia, S.L.U. All rights reserved.
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1. Introduccién temas de comunicacién, debido a su gran resistencia en relacién

al consumo de material y a su permeabilidad, lo que reduce las

Las comunicaciones de radio y televisién, asi como la tele-
fonia celular, son posibles en el mundo moderno gracias a
estructuras que ejercen de soporte para los equipos de transmi-
sién de las senales de un lugar a otro. Las torres de celosia son
estructuras con una amplia utilizacién como soporte de los sis-
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fuerzas del viento generadas sobre ellas. Estas estructuras sue-
len ser elementos esbeltos y ligeros, ubicados en su mayoria en
lugares expuestos, por lo que las cargas ambientales prevalecen
en el disefo.

Dos tipos de torres de celosia se emplean de acuerdo a la tipo-
logfa estructural: las torres autoportantes y las torres atirantadas.
Cuando se requieren grandes alturas y las condiciones del sitio
de implantacién lo permiten, estas tdltimas son las usualmente
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utilizadas, debido a su menor costo de construccién en relacion
con las autoportantes.

Para el andlisis de torres atirantadas existen varios méto-
dos. La norma TIA 222-G [1] especifica tres tipos de andlisis.
El primero consiste en un andlisis donde la torre es modelada
como una viga-columna equivalente soportada por cables repre-
sentados como elementos tipo cable o como apoyos eldsticos
no-lineales. El segundo consiste en un andlisis tridimensional
eléstico en donde la torre se modela como un reticulado espacial
cuyas barras solo pueden tomar fuerza directa. Por dltimo, puede
realizarse un andlisis eldstico tridimensional en donde algunos
de los miembros de la torre se modelan como elementos que
trabajan a flexién y a fuerza directa, y otros como elementos
que trabajan exclusivamente a fuerza directa. En los dos tltimos
métodos de andlisis, los cables se modelan como elementos tipo
cable.

Cualquiera que sea el método de andlisis utilizado, la com-
plejidad del mismo radica en la inherente no-linealidad que
presentan estas estructuras. Por una parte, la no-linealidad de los
tirantes —elementos estructurales que se materializan mediante
cables de acero pretensado de alta resistencia— y por otra, la
no-linealidad geométrica. La esbeltez que presentan estas torres
las hace susceptibles al fenémeno de pandeo; en otras palabras,
los efectos de segundo orden no pueden ser despreciados. Las
acciones horizontales provocan desplazamientos que incremen-
tan el nivel de tensién en los cables y a su vez las fuerzas de
compresion sobre la torre. Estas fuerzas de compresion tienden
a aumentar el desplazamiento, y asi sucesivamente, fendmeno
que se denomina cominmente efecto P-A.

Dentro de los métodos del primer tipo, basados en el modelo
de la viga-columna, diferentes investigadores han realizado dis-
tintas propuestas en mds de cincuenta afos. Cohen y Perrin [2]
propusieron un andlisis bidimensional mediante un modelo de
viga-columna sobre apoyos eldsticos considerando Unicamente
la rigidez flexional de la viga. En el mismo sentido, Ezra [3]
propuso un andlisis bidimensional basado en el modelo de la
viga-columna sobre apoyos eldsticos no-lineales y considerando
la torsidn de la estructura mediante resortes de torsion. Bésica-
mente, el andlisis consiste en calcular los desplazamientos de
la estructura en forma iterativa a partir de un conjunto arbitra-
rio de desplazamientos iniciales. Kalha [4] propone un método
aproximado para el andlisis de mastiles atirantados utilizando
para la torre una viga-columna equivalente y para los tirantes
elementos tipo cable. Esto es llevado a cabo ensamblando en
forma matricial elementos tridimensionales tipo viga para la
torre y elementos de cable para los cables. Si bien el método
tiene en cuenta el acoplamiento geométrico entre los diferen-
tes grados de libertad y los efectos de segundo orden, es dificil
de aplicar, pues requiere un alto grado de programacién com-
putacional. Wahba et al. [5] analizaron tres modelos diferentes
para torres atirantadas, y uno de ellos consistié en modelar la
torre como viga-columna equivalente y elementos no-lineales
para los cables. Sus resultados validaron las conclusiones de
estudios previos de Kahla y confirmaron la respuesta no-lineal
geométrica de estas estructuras frente a las cargas de viento.
Margariti y Gantes [6] proponen un método aproximado basado
en las expresiones clésicas de pandeo para el calculo de la carga

critica en torres atirantadas y en pilones de puentes atiranta-
dos. Dicho método se basa en un modelo de un solo vano de
viga-columna, considerando tnicamente la rigidez flexional del
mastil o pilén. La no-linealidad de los cables se tiene en cuenta
mediante el mddulo de elasticidad equivalente obtenido a partir
de la férmula del médulo tangente de los cables.

Importantes han sido las contribuciones de los diferentes
autores al problema planteado. Dentro de estas contribucio-
nes los métodos mds utilizados hoy en dia son los basados
en los elementos finitos. Estos métodos son muy precisos. Sin
embargo, para que las soluciones converjan se requiere discreti-
zar la estructura en un elevado nimero de elementos, ademds de
requerir un gran esfuerzo de programacién computacional [4,5].
Las contribuciones basadas en los métodos analiticos requieren
andlisis complejos, y si bien permiten obtener soluciones cuyos
resultados son préximos a los obtenidos mediante la utilizacién
de elementos finitos, en general presentan diferencias significati-
vas [2,3,6]. Es por ello que en este trabajo se propone desarrollar
un nuevo método analitico para el andlisis de mdstiles atiranta-
dos, basado en el modelo de la viga-columna, que ademds de
mantener la rigurosidad matematica de los métodos analiticos
presenten una precision tal que se obtengan soluciones suficien-
temente exactas para el disefio de este tipo de estructuras, pero
cuya aplicacion sea simple, evitando asi el alejamiento del inge-
niero de la concepcién del modelo, y cuyas soluciones puedan
obtenerse en un tiempo y con un esfuerzo razonables.

El método propuesto considera la no-linealidad de los cables
y los efectos de segundo orden. En este sentido, la torre se
modela como una viga-columna equivalente, continua, sobre
apoyos eldsticos, cuyas rigideces axial, flexional y de corte se
calculan segtn sea el patrén de construccion de la torre [7]. Los
cables son reemplazados por apoyos eldsticos cuya constante
eldstica se obtiene a partir de la utilizaciéon de médulo de elasti-
cidad secante de los cables [8]. El método propone el cdlculo de
las deformaciones producidas por los efectos de segundo orden
a partir de las funciones de estabilidad [9].

Una de las principales ventajas del método es la reduccién
del esfuerzo computacional, ya que la estructura no necesita ser
discretizada en un nimero grande de elementos para la conver-
gencia, con lo cual el método puede ser mds util en las etapas de
predisefio. Otra ventaja del método analitico propuesto es que
utiliza los conceptos basicos y mas generales desde el punto de
vista de la ingenieria estructural, lo que permiten al ingeniero
visualizar rapidamente cudles son los pardmetros que influyen
en el disefio.

A los efectos de validar el método propuesto se realizard un
estudio comparativo analizando un mastil atirantado a partir de
diferentes modelos numéricos mediante el empleo de elementos
finitos con el programa comercial SAP 2000 [10].

2. Las torres atirantadas

Las torres estdn formadas por una serie de barras vertica-
les —en general denominadas montantes—, barras horizontales
y barras diagonales que conforman de esta manera un reticu-
lado espacial. La seccién transversal de torre frecuentemente
utilizada es la triangular equilétera, si bien en algunos casos



Document downloaded from http://www.elsevier.es, day 04/12/2018. This copy is for personal use. Any transmission of this document by any media or format is strictly prohibited.

PM. Pdez, B. Sensale / Hormigon y Acero 2017; 68(283):229-240 231

pueden utilizarse secciones cuadradas. Para las estructuras de
menor porte los elementos estructurales que conforman el reti-
culado son materializados mediante barras circulares macizas de
acero, mientras que para estructuras de mayor porte se utilizan
tubos circulares de acero, perfiles angulares y perfiles de chapas
plegadas.

Los tirantes proporcionan soporte lateral a las torres. Se colo-
can en general uniformemente distribuidos en la altura y se los
pretensa con un valor inicial de tensién. En el caso de torres de
seccidn triangular se colocan tres por cada nivel, y en el caso de
seccién rectangular se colocan cuatro por nivel. Los tirantes se
anclan en el terreno de manera tal que los dngulos que forman
los planos constituidos por cada tirante y la torre sean iguales.
Las inclinaciones tipicas utilizadas para estos, medidas como el
dngulo que forma el tirante con la horizontal, estdn el entorno
de los 40° a 60°, pudiendo alcanzar inclinaciones menores para
los tirantes del primer nivel.

La tension inicial de pretensado de los cables es uno de los
principales pardmetros que afectan la estabilidad de este tipo de
estructuras [11]. Este es impuesto durante la construccion del
mastil y debe ser verificado periédicamente. La norma TIA 222-
G recomienda valores medios del 10% de la tension de rotura
del cable, con un rango de variacion entre el 7 y el 15% de
la tensién de rotura, ya que dentro de este rango pueden ser
despreciados los efectos de las vibraciones y de inestabilidad
aeroeldstica. Por su parte, la norma EN 1993-1-11 proporciona
lineamientos algo mas generales, permitiendo tensiones iniciales
de hasta el 45% de la tensioén de rotura. No obstante, requiere
que sean verificados los fendmenos de vibracién e inestabilidad
aeroelastica [12].

Este trabajo se centrard en las torres de seccion transversal
triangular equildtera, si bien la mayoria de los razonamientos
expuestos aqui pueden extenderse a torres de seccion transversal
cuadrada.

3. Modelo de la torre: propiedades de la viga-columna
equivalente

El modelo de la torre como una viga-columna equivalente
requiere trabajar bajo determinadas hipdtesis. El material que
constituye la viga presenta un comportamiento eldstico lineal,
las deformaciones de la viga son pequefias, y admitamos que
las secciones normales al eje de la viga, primitivamente planas,
permanecen planas pero no necesariamente normales al eje bari-
céntrico de la viga, bajo la accién del momento flector y la fuerza
cortante.

La figura 1 muestra los patrones tipicos de reticulado de una
de las caras de la torre. Para cada uno de dichos patrones, las
propiedades geométricas de la viga-columna equivalente pueden
ser obtenidas utilizando el principio de los trabajos virtuales. En
la tabla 1 se hallan dichas propiedades para el caso de torres de
seccién triangular [4,7].

Dedo que en las estructuras reticuladas la deformacién por
esfuerzo cortante no es despreciable, esta puede ser tenida en
cuenta en la viga equivalente considerando un momento de
inercia reducido. Para la viga simplemente apoyada de la

| a || a || a || a || a |

1 P | A A A" A 1

Patron 2 Patron 3 Patron 5

Patron 1 Patron 4

Figura 1. Configuraciones tipicas de reticulado en una de las caras de la torre.

y (\ & LMD "

Figura 2. Viga simplemente apoyada de luz de vano /, sometida a momentos de
extremo M; y M; y a una carga uniformemente distribuida p.

figura 2, la curvatura puede calcularse por medio de la
ecuacion 1 [13]:

d*v(x)
x>  E-I

ey

(1 £ 4V 00)

Qred -G dx

siendo v (x) el valor de la elastica a una distancia x del extremo;
M (x) y V (x) son el momento flector y la fuerza cortante para
una seccion situada a una distancia x del extremo, y Q.4 es la
seccidén reducida, cuya expresion viene dada por la ecuacion 2:

L1 e
Qred Iz2 b(z2)

dz @)

siendo u (z) el momento estético de primer orden respecto al eje
baricéntrico, y b (z) el ancho de la seccién.

Tomando €2,.4=A, la relacién entre la flecha por fuerza cor-
tante, feor, y la flecha por momento flector en el centro del vano,
fu, es aproximadamente calculada por la ecuacién 3:

1281, (1) ?
=5 (1> )

Por lo tanto, a los efectos de tener en cuenta la deformacion
por fuerza cortante, puede utilizarse un momento de segundo
orden equivalente al valor dado por la ecuacién 4:

_ fCOI‘

V= fa

Le=0+y) 1 4)

En este sentido, Williamson y Margolin [14] muestran la
importancia de considerar los efectos del corte en el andlisis
de las torres atirantadas.
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Tabla 1

Propiedades geométricas equivalentes de la seccion de la viga-columna segtin el patrén de reticulado de una cara de la torre

Propiedades equivalentes Patrén 1 Patr6n 2y 3 Patr6n 4 Patrén 5

E-A 3-E-Ap 3-E-An 3-E-Ay 3-E-(An+A)

E-I,E-I, 1. E-A,-& 1 E-A,-d L E-Ay-a& %‘E-a2~(Am+f4)
. -1

G-Ay,G-A; iy + 22) 3E-Ag- 3E-Aq-n 3-E-Ag-¥

E'y G son el médulo de elasticidad y el médulo de corte del material.

E - A es larigidez axial equivalente de la viga-columna.

E-I,E-1,,G-A; y G- Ay corresponden a la rigidez flexional y a la rigidez de cortante de la viga-columna equivalente con respecto a ejes coordenados baricentros
z ey, respectivamente.

Am, Aq y Ay son las dreas de las secciones de las barras de los montantes, las barras diagonales y horizontales que conforman el reticulado.

ay b son la distancia entre las barras montantes y la distancia entre las barras horizontales.

¢ es el dngulo que forman las barras montantes con las diagonales.

= sin2<p - COS @

Ag - Ap - cos’ ¢

An Aehicsy
Ap+2-Ay4-sin° @

Figura 3. Cable inclinado sometido al peso propio: relacion entre la deformacion y la fuerza aplicada en la direccion de la cuerda.
4. Modelo de los tirantes la flecha bajo diferentes condiciones de carga puede ser tenida en
cuenta mediante los mddulos de elasticidad tangente y secante.
De esta manera puede tratarse el fenémeno no-lineal como uno
lineal. Sin embargo, el médulo tangente debe utilizarse cuando

4.1. El cable eldstico: modulo de elasticidad secante

Sea un cable inclinado cuya longitud de cuerda sea igual a
lcp y su proyeccion con respecto a la horizontal ¢, sometido
a la accién de una fuerza de traccidon Ty en el sentido de la
cuerda y a la accién de su peso propio g (fig. 3). Basados en
la configuracion catenaria del cable, al aplicar una fuerza de
traccion 77 en la direccidn de la cuerda, el alargamiento § del
mismo puede expresarse mediante la ecuacién 5 [8]:

larelacién entre las tensiones o1 y o es pequeiia; de lo contrario,
deberd utilizarse el médulo secante cuya expresién viene dada
por la ecuacién 6 [8]:

Ao o] — 00

Egec = Aié‘ = s Ceh (6)

8 (01—=00) Yer + cep "+ [o1? - sinh(yep - cop - 0171) — 00% - sinh(yep - cep - 007 1))
Leh 2-Ech - Yeb - cosh (l/z'ycb‘ccb‘al_l)

-1
4-Ecp-cep

+(5)

~ [o0 - sinh(1/2 - yep - cep - 00" — o1 - sinh(1/2 - yep - cep - 017 1)]

2-Ecp - Yeb - cOSh (1/2'Vcb'ccb'0'1_1>

siendo E_; el médulo de elasticidad del material del cable, o
y o9 las tensiones en el cable debido a las fuerzas en la direccién
enlacuerdaT;y Ty, respectivamente, y ¥ ladensidad del cable.
Lano-linealidad existente entre la fuerza de traccion aplicada
en ladireccion de la cuerda y la deformacion debido al cambio en

La grafica de la figura 4 muestra la variacién del médulo
de elasticidad secante en funcién de la tension final o para
longitudes de cable de 60, 100 y 160 m, cuyo mdédulo de elasti-
cidad es E., =185 GPa y su tension inicial es og= 140 MPa,
que corresponde al 10% de la tension de rotura. Podemos
ver que para tensiones finales del orden del 50% de la tension de
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Médulo de elasticidad secante vs. tensién final
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Figura 4. Curva médulo de elasticidad secante vs. tension en el cable. Tomando E., =185 GPay 09 =0, 1 - fu =140 MPa.

L Co L Co L
1 Kl |

Figura 5. Sistema plano simétrico formado por el méstil y dos cables. Configu-
racion deformada al aplicar una carga horizontal F en el extremo superior.

rotura, la relacién entre el médulo de elasticidad del cable y el
médulo secante no excede del 10% para una longitud del cable
de 160 m, ni del 4% para una longitud del cable de 100 m.

4.2. El sistema de cables: constante eldstica equivalente

Consideremos en primera instancia el sistema plano simé-
trico, en equilibrio, formado por el mastil y dos cables (fig. 5).
Si aplicamos una fuerza horizontal en el extremo superior del
mdstil, este se deformard y su posicién puede describirse como
un desplazamiento horizontal u y uno vertical w, siendo ambas
componentes del desplazamiento pequefias. Dado que el despla-
zamiento de mastil estd compuesto por un movimiento rigido y
por la flexion del mismo, puede asumirse que el desplazamiento
w es un infinitésimo de segundo orden de u (w~0 (u?)) [15].

Al desplazarse el mastil, el cable a la izquierda se alargara
mientras que el de la derecha se acortard. Si ambos cables estan
sometidos a una fuerza de traccion inicial T en la direccién de la
cuerda, el cable de laizquierda experimentard un rapido aumento
de la tensién, mientras que el de la derecha un rapido descenso.
La figura 6 muestra de manera esquemdtica el razonamiento
precedente.

T
7
T”
=0
LA L Ay o
/I /1 A
L 1o L
A /1

Figura 6. Curva fuerza vs. desplazamiento del cable con origen en la condicién
inicial de tensado. Adaptada de [8].

Con relacion a la figura 6, el alargamiento §; del cable de la
izquierda y el acortamiento &, del cable de la derecha en funcién
del desplazamiento horizontal u pueden expresarse por medio
de la ecuacién 7:

S1=—06=——-u (7
leb
Si la fuerza F aplicada es de valor unidad y considerando
una relacion lineal entre la tensién y la deformaciéon mediante
el empleo del médulo de elasticidad secante (ecuacién 7), la
constante eldstica equivalente utilizada para sustituir el sistema
de cables es (ecuacién 8):

2
Ccb
keq = (Esec,l + Esec,Z) “Ach - lC 3 ®
cb

siendo A, el area de la seccidn transversal de los cables,
Esec,1 Y Esec2 son los médulos de elasticidad secante del cable
que se estira y del cable que se acorta, respectivamente, y « es
la inclinacién de los cables con respecto a la horizontal.
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Figura 7. Sistema tridimensional formado por el mastil y tres cables de igual
longitud de cuerda e igual inclinacién.

Consideremos ahora el sistema tridimensional constituido
por el mastil y tres cables de igual longitud de cuerda [, igual
inclinacion « y tal que los planos formados por cada cable y
el mastil equidistan entre si, al que se aplica una fuerza hori-
zontal F de valor unidad en el extremo superior del mastil en la
direccién del eje U (fig. 7). Si la fuerza se aplica en el sentido
positivo del eje U (como se muestra en la figura), la relacién
entre el alargamiento §; de los cables a barlovento y el despla-
zamiento horizontal u, asi como la relacién entre el acortamiento
8 del cable a sotavento y el desplazamiento horizontal, puede
expresarse mediante las ecuaciones 9:

Ceh
1= —- 9
=, 9
8 = by,
lcb
Planteando equilibrio horizontal, ecuacién 10:
ccb2
(Esec,l +2. Esec,2) “Acp - u- o5 3= 1 (10)
2. lcb

Por lo tanto, la constante eldstica equivalente utilizada para
sustituir el sistema de cables queda determinada por la ecuacién
11:

2
Ceb
keq = (Esec,l +2- Esec,Z) “Acp - 207

11
% (1D
A partir de las ecuaciones 5, 9 y 11 podemos concluir que,
bajo las hipdtesis planteadas, la estructura de la figura 7 es mds
flexible en el sentido positivo del eje U que en el sentido negativo.

5. Método propuesto

Consideremos una estructura tipo mastil atirantado, de altura
h;, con n niveles de tirantes uniformemente espaciados entre si
una distancia /;. Sin pérdida de generalidad, consideremos que
la estructura estd empotrada en la base, como se representa en
la figura 8a.

La torre estard sujeta a cargas distribuidas verticales p; (z)
como su peso propio; cargas verticales puntuales P, debidas por
ejemplo al peso de los accesorios, pero en caricter general serdn
debidas al alargamiento y acortamiento de los cables y a la carga
de viento sobre los mismos; y a cargas puntales y distribuidas
horizontales, P, y p, (z), respectivamente, basicamente debidas
ala accion del viento sobre el mdstil, los cables y los accesorios.

Planteando equilibrio en la configuracién deformada en el
nodo j, en referencia a la figura 8b podemos escribir para el
momento de continuidad j-/ la ecuacién 12:

i=n i=n
Mj1=M;+ Z (Hi 4 Py — keq,i - vi) - hi + ZMe,i +

i=j i=j

12)

i=n

Esecl _Esec2
+(vj—vj—1) - (P,O,'+P.,'+2'<H>
( J J ) Z it ot Esec,l +2‘Esec,2 i

i=j

Lebi g g Zebi >
. -, To -
Ceb,i Ceb,i

siendo z.pj la altura correspondiente al nivel j de tirantes,

v; el valor de la eldstica para dicho nivel de tirantes, keq; €s

el valor de la constante eldstica equivalente para el nivel j de

tirantes, c.p; es la distancia horizontal entre el pie de los tirantes

del nivel j y la torre, H; es la fuerza resultantze h%}%ﬂtal entre
cb, jTIj

'keq,i

dos niveles de tirantes, obtenida como, H; = Px(2)dz,

Zeb, j—hj/2
P es la fuerza resultante vertical debida a la carga vertical
uniformemente dis_tp'}p%da entre dos niveles de tirantes, obtenida
2ch,j ]

como, Py, ;j = pz (2)dz, P;j es la fuerza vertical en el

Zeb,j—hj/2
nivel de tirantes j debida a la accién del viento sobre estos y M.
es el momento debido a la excentricidad de los cables en el nivel
Jj de tirantes y viene dado por la ecuacion 13:

V3 V3

M, j=— 6 Egec,1 + 3 Egec2
J
a-Acp,j-Zeh,j Ceb,j Vj
: 3 (13)

lcb.j

5.1. Andlisis de la estructura

Consideremos una viga-columna continua sobre apoyos elés-
ticos discretos sometida a la accién de cargas externas para la
que son conocidas las propiedades seccionales y de los materia-
les. Planteando equilibrio en la configuracion deformada para
las barras entre los nudos j-1, j y j+ I (fig. 9), y aplicando las
ecuaciones de slope-deflection con fuerza axial de compresion
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Figura 8. a) Acciones exteriores sobre el mdstil atirantado. b) Modelo matematico de cdlculo, configuracién deformada.

Px.j
Vrz.; »
«éw =
MJ—LJ MEJ ) P,
}
L hi L Mj,j-1+ME]+Me,]
7 Kl
Hi+Px.l
Vj,j+1
M, Mej+M
11 Mzy+ elg ? >Mi,i+1'MEi+1
V;,;-z keq,l
keq,I‘Vl

Pxj+1

VI, J+1 N -

X

1Y

P 1 J/ E-l 1 PH-I
? ! jt1
Mo =Mes VMJ?MMJ +Mep
L b L
A 7

Figura 9. Configuracién deformada de la viga-columna continua sobre apoyos eldsticos discretos para las barras entre los nudos j-1, j y j + 1. Diagramas de cuerpo
libre para el planteamiento de las ecuaciones de slope-deflection.
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[9], ecuacion 14:

E-1
Mj—rj={——)
J

bt
-[C-e,-_1+s-9,—(c+5)-(’“h’)] — Mg,
j

u (EI)
j>j71 =
h J;

Vigl —v;
.ls.gj_l+c.9j_(c+5).(f“l)

h + Mg,

J

obtenemos las ecuaciones 15:

azj1-Ojr1+azjo-vjp1 +azj3 -0+ azja-vjtazs- 01
+azje-vj—1 = —Mej+ MFj+1 — ME (15)

azj—1,1-0j+r1+azj—12-vj41 +azj-13-0;tazj_14-v;+
azj-1,5-0j-1+azj16-vj-1=Hj+ Py

endonde los coeficientes a;j en la ecuacién 15 dependen de las
propiedades geométricas de la viga y del material constituyente,
de las funciones de estabilidad, de las fuerzas de compresién y
de las constantes equivalentes de los resortes. Sus expresiones
vienen dadas por la ecuacién 16:

E-I
azj1 = (S> (16)

E-1
@jo2 = —azj—1,1 = —( (C+ S))

(E-IC) . <E-Ic>
a3z =|—— —
b/ h 7,

E-I
Wje=—a2j-1,5= (112 (C+ S)> .

J

Pjt1

E-1I
@2j-12= 7 27 €+ j+1 * hjt

E-I E-I
Jj+1

Pt Pj
hj+l h} €q,J

J

<2E'I(C+S)) + 5
aj-16=—|2—7 —
! h3 i hj

C;jy S; son las funciones de estabilidad para la barra j, ecua-
cién 17:
C.— 1 —,BJ' ~C0t(,3j)
J T 2tan(B)/2) 1
Bj

a7

i B; - cosec (,Bj) -1
J = 2tan(B;/2) 1
Bj

Bj se denomina pardmetro de pandeo y su expresién viene
dada por la ecuacién 18:

[ Pihj?
b=\ 1, (18)

De las ecuaciones de equilibrio se deduce la expresioén para
la fuerza de compresién en la barra j, Pj, ecuacién 19:

P § Poid P +2 (Esec,l - Esec,2) k Zeb,i
S = 0.i r . . IR
! i=j l o (Esec,1 +2 - Esec2) ot Ceb,i
Zeb.i
v +3-To; - Cb’l> (19)
Ceb,i

Los subindices para las expresiones entre paréntesis indican
a la barra que corresponde. Por ejemplo, (%S)j indica que el
modulo de elasticidad, el momento de segundo orden, lalongitud
de vano y la funcién de estabilidad S son las correspondientes a
la barra j.

M;_1;y M;; 1 son los momentos de extremo en la barra j.
MFp es el momento de empotramiento perfecto para una viga
sometida a una fuerza uniformemente distribuida en su plano
y a fuerza axial de compresion. Su expresion depende de las
condiciones de vinculo de los extremos; para el caso de barras
bi-empotradas, su expresion viene dada por la ecuacion 20 [16]:

_Peith?12Y B
Mrj=""1 <5j2> [1 2.tan(ﬂj/2)1 20

Para una viga-columna de n tramos, a partir de la ecuacién
15 se forma un sistema de 2n-1 x 2n-1 ecuaciones cuyas incog-
nitas son los giros y los desplazamientos laterales de los nudos
O1---6;---0y_1y v1-- -V - vy, TESPECtivamente, ya que, por
un lado, el extremo superior de mdstil se considera articulado,
lo que implica que 6,, puede escribirse en funcién de 6,1, y por
otro, cuando el extremo inferior estd empotrado 8y = vp =0y
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cuando estd articulado vg = 0y 6 puede escribirse en funcién
de 6.

5.2. Obtencion de la configuracion deformada: andlisis
de segundo orden método iterativo

Para resolver el problema de forma simple, el método pro-
puesto supone conocida la forma inicial de la elastica de la torre
bajo la accién de las fuerzas externas, considerando para esta
una funcién parabdlica y tal que el valor maximo de la elastica
sea menor que un valor prefijado vy, ;, con vy, ; = 0,001 - ;.
Las contantes eldsticas equivalentes en cada uno de los niveles
se calculan a partir de los desplazamientos laterales supuestos.
De esta manera puede estimarse de forma razonable la rela-
ci6n entre la fuerza de compresion en la barra j y la fuerza de
compresion en la barra n de extremo. Sea ¢ el factor de rela-
cién entre dichas fuerzas, esto es Pj=¢ - P,, de esta manera la
relacion entre los pardmetros de pandeo puede escribirse como

(ecuacion 21):
hj
: (hn) 'ﬂn (21)

Los pasos del procedimiento iterativo para la obtencion del
desplazamiento lateral son:

. (EI)n
(E-D);

Bi=

w~

1. Se calculan los desplazamientos laterales de la torre, esto es,
v; para j = I a n. El método propuesto supone considerar que
la curva eléstica inicial es una funcién parabdlica.

2. Con los valores de los desplazamientos laterales calculados
en el paso 1 se obtienen los médulos de elasticidad Egec,1 ¥
Eec 2 para cada nivel de tirantes.

3. El nuevo desplazamiento lateral de la torre bajo la accién
de las cargas actuantes se obtiene resolviendo el sistema de
2n-1 x 2n-1 ecuaciones, obtenido a partir de la ecuacion 15.

4. Si para cada uno de los niveles de tirantes la diferencia entre
el desplazamiento obtenido en el paso 3 y el desplazamiento
del paso 1 es menor que un valor predeterminado, se da por
finalizado el proceso. En caso contrario, con el desplaza-
miento obtenido en el paso 3 se repite el proceso hasta la
convergencia.

5. Si la diferencia entre los desplazamientos en cada nivel de
tirantes no puede hacerse menor que un valor predetermi-
nado, la estructura es inestable bajo la accién de las cargas
actuantes. Deberd modificarse la rigidez de la viga-columna
y/o la rigidez de las contantes elasticas.

Luego, planteando las ecuaciones de equilibrio en la con-
figuracién deformada para cualquier seccién se obtienen las
solicitaciones y se procede al dimensionado de las secciones
de los elementos que conforman la torre utilizando los métodos
habituales de resistencia de materiales y la norma que se tome
como referencia. En relacién a la figura 9, para la barra j y para
una seccién a una distancia x del extremo j-/, el momento en
dicha seccién viene dado por la ecuacién 22:

a

Tramo de la torre

Modelo 3D del mastil atirantado

Figura 10. Modelo de reticulado espacial de la torre atirantada de 150m de
altura en FEM. Configuracion inicial: cables tensados al 10% de la tension
de rotura.

Myt = Lt UL (B[ (Lot
Bi hj sin(f)
-sin(Bj/hj - x) —cos(Bj/hj - x)+ 1] + (22)

1
—m [Mj_l’j - cos(B;)) — M./',j_l] . Sin(ﬂj//’l/’ - X)

“er;]’j 'COS(,Bj/hj ~x)

6. Caso de estudio: comparacion entre el método
de elementos finitos y el método propuesto

A los efectos de validar el método propuesto (MP), se analiza
una estructura tipo mastil atirantado de 150 m de altura, con dos
condiciones de vinculo externo en su base, empotrado y articu-
lado, utilizando dos modelos diferentes por medio del método
de los elementos finitos (FEM) a partir del uso del programa
SAP2000. Los resultados se contrastaran con los obtenidos por
el MP. En el primer modelo (FEM: retic.) la estructura se modela
como un reticulado espacial donde las barras trabajan principal-
mente a fuerza directa y los cables se modelan como elementos
tipo cable (fig. 10). En el segundo modelo (FEM: viga-col.)
la estructura se modela como una viga-columna equivalente,
mediante elementos que trabajan a flexion y a fuerza directa, y
cuyas propiedades geométricas se obtienen a partir del patrén
de construccién de una de las caras de la torre (tabla 1). Se tie-
nen en cuenta las excentricidades de los cables en los niveles
de tirantes, y estos se modelan como elementos tipo cable. En
ambos modelos los efectos de segundo orden se consideran a
partir de un andlisis no-lineal P-A.

La torre es de seccion triangular, de 1 m de ancho de cara
medida eje a eje de las barras verticales. Las barras son mate-
rializadas por perfiles tubulares circulares de acero de médulo
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Desplazamiento vs. Altura de torre: base empotrada

a0 y -~ MP
—FEM: retic
......... FEM: viga-col

0
0,00 0,10 020 030 040 0,50 0,60 070 0,80 090 1,00
v [m]

Figura 11. Curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para el MP y para
los modelos mediante elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la
base de la torre empotrada.

de elasticidad E., =200 GPa. Los montantes (barras verticales)
son de 73,00 mm de didmetro exterior y 5,20 mm de espesor,
y las barras horizontales y las diagonales de didmetro exte-
rior, de 21,33 mm, y 2,77 mm de espesor. La inclinacién de las
diagonales es de 45°.

Los tirantes son de acero EHS, de tension de rotura 1.400 MPa
y médulo de elasticidad E., =185 GPa. Estan colocados con
espaciamientos de 15m en la altura. Los tirantes cuyas cotas
de anclaje a la torre son +15, +30 y +45 m se anclan al terreno
a una distancia de 30 m del eje del mastil y son de didmetro
nominal de 6,35 mm (A., =24,632 mmz). Los tirantes cuyas
cotas de anclaje son +60, +75 y +90m se anclan al terreno a
una distancia de 60 m y sus didmetros nominales son 6,35, 8,00
y 8,00 mm (A, =38,511 mm?), respectivamente. Los restantes
tirantes, cuyos niveles de anclaje a la torre son +105, +120, +135
y +150 m, se anclan al terreno a una distancia de 90 m del eje de
la torre y sus didmetros nominales son de 8,00 mm.

Las cargas de viento sobre la estructura se calculan a partir
de los lineamientos establecidos por la norma TIA 222-G, y se
considera una velocidad caracteristica de viento de 43,4 m/s cal-
culada como la velocidad media del viento en un intervalo de
3 segundos a una altura de 10 m sobre el nivel de terreno para
una categoria de exposiciéon C y cuyo periodo de retorno es de
50 afios.

Las graficas de las figuras 11-13 muestran los desplaza-
mientos laterales, las fuerzas directas y los momentos flectores
obtenidos a partir del MP y de los modelos mediante elemen-
tos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col. en el caso de que la
base de la torre esté empotrada. Las figuras 14-16 muestran los
desplazamientos laterales, las fuerzas directas y los momentos
flectores en el caso de que la base de la torre esté articulada.

6.1. Andlisis, comparacion y discusion de los resultados

Con relacién a los desplazamientos maximos de la torre para
el modelo cuya base estd empotrada, la diferencia entre los
modelos MP y FEM: retic. es el orden del 0,06% y la diferencia
entre los modelos FEM: retic., y FEM: viga-col. es del orden del

Diagrama de fuerza directa: base empotrada
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Figura 12. Diagrama de fuerza directa para el MP y para los modelos mediante
elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la base de la torre empotrada.

Diagrama de momentos flectores: base empotrada

- = MP
—FEM: retic
--------- FEM: viga-col

—40
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Figura 13. Diagrama de momento flector para el MP y para los modelos
mediante elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la base de la
torre empotrada.

Desplazamiento vs. Altura de totre: base articulada
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Figura 14. Curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para el MP y para
los modelos mediante elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la
base de la torre articulada.

2%. En el caso del modelo con la base articulada, la diferencia
entre los modelos MP y FEM: retic. es del orden del 0,70%, y
la diferencia entre los modelos FEM: retic. y FEM: viga-col. es
del orden del 2,8%.
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Diagrama de fuerza directa: base articulada
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Figura 15. Diagrama de fuerza directa para el MP y para los modelos mediante
elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la base de la torre articulada.

Diagrama de momentos flectores: base articulada
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Figura 16. Diagrama de momento flector para el MP y para los modelos
mediante elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-col., con la base de la
torre articulada.

Para la torre con la base empotrada, la diferencia entre los
momentos flectores positivos maximos a partir de los modelo
MP y FEM: retic. es del orden de 2,2%, mientras que entre
los modelos FEM: retic. y FEM: viga-col. son del orden del
0,2%. En relacién a los momentos flectores negativos maximos,
la diferencia entre los modelos MP y FEM: retic. es del orden
del 5,5%, mientras que entre los modelos FEM: retic. y FEM:
viga-col. es del orden del 1,4%.

Para el caso de la base de la torre con vinculo externo tipo
articulaciodn, la diferencia entre los momentos flectores positivos
maximos a partir de los modelo MP y FEM: retic. es del orden de
2,7%, mientras que entre los modelos FEM: retic. y FEM: viga-
col. es del orden del 1,6%. En relacion a los momentos flectores
negativos maximos, la diferencia entre los modelos MP y FEM:
retic. es del orden del 7,8%, mientras que entre los modelos
FEM: retic. y FEM: viga-col. es del orden del 10,1%.

Para los dos tipos de vinculo del extremo de la torre, las defor-
maciones maximas, los momentos flectores positivos maximos
y la fuerza directa presentan diferencias muy poco significati-
vas. Sin embargo, para el caso de la torre con la base empotrada
el momento negativo maximo ocurre en la base de la misma y

es del orden del 77% superior que en el caso de la torre con la
base articulada, y por lo tanto también lo es el esfuerzo en los
montantes del apoyo. De esta manera podemos establecer que
el modelo de la torre con la base articulada es mas conveniente
como solucién estructural.

7. Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un método aproximado para
el célculo de las deformaciones producidas por los efectos de
segundo orden en torres atirantadas de seccién triangular. El
método se basa en las funciones de estabilidad. Las propiedades
geométricas para la viga-columna equivalente se obtienen segin
sea el patrén de reticulado de cada una de las caras de la torre.
Los tirantes son modelados como constantes eldsticas de resortes
equivalentes a partir del médulo de elasticidad secante de los
cables, y se tienen en cuenta las excentricidades de los mismos
en los puntos de anclaje a la torre.

El método propuesto ha sido validado numéricamente
mediante un caso de estudio comparandolo con los métodos de
elementos finitos. A partir de los resultados expuestos pueden
deducirse las siguientes conclusiones:

1. Se observan diferencias poco significativas en el calculo de
los efectos producidos por las deformaciones de segundo
orden de la estructura entre el MP y los métodos de elementos
finitos. En otras palabras, los valores de las solicitaciones y
de los desplazamientos de la estructura obtenidos mediante el
método propuesto son suficientemente precisos comparados
con los obtenidos mediante el método de elementos finitos,
lo que confirma la validez de las hipdtesis adoptadas en el
desarrollo del método.

2. El MP mantiene la complejidad y la rigurosidad matematica
de los métodos analiticos; sin embargo, ha sido concebido
como un método de aplicacién simple. Utiliza los concep-
tos basicos y mas generales desde el punto de vista de la
ingenieria estructural, lo que permite al ingeniero visualizar
rdpidamente cudles son los pardmetros que influyen en el
disefo.

3. El modelo propuesto utiliza directamente las funciones de
estabilidad, lo cual permite trabajar con mayor exactitud, sin
la necesidad de realizar aproximaciones y/o divisiones de los
elementos entre cada tramo entre tirantes. Es muy simple de
programar, incluso a partir del uso de planillas electrénicas
como se ha realizado en este trabajo, pues no necesita dis-
cretizar la estructura en un nimero grande de elementos para
la convergencia. Es por esto que el método puede ser muy
util en las etapas de disefio preliminar o anteproyecto, con
un ahorro importante de tiempo en la etapa de disefio. En
otras palabras, el método de elementos finitos no presenta
en la etapa de anteproyecto mayores ventajas que el método
propuesto.

4. En este trabajo también hemos podido establecer que la
solucién estructural de torre con base articulada es mds
conveniente desde el punto de vista estructural, ya que mien-
tras que los desplazamientos maximos presentan diferencias
poco significativas, las fuerzas maximas en los elementos
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estructurales de la torre son menores que para el caso de
torre con base empotrada.

5. Si bien el trabajo se ha centrado en las torres de seccién
triangular equilatera, con un arreglo para los tirantes de tres
por nivel, el método propuesto puede extenderse a otro tipo
de arreglo de los cables y a otro tipo de formas de seccién. Por
lo tanto, el método propuesto, inicialmente desarrollado para
el andlisis de torres atirantadas, puede extenderse al andlisis
de pilones de puentes atirantados.

Bibliografia

[1] TIA 222-G. Structural Standard for Antenna: Supporting Structures and
Antennas, Telecommunications Industry Association, Arlington, VA, 2006.

[2] E. Cohen, H. Perrin, Design of multi-level guyed towers: Structural analy-
sis, J. Struct. Div.-ASCE. 83 (1957) 1-29.

[3] G.O. Ezra, Analysis of high guyed towers, J. Struct. Div.-ASCE. 92 (1966)
169-198.

[4] N.B. Kalha, Equivalent beam-column analysis of guyed towers, Comput.
Struct. 55 (4) (1995) 631-645.

[5] Y. Wahba, M. Madugula, G. Monforton, Evaluations of non-linear analysis
of guyed antenna towers, Comput. Struct. 68 (1998) 207-212.

[6] G.Margariti, G. Gantes, Linear and nonlinear buckling response and imper-
fection sensitivity of cable-stayed mast and pylon, Struct. Eng. Int. 25 (1)
(2015) 43-49.

[7] K. M. Romstad, M. Chiesa, Approximate analysis of guyed towers, Proc.
ASCE, Fall Convention and Exhibit, San Francisco, CA (1977).

[8] N.J. Gimsing, C.T. Georgakis, Cable Supported Bridges: Concept and
Design, 3 rd edition, J. Wiley and Sons, Inc, 2012.

[9] C.H. Yoo, S.C. Lee, Stability of Structures: Principles and Applications,
Elsevier, 2011.

[10] SAP2000. Analysis Reference Manual, Computers and Structures, Inc.,
Berkeley, CA, 2011.

[11] A.Carrasco, V. Parnas, P. Rodriguez, Guy tension influence on the structural
behavior of a guyed mast, J. IASS. 53 (2) (2012) 111-116.

[12] UNE-EN 1993-3-1: 2013. Eurocode 3: Design of steel structures—Part
3-1: Tower, masts and chimneys—Tower and masts. CEN, 2013.

[13] S. Timoshenko, Resistencia de materiales. Primera parte: teoria elemental
y problemas [traduccién al espafiol de Delagdo Pérez de Alba T.], Espasa-
Calpe, Madrid, 1957.

[14] R.A. Williamson, M.N. Margolin, Shear effects in design of guyed towers,
J. Struct. Div.-ASCE. 92 (1966) 213-233.

[15] H.M. Irvine, O’Sulliva.N., Elastic stability of simple guyed towers, Appl.
Ocean Res. 1 (4) (1979) 203-207.

[16] T.V. Galambos, A.E. Surovek, Structural Stability of Steel and Application
for Structural Engineers, J. Wiley and Sons, Inc, 2008, pp. 373.


http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0085
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0090
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0095
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0100
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0105
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0110
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0115
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0120
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0125
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0130
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0135
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0145
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0150
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0155
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080
http://refhub.elsevier.com/S0439-5689(17)30049-9/sbref0080

	Cálculo de torres atirantadas sin utilizar elementos finitos
	1 Introducción
	2 Las torres atirantadas
	3 Modelo de la torre: propiedades de la viga-columna equivalente
	4 Modelo de los tirantes
	4.1 El cable elástico: módulo de elasticidad secante
	4.2 El sistema de cables: constante elástica equivalente

	5 Método propuesto
	5.1 Análisis de la estructura
	5.2 Obtención de la configuración deformada: análisis de segundo orden método iterativo

	6 Caso de estudio: comparación entre el método de elementos finitos y el método propuesto
	6.1 Análisis, comparación y discusión de los resultados

	7 Conclusiones
	Bibliografía


