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RESUMEN

Se presenta un planteamiento analitico para la obtencién de las deformaciones y solicitaciones en tableros con vigas gemelas, en especial
los obtenidos a partir de secciones prefabricadas en artesa. Fue de inspiracién y fundamento la fuerza de la descomposicién de la funcién
resistente en estados mas simples, para la obtencién de una formulacién matematica. Se trata de una forma similar al planteamiento
que realiz6 Javier Manterola en el memorable articulo “La seccién abierta y cerrada bajo solicitacion excéntrica” [1]. Para la resolucion
se efectuard una aproximacion al formalismo matematico de las funciones de Green. El planteamiento requiere una serie de simplifi-
caciones admisibles que aproximan con bastante rigor la solucién, y permiten la evaluacién directa de la accién de cargas moéviles. Por
ultimo, se efecttia un anélisis de la efectividad del reparto transversal conseguido con diversas condiciones de apoyo.
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ABSTRACT

This paper presents an analytical approach to determine the deformations and stresses in twin beam decks, commonly used with
channel-shaped precast beams. The method is inspired by and founded on the efficiency of load decomposition into simpler cases and
provides a mathematical framework to address the problem. This approach builds on the significant work of Javier Manterola in 'The
open and closed section under eccentric loads' [ 1]. The resolution involves applying the mathematical formalism of Green's functions.
The analysis incorporates a set of admissible simplifications that yield a fairly rigorous approximation of the solution, enabling the direct
evaluation of the effects of moving loads. Finally, the paper examines the effectiveness of transverse load distribution achieved under
various support conditions.
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1.
INTRODUCCION

Siempre tuvimos presente la referencia [ 1] de Don Javier Man-
terola “La seccion abierta y cerrada bajo solicitacion excéntrica”,
acerca de como se podria extender la teoria de vigas, cuando,
bajo ciertas condiciones, un tablero de puente se puede asi-
milar a un elemento lineal. Era sorprendente la elegancia del
desarrollo matematico, para condensar, en unas ecuaciones di-
ferenciales formalmente bastante simples, toda la complejidad

de la solicitacién excéntrica. Una de las lecciones mas impor-
tantes que se aprenden alli, tal como nuestro maestro intentd
transmitirnos en sus clases, es la potencia de la descomposicién
del problema en una superposicién de estados mas simples,
como son la torsién, la distorsion y los alabeos ligados a ellas,
que a su vez son muy utiles para entender mejor la funcién
resistente completa. Antes de la llegada del desarrollo genera-
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lizado del método de elementos finitos (MEF) para el cilculo
de los tableros, fueron importantes las herramientas analiticas,
que poseen una magnifica exposiciéon y rigor en los trabajos
de Don Avelino Samartin, en especial de las recopilaciones
recogidas en [2] y [3]. Como referencia mas reciente, men-
cionamos los importantes trabajos de Don Salvador Monleén
y el equipo de la Universidad Politécnica de Valencia (UPV)
referencias [4] y [5], que, a partir de métodos variacionales,
alcanzan el mismo objetivo para cualquier directriz de viga.

Lo que aqui se presenta, pretende ser una pequefia aporta-
cién para la solucién del mismo problema para un caso parti-
cular pero muy ttil: obtener la solucién analitica para el calcu-
lo de deformaciones y solicitaciones en puentes con doble viga
con carga excéntrica. Esta tipologia es ampliamente utilizada,
correspondiendo el caso mas frecuente, a dos vigas principales
prefabricadas de hormigén con seccién en artesa y una losa de
reparto. Para puentes estrechos, es posible utilizar una pareja
de vigas prefabricadas de ala ancha; también se aplica a table-
ros mixtos con vigas metalicas armadas, con diversas configu-
raciones. Toda esta familia de tableros pueden englobarse en la
denominacién general de tableros bijacena.

En el presente articulo, partiendo de unas simplificaciones
razonables del problema general, se consigue establecer unas
ecuaciones diferenciales que rigen el reparto transversal de la
carga excéntrica entre ambas vigas. Mediante el formalismo
de la funcién de Green que la resuelve, es posible calcular las
solicitaciones y las deformaciones, ante la aplicacion de cual-
quier clase de sobrecarga sobre el tablero, ya sean ferroviaria
o de carretera. Una referencia interesante para profundizar
en el fundamento matematico utilizado se sefiala en [6]; es
oportuno sefialar que, de forma indirecta y poco conocida, los
formularios clasicos de solicitaciones de vigas con cargas pun-
tuales, son soluciones de la funcién de Green de la ecuacién
diferencial de la viga de Bernouilli — Navier, bajo las diversas
condiciones de contorno.

Consideramos que el planteamiento es 1til para el estudio
de tableros ferroviarios de doble via, con anchos los habituales
entre 12.50 y 14.0m para via convencional o LAV, para lo cual
presentamos al final un ejemplo de aplicacién.

Figura 1. Configuracion tipo del tablero de puente FFCC.

2.
CONSIDERACIONES INICIALES

Para la obtencién de una solucién analitica, algunas restric-
ciones y simplificaciones deben ser aplicadas. Al final se hara
mencion a la extensién a puentes continuos o de apoyo obli-
cuo, y con losa de reparto con rigidez torsional. Las hipétesis
requeridas son las siguientes:
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1. Son tableros de seccién constante, con dos vigas princi-
pales paralelas e iguales. Ello es obligado al utilizar en
las ecuaciones las condiciones de simetria de eje central
longitudinal.

2. Laseccién transversal de la viga posee la rigidez propia de
torsion de Saint Venant (como seccién abierta o cerrada).

3. No se considera ni el alabeo torsional ni la distorsion de la
seccién individual de viga, lo cual es valido de acuerdo a
las dimensiones y formas habituales.

4. La vinculacién transversal entre las vigas la proporciona
tnicamente la losa de reparto. Las cargas aplicadas sobre
ella, se transmiten tinicamente por flexion transversal a
las vigas.

5. Las vigas se encuentran simplemente apoyadas en ambos
extremos. Se estudiaran los casos de vigas con giro de
torsién impedido -por riostra transversal o disposicion de
doble apoyo, mas habitual en puentes ferroviarios-; y giro
libre solo coaccionado por la losa de reparto. Este altimo
caso es bastante habitual en puentes de carretera, al dis-
ponerse uno Gnico con riostra propia en centro de la viga
prefabricada.

6. Se considera como eje X el longitudinal de viga, el eje Y
vertical hacia arriba, y el Z horizontal transversal, con trie-
dro directo, para fuerzas y deformaciones. Como signo de
solicitaciones, se consideraran positivas las correspondien-
tes a las positivas en la cara frontal de la seccion; y el de de-
formaciones, las positivas segtn ejes globales. Ello implica
que algunas las férmulas habituales de la teoria elemental
de vigas cambien de signo, quedando por ejemplo:

6= T8 V9= M1 D, - -

Siendo aqui la nomenclatura de acciones y solicitaciones de
viga en flexion que luego utilizaremos:

q(x): Ley de carga vertical

u(x) y w(x): Deformacion vertical y giro de flexion de viga.
M(x) y V(x): Solicitaciones de flexion y cortante de viga.

Estas condiciones permiten abordar analiticamente el estudio
de tableros sencillos, y obtener de forma directa su cilculo con
gran aproximacion.

3.
TRANSFORMACION DEL TABLERO REAL AL MODELO
ANALITICO

Previamente al establecimiento de las ecuaciones constitutivas,
se requiere transformar la seccion real a la de calculo, de acuer-
do a la siguiente descomposicién:

1. Se considera cada viga referida a sus ejes longitudinales
(X) propios que pasan por su CDG, y con una separacion
(S) entre ellos.

2. La losa reparte transversalmente. Para obtener las reac-
ciones sobre cada viga, se considera la losa como viga con-
tinua en sentido transversal, suponiendo fijos los apoyos
sobre las almas.



3. Las reacciones locales se transmitirdn en sentido longi-
tudinal, generandose distribuciones de acciones P,i(x),
M. (%), P2(x) y My2(x), de acuerdo al siguiente método:

¢ En el caso de vigas artesa, se materializa un apoyo en cada
alma de viga. De esta forma, se obtienen dos reacciones
por viga.

Sobrecarga

Losa (e)

for 1 g i 4o

e | e

Figura 2. Obtencién de reacciones unitarias en almas de vigas artesa.

w

Llamando B a la separacién entre almas de vigas, se obtienen
los valores de las reacciones equivalentes en eje de viga, en
término de carga vertical y momento de eje viga:

M1 = (pua - pu) - B/2
M,z = (pada - pa) - B/2

P, = Pu + Pud
P, = P2 + Pad

¢ En caso de vigas de alma tinica se obtiene la reaccién y
el momento de las sobrecargas, de forma directa, conside-
rando los puntos de apoyo en ejes de vigas como empo-
tramientos perfectos.

Sobrecarga

V2:ElLy /Gl

Figura 3. Obtencion de reacciones unitarias en el almas de vigas

doble T.

Con estos cuatro valores, se calculan cuatro estados de carga:

a) Carga vertical simétrica, abordada por teoria elemental
de vigas -y por tanto sin reparto transversal- con acciones
iguales a:

q;sim = (Pvl + Pvz) / 2

b) Carga vertical antimétrica, igual y de signo contrario en
cada viga, para la cual se obtendr4 la solucién analitica de
la funcién de reparto (Apartado 4°)

q,ant = (Pvl - Pvz) /2

c¢) Momento de torsidén simétrico —igual y de signo contrario

en cada viga- que no provoca flexion en las vigas, solo re-
parto de torsién, que se estudiara analiticamente.
mt,sim = (Mvz - le) / 2

d) Momento de torsién antimétrico — de mismo signo en am-
bas vigas- que induce flexion y reparto de torsion (Aparta-

do 5°)

mt;ant = (MVZ + le) / 2

Una vez obtenidas las solicitaciones de cada modelo ana-
litico, la suma de los cuatro estados dara directamente las
deformaciones y solicitaciones de las vigas.

e) Para obtener las solicitaciones en losa, en el caso de vigas
artesa, con los resultados compuestos de deformaciones
(giro y deformacion vertical por vigas), se obtendran las
deformaciones verticales en cada alma. Aplicando un mo-
delo de viga continua con aplicacién de las deformaciones

impuesta en cada apoyo de alma como asientos verticales,
se obtendran los esfuerzos de flexion y cortante de losa de
reparto. Se le afiadiran logicamente los esfuerzos locales
entre puntos de apoyo en almas fijas.

El esquema de la descomposicién en los cuatro estados es el
siguiente:

P,v1 = pli+p1d P,v2 = p2i+p2d

v
D >

M,v1 =(p2d-p2i).B/2

M1 = (p1d-p1).B2

q,sim Estado 1: Carga simétrica q,sim
q,sim = (P,v1+Pv2) /2

+

g,ant Estado 2: Carga antimétrica qg,ant
q,ant = (P,v1-Pv2)/2

-4

Estado 3: Momento simétrico
mt,sim = (m,v1-m,\v2) / 2

m,s;@ @sim
+

Estado 4: Momento antimétrico
mt,ant = (m,v1+m,v2) / 2

"D D

Figura 4. Descomposicién de reacciones en unitarias en cuatro esta-
dos simples.
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4.
ESTADO DE APLICACION DE CARGA VERTICAL ANTI-
SIMETRICA

El planteamiento de reparto transversal frente a carga vertical
antisimétrica pura, se explica en el siguiente esquema, en el
cual se establece una accién exterior q(x), en general variable
a lo largo de cada viga. El problema trata de obtener la ex-
presién, que definiremos como “funcién de descarga p(x)”, a
través de la losa, que el sistema distribuye transversalmente.
Con el criterio de signos adoptado, posee valor negativo sobre
la viga derecha:

Carga vertical antimétrica: Reparto transversal

Figura 5. Nomenclatura de acciones, solicitaciones y deformaciones
para carga vertical antimétrica.

El resto de variables definidas son:

* mt (x): Momento torsor repartido transmitido por losa por
ml.

+ Mt (x): Ley de torsién igual en cada viga.

+  0(x): Giro de torsion igual en cada viga.

Las ecuaciones que rigen las variables anteriores son las si-

guientes:

1. La primera ecuacién es la general de flexién viga Bernou-
1li, que liga la deformacién vertical con la carga neta apli-
cada que en este caso es la diferencia entre la exterior
aplicada (+) y la descargada por reparto transversal (-),
suponiendo inercia a flexioén constante:

q(x)-p(x)=El u" (4.1

2. Lasegunda ecuacion liga el giro de torsién con el momen-
to por torsién de Saint Venant en vigas:
Mt(x
MG _ g (x (4.2)
GIt

3. Latercera ecuacion liga, a través de los factores de rigidez
de la losa, la carga de reparto transversal p(x), y las defor-
maciones y giros de sus extremos, que son los mismas que
los de la vigas:

p(x) = 2u(x) K= 20(x)-Kuo (4.3)

Siendo K., y Ky los factores de rigidez de losa, que para espe-
sor constante valen 12EI,10/S3 y 6EI 105 /S?

4. La ultima ecuacion es la de equilibrio de losa:

pX)S (4.4)

mt(x)=— 5
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Con ello, derivando dos veces (4.3) y una vez (4.2):

p"(x) =2u"(x) - Kuu— 20" (x) - Kuy (4.5-a)
Mt(x) 0 (x
e 0o 2

Y sustituyendo en (4.4) y luego en (4.5):
p(x)S
2GLt

0"(x) = -

p'(x)S

) = 20 (K
P09 =20 Kt

uf

Derivando respecto a x dos veces:

p'(x)S
v _ 2 v K . Ku
P09~ 200 Kt Ty Kan
Sustituyendo en (4.1):

K, p'()S
v _2 _ - 7 . -
p"(x) - 2(a(x)-p(x)) B gl Ke=0

Simplificando, obtenemos la ecuacién que rige el reparto trans-
versal:

e'S

I(uu _

v 1" . K“ . 2
P -p'(® +p(x) i

Kuu
2 px 4.
GLt g P (4.6)
Que es una ecuacién diferencial bicuadrada en p(x) de coe-

ficientes constantes. Efectuando algunas transformaciones y
denominando:

Bl ,  SKuwEI
T 2K,  2K,GIt

a

ap"(x)-bp"(x)+p(x) = q(x)

Se obtiene el polinomio caracteristico de cuarto grado que se
transforma de una forma sencilla en una de 2° grado:
at*~-bt?+1=0

Usualmente el valor de b2 es muy superior a 4a, con lo cual el

discriminante es negativo y las cuatro raices adoptan los valo-
res de tipo t = (+/-) u (+/-) i.v, siendo los valores de u, y v los

siguientes:
uzl 2Ja+b Vzl | 2ya-b
2 a 2 a

Transformando las expresiones de variable compleja en funcio-
nes trigonométricas, la solucién general de la ecuacién homo-
génea, incluyendo las 4 variables de integraciéon A1, A2, A3y
A4, es la siguiente:

p(x)=A1:-Cosh(ux):-Cos(vx)+A2-Cosh(ux)-Sen(vy)+
+A3-Senh(ux)-Cos(vx)+A4-Senh(ux)-Sen(vx) 4.7



4.1. Cdlculo de deformaciones y solicitaciones en el caso
general

La obtencién de la solucién de la funcién p(x) permite obtener

todas las solicitaciones y deformaciones de viga, a partir de las

derivaciones y cuadraturas propias de la teoria de vigas:

+ La ley de flexion transversal de losa que es antimétrica,
es la ecuacion (4.4) que es también la de torsién repartida
aplicada en cada viga mt(x) cambiada de signo.

« La ley de flectores longitudinales de vigas se obtiene a
partir de las ecuaciones (4.4), y (4.5), con los parametros
ay b definidos anteriormente, y la relacién directa entre
curvaturas y momentos:

M;(x) = a-p”(x) - b-p(x)

La ley de cortantes se obtiene por derivacion de la funcion
anterior. En general:

V(x) = —ap"(x) +b-p(x) = V(0)+ j;‘p(x)dx— f;‘q(x)dx

Particularizando en X = 0 y X = L se obtienen las reaccio-
nes en los extremos R; = -V(0) y R, = +V(L). La férmula
anterior también nos permite saber la funcién primitiva de
p(x) directamente, que luego utilizaremos, y denominare-
mos P(x), sin necesidad de resolver la integral. Siendo ob-
viamente P(0) = V(0), se obtiene:

P(x) P(0) + f; p(x)dx = V(x) + f; q(x)dx

+ Laley de momentos torsores en vigas se obtiene por inte-
gracion de la ley de torsores repartidos segan (4.4). Para
ello es atil utilizar el valor de la integral obtenido ante-
riormente.

dM.(x)
dx

= my(x)=p(x) % - M(x) = MJ(0)+ % [P(x)-P(0)]

Las reacciones verticales de apoyo y el equilibrio global de-
terminan el valor del torsor en el extremo. Considerando el
valor de 0’(x), y siendo Q(x) la funcién primitiva de la ley
de cargas exteriores q(x), establecemos la formula anterior
modificada:

GLt.6'(x) = Mi(x) = Mt(0)+% [QE)+V(x)-V(0)]

La integracion de la ecuacion anterior nos permite obtener
la ley de giros de torsion, estimando las relaciones entre
flectores y cortantes. Llamando QQ(x) la primitiva de la
funcién Q(x):

M,(0) S
CX+
GlLt 2GLt

0(x) = 6(0) = [QRE)-Mi(x)=xV (0]

A partir de la ecuacién (4.3), y con la ley de giros de tor-
sién se obtiene directamente la ley de flechas:

PO | 0(x) Kup

b= o Ko

Las expresiones analiticas generales p’(x), p”(x) y p”' (x), se
presentan al final como apartado, incluyendo los valores de las
primitivas de p(x) y P(x). Se calculan mediante una integral
recurrente a partir de una doble integracién por partes.

4.2. condiciones de contorno usuales

El célculo de la expresion general (4.7) requiere determinar las
cuatro variables de integracion, de acuerdo a las condiciones de
coaccién al giro de torsion Los casos que aqui analizamos, que
son los mas frecuentes, corresponden a ambos extremos con
giro de eje de viga impedido y giro libre; siempre con la con-
dicién de vigas apoyadas a flexion. Las condiciones de borde
de las funciones analiticas anteriormente presentadas, que se
utilizaran para tal fin son las siguientes:
a) Caso de extremos empotrados a torsion: Que es el caso
mas sencillo.

Por condicion de apoyo vertical:

u(0)=u(l)=0

Por giro impedido a torsion:

0(0)=6(L)=0

Con lo cual de acuerdo a ecuacién (4.3):

p(0)=p@)=0

Por condicién de flector nulo en los extremos:

u"(0)=u"(L)=0

Con lo cual de acuerdo a ecuacién (4.5):

p"(0)=p"L)=0

Habiendo remarcado las cuatro condiciones de contorno del
problema para el caso general.

b) Caso de extremos libres para el giro de torsion. Las cua-
tro condiciones son algo mas complicadas. Se parte, al
igual que antes de:

+  Por condicién de apoyo vertical:
u(0)=u(l)=0

+  Por condicién de flector nulo en los extremos
u’(0)=u"(L)=0.

« Con lo anterior se verifica que p''(0)=-2K,.0"(0).
Aplicando la ecuacion (4.5-b), se obtienen estas dos
condiciones, en funcién de p(x) y su segunda derivada:

KoS p(L)b

a

P0)=p(0) =5 = p0) > (1)

4
Las otras se obtienen considerando torsién nula en los
extremos Mt(0) = Mt(L) = O:
- Aplicando la relacién entre cortante y torsores en el
extremo dorsal, y por condiciones de equilibrio gene-
ral, obteniéndose una 3* condicién:

0=Q()+V(L)-V(0)

Esto nos dice que, aunque existe una redistribucién
transversal respecto a los esfuerzos isostiticos, ésta
posee balance de suma cero, y por tanto podemos
decir “lo que pasa en la viga se queda en la viga” para
estados de carga puramente antisimétricos.

- Por otra parte, derivando (4.3) y siendo 6’(0) = O por
ser nulo el torsor, tenemos la siguiente condicién en
el extremo dorsal:

p'(0) = 2-u'(0) Kuu (4.8)
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Es decir, necesitamos obtener una relacién entre el
del giro de flexién u’(0), y las funciones p y sus de-
rivadas. Para ello se aplica la formula que obtiene el
giro en extremo de viga biapoyada, en funcién de la
integracién del momento estitico de la ley de curva-
turas (2° Teorema de Mohr):

L
W(0) L + f (L) u(x)-d(x) =0 (4.9)
0
Conociendo la ley de curvaturas a partir de la ecua-
cién (4.5):
P'x)  p()S

Koo
K. 26K, v

Con lo cual debemos calcular las integrales de p”(x)-
(L-x) y p(x)-(L-x) para obtener la funcién de curva-
turas. Integrando por partes y con alguna manipula-
ci6n sencilla se obtiene:

[ 0909 dx =L Q-P(O) L

jOL (L—x)p"(x)-dx— —L-p/(0) + p(L) ~p(0)

Siendo P(0) = V(0) el valor funcién primitiva de
p(x) en el origen. Aplicando las férmulas anteriores
en (4.8) y (4.9) y despejando. se obtiene la cuarta
condicién de contorno:

-p(L)+p(0)-K;-L(0) = -Ki-(L-y)-Q
Siendo

K] Kue S
GLt

En ambos casos, para condiciones de carga simétrica estas ex-
presiones se simplifican notablemente, ya que la funcion de
descarga p(x) también sera simétrica, y solo requiere dos co-
eficientes a determinar por las condiciones anteriores en sus
extremos, siempre que se considere el origen del eje X en el
centro de la viga.

4.3. Caso de carga local: funcion de green

Es muy importante el caso en que la carga exterior es pun-
tual (Q(y) aplicada en coordenada y), siendo entonces
q(x) = Q.9(x-y) siendo & la funcion delta de Dirac. Se abre
la posibilidad de aplicar el formalismo de funciones de
Green para encontrar soluciones generales. En realidad los
formularios de solicitaciones y deformaciones de vigas para
carga puntual, son las funciones de Green G(X,Y) de doble
variable: X la coordenada de viga e Y la posicién de la carga.
De hecho, el teorema de reciprocidad de Betti — Maxwell, es
un corolario de la simetria en X e Y de la funcién de Green,
al tratarse de un operador lineal. Si se conoce dicha funcién,
para cualquier distribucién de la carga exterior q(x), la solu-
cién puede obtenerse a partir de la férmula siguiente

p(x)= jox G(x,y)-q(y)-dy
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El planeamiento operativo pasa por obtener numérica-
mente la funcién G(x,y), y efectuar también numéricamente
la integracion. Otra propiedad util es que si el funcional corres-
ponde a un tipo

LIHPE] = 3(x-y)

Siendo L y H dos operadores diferenciales lineales, la fun-
cién de Green sera el producto de las funciones individuales
de cada operador. Esto se verifica en nuestro caso, ya que la
ecuacion (4.6) se puede considerar la aplicacion sucesiva de los
operadores L = (k”- k) y H = (k” + k). La solucién de cada una
consta de dos términos de funciones trigonométricas ordina-

rias e hiperbélicas cuyo producto da la solucién general (4.7).
El teorema de existencia considera que, si para condiciones

de carga nula y de contorno homogéneas, no existe solucién
diferente de la trivial —lo cual se verifica siempre en estruc-
turas elésticas—, existird funcion de Green, y sera formalmen-
te similar a la expresada en (4.7), siendo los coeficientes (Ai)
indeterminados, funciones de la posicién de la carga (y). Para
el caso de carga puntual —y en general la solucién de funcién
G(x,y)-, se establecen dos funciones a derecha e izquierda de
la coordenada (y) de aplicacion, siendo los cuatro coeficientes
diferentes antes y después de la carga aplicada. Denominare-
mos Al a A4 los aplicables por el lado izquierdo, y B1 a B4 a
los del lado derecho de la viga, en relacion al punto de aplica-
cién. Hay por tanto 8 incdgnitas a determinar en funcién de
las condiciones de contorno y continuidad, de las cuales las
cuatro primeras —valores de contorno— ya se han obtenido en
el apartado anterior.

Las otras cuatro son las condiciones de continuidad en el
punto de aplicacién de la accion, que consisten en la propia
continuidad de la funcion, y de sus dos primeras derivadas en
la coordenada (y); la cuarta asigna valor del “salto” en ley de
tercera derivada igual a -Q/a. La particularizacién de estos cri-
terios a los resultados de solicitaciones y deformaciones es la
siguiente:

+  Las funciones Mf(x) y V(x) son diferentes para x<y x>y,
siendo continua para x=y en el primer caso, y con salto de
valor Q en el segundo. Esto es consecuencia de tratarse
de la segunda y tercera derivada respectivamente de la
funcién de descarga. Se obtienen por derivacién segin
formulas (4.8) y (4.9).

La integral de la funcién primitiva de p(x) se transforma
en Q.H(x-y), siendo la funcion escalén de Heaviside en el
punto de aplicacion de la carga:

P(x)=V(x)+H(x-y)

En el caso de torsor no nulo en el extremo -caso de éste em-
potrado-, su valor se obtiene por equilibrio global: la mitad
del momento isostatico en el extremo, no recogido por el par
de las reacciones, es el momento torsor en cada viga:

M(0)= S[Q(>-1}+v)]

Con ello la ley de torsores seria, incluyendo el salto de la
ley por la propia funcién H(x-y):



M()=M(0}+ - [V(9 - V(0) + Hix)]

Y la ley de giros de torsién, siendo HH(x-y) la funcién
rampa igual a O para x<y e x-y para X>y:

M(0) i x—y)-M¢(x)—x
ale X 501 HHG-)-MG)-xV(0)]

0(x) = 0(0) =

4.4. Caso de carga lineal uniforme

La solucion de la ecuacion diferencial (4.6) con valor de carga
constante (q), consiste en la misma ecuacién (4.7) como solu-
cién de la homogénea, mas una solucion particular que puede
ser simplemente q, con lo cual queda:

p(x)=A1-Cosh(ux).Cos(vx)+A2.Cosh(ux)-Sen(vy)+
+A3-Senh(ux)-Cos(vx)+A4-Senh(ux)-Sen(vx)+q

Las expresion anterior se simplifica notablemente al considerar
origen x'=0 el centro de la viga con lo cual los coeficientes A2
y A3 son nulos, ya que aportan componentes antisimétricas no
compatibles con la solucién. La ecuacién posee por tanto solo
2 incognitas a determinar con las dos condiciones de contorno
en uno de los extremos, referentes a los valores de la funcién y
de alguna de sus derivadas, dependiendo de las condiciones de
apoyo. Las solicitaciones y deformaciones se obtienen de forma
similar, siendo las expresiones de torsores y giros de torsién los
siguientes:

M) =M (- L) S [oTog+ L Jver-v (- L))

q|[x'+ L)]Z . .
e(x'):e(_ %)Jr Mm((;%)'x'JrS-K - 2 _M]f(x')—V(_ 7]‘(,“7]
Lt 2GLt

4.5. Analisis de resultados para un caso tipo

Se ha aplicado las férmulas anteriores, para un tablero con dos
vigas artesas, con las siguientes caracteristicas geométricas y
mecanicas:

Luz de célculo: 24.0m

Separacién entre ejes de vigas: 5.50m (Plataforma 12m)
Canto tablero: 1.10 viga + 0.25 losa
Rigidez a flexion (EI) por viga: 14951 MNm?

Rigidez a torsién (Gl,t) por viga: 14171 MNm?

Factor rigidez vertical losa (Kuu) = 2.56 MN/m?

Factor rigidez cruzada (Ku0) = 7.04 MN/m

Factor K1 = Ku6.S/ GIt = 0.00273 1/m?

Factor K2 = 2Kuu / El = 0.00035 1/m*

Parametro a = 1/K2 = 2849.3 m*

Pardmetro b = K1/K2 = 7.79 m?2

En los siguientes graficos se presenta la funcion de Green de
descarga p(X,Y) en kN/m para el caso de carga local de 1 kN
(valor de p en coordenada X para carga situada en coordenada
Y), para el caso de extremos fijos y libres a torsion:

0.0

19.2

0
i
o~

X=Estacion (m)

Funcidn p(x,y): Extremos fijos Max = 0.0437 kN/m

=
=
~

0.045
0.040
0.035
0.030
0.025
0.020
0.015
0.010
0.005
0.000

p (kN/m)

%
<

~
[To) r~
c; ’

Y=Posicion Carga (m)

N
a
=

Figura 6: Funcién de Green de la funcion de descarga para carga antimétrica y apoyos fijos.
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Funcion p(x,y): Extremos libres Max/Min = 0.0297 -0.0503 kN/m

Y Posicién de la carga (m)

0.030
0.020
0.010
0.000
-0.010
-0.020
-0.030
-0.040
-0.050
-0.060

p(kN/m)

Figura 7. Funcién de Green de la funcion de descarga para carga antimétrica y apoyos libres.

Se presenta a continuacién el diagrama de la funcién de des-
carga —en ambas condiciones de apoyo—, para el caso de carga
lineal antimétrica:

Funcién descarga viga p (kN/m): Carga repartida 1 kN/m

0.80 =
0.60 +
0.40 - e
— 0.20 4 1 I~
-~ ~
g 0.00 1 " " " 1 L " " M M " " M M M M M 1 " M M M 1
5 -0.20 1 2 3 #5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 1920 21 22 23 24
= i 7 -~
-0.40 4 7 X (m) » N
P Extremos fijos ;7%
-0.60 4~ == == Extremos libres N
-0.80 -/ N
-1.00 -

Figura 8. Funcién de descarga para carga repartida.
Y para el caso de carga puntual situada a 5.6m del apoyo:

Funcién descarga viga p (kN/m): Carga local 1 kN a 5.6m

0.04 p
0.03
002 | [ S S . Y
= o001 } = ™
£ . b - ~ =
> 0.00 (S T SR WY N S SN SR S (N S S
= ~
‘E -0.01 b 1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19\20\ 21 22 23 24
' 7
~
0.02 > 4 X(m) ——— Extremo fijo ~
-0.03 V4 e = Extremos libres = ~
-0.04 &

Figura 9. Funcién de descarga para carga local a % luz.
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Se observa la efectividad del reparto transversal, con un valor
del 64.1% para el caso de extremos fijos frente al 42.3% del
caso de extremos libres, en la situacién de carga uniforme de
viga. Es resefiable también, una inversién de la ley en el segun-
do caso en los extremos: el reparto solo es efectivo en los dos
cuartos centrales, en donde se produce la mayor deformacion;
cuando esta se reduce en los extremos el efecto de giro de

torsién es predominante, y se invierte el proceso. Como se ha
observado anteriormente, se produce un reparto longitudinal
con un balance de carga en apoyos cero. Esto se aprecia mejor
en el diagrama de cortantes, en las que se compara ademas con
la ley isostatica sin reparto, observindose que su valor en el
extremo es el mismo, solo obteniéndose una reduccién, si los
extremos estan fijos.

Cortante Q(x): Carga repartida 1 kN/m

Extremos fijos
= = Extermos libres

== Sin reparto

-15.00 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

100 ¢ Cortante Q(x): Carga local 1 kN a 5.6m

0.80 }

0.60
0.40
0.20

kN)

Extremos fijos
—— = Extremos libres

o
0.00
-0.20
-0.40
-0.60

8

9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Figura 10. Cortantes para carga repartida y local a % luz.

En términos de flectores, la reduccion es apreciable: 52.3 %
frente a 20.6%, tal como se aprecia en el siguiente grafico.

Flector M(x): Carga repartida 1 kN/m

X(m)

6

7

8

9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20

21 22 23 24

0.00 T T T T T T T T T

Extremo Empotrado
= = Extremo Libre
-+« Sin reparto

Flector M(x): Carga local 1 kN a 5.6m
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

7 8 9

X (m)

Extremos fijos
= = Extremos libres

Figura 11. Flectores para carga repartida y local a % luz.
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En los siguientes graficos se presentan de forma comparativa
para ambos tipo de sustentacion, los diagramas de torsores, de-
formaciones verticales y giros de torsién:

Torsor Mt(x): Carga repartida 1 kN/m

“11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

2500 ——FF1~ =11 X(m) Extremos fijos
-10.00 = = = Extremos libres
-15.00 +
1.00 p
Torsor Mt(x): Carga local 1 kN a 5.6m
e — — —
0.00 1 ; |—. ; _|‘ L L L L [ R—— L L L L L L 1 L . ]
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
5—1.00 X(m)
£
§42.00 Extremos fijos
— — Extremos libres
-3.00
-4.00 &
Figura 12. Torsores para carga repartida y local a % luz.
Flechas U(x): Carga repartida 1 kN/m
035 r Extremos fijos
030 pP—F—1—T—"T—T—"T1T T T T rtn_ —— = Extremos libres
0.25 F R S S I WM T I Viga Aislada
€020 } et Lt n S s
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
—_— Flechas U(x): Carga local 1 kN a 5.6m
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0.008 | - ~
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Figura 13: Diagrama de flechas para carga repartida y local a % luz.
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Giro torsidon GIt.0(x): Carga repartida 1 kN/m X(m)

-100 F
-200
o~ 90 Extremos fijos
= -400
£ = = Extremos libres
Z -500
3
®—600
. -700
Ogy b —m e e e
-900
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Giro torsion GIt.0(x): Carga local 1 kN a 5.6m X(m)
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_ 00— -
£
Z-100 | Extremos fijos
= ~— = Extremos libres
©.200 }
Y300 }
oo L—L [ [ [ T T 7==— ™

Figura 14.Diagrama de giros de eje viga para carga repartida y local a ¥4 luz.

5.
ESTADO DE APLICACION DE MOMENTO TORSOR
ANTISIMETRICO

El planteamiento de reparto transversal es bastante parecido, sin
més que sustituir la funcién de carga q(x), por otra ma(x) —tor-
sor repartido a lo largo de la viga—, para obtener como resultado
la funcion de descarga p(x), de acuerdo al siguiente esquema:

Momento antimétrico: Reparto transversal

ma=mt+rml
|

-u(x); 9(X‘) +p(x) -p(x) i-u(x);+6(x)
, oAl
4 P 7
HUX)+B(X) | %\ )

S /

<

ma=mt+ml
ma (x) = Torsor antimétrico

Figura 15. Nomenclatura de acciones, solicitaciones y deformaciones
para momento antimétrico.

Para conservar la accién exterior positiva, la funcién de des-
carga posee signo negativo en ella, es decir, se trata en realidad
de una funcién de recarga vertical hacia abajo que provocara
deformacién vertical negativa y flexién positiva en dicha viga.
En este caso, la accion exterior ma(x) se repartird en un torsor
de viga mt(x) y una flexién de losa ml(x). La nomenclatura
de las variables y los criterios de signos son los mismos que el
caso anterior.

Las ecuaciones que relacionan dichas variables en este caso

son las siguientes

L.

La primera ecuacion es la general de flexion viga Bernou-
1li, que en este caso carece de término de carga exterior
aplicada, siendo negativo el signo al corresponder a la re-
carga de viga hacia abajo:

—p(x) =EI-uV (5.1)
Las ecuaciones (2.2) y (2.3) son las mismas que en el caso
anterior, reproduciéndolas por conveniencia:

Mi(x)
Gl
p(x) = 2u(x) - Ko — 26(x) - Koo (5.3)
La ecuacion de equilibrio de losa cambia de signo, de

acuerdo al criterio explicado. A dicha ecuacién hay que
afiadir, el reparto del momento exterior entre viga y losa

= 9'()() (52)

ml(x) = + O3 (54)
ma(x) = ml(x) + mt(x) (5.5)
Con todo ello, entre (5.1), (5.3) y (5.4) se obtiene:

@ = u(x) - K= 0(x) - Ko

2mlCd g

‘EIZ%“N = u(x) - Kuo— 0(x) - Kug (5.6)
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Entre (5.5), derivando (5.2), y sustituyendo en la anterior:
ma(x) = ml(x) + GLt-0"(x)

EI-S-uV
ma(x) o

+GLt-0"(x) (5.7)

Despejando 8(x) de (5.6) y derivando dos veces:

Kew El-uv
g

0"(x) =u K, K

Esta expresion se sustituye en (5.7), para obtener:

EI.S.uIV

EI Y
ma(x) ==+ Gl K, =

u'—+

KuO ZKue

Podemos efectuar un cambio de variable identificando el
factor EL.u”(x) como mf(x), el flector longitudinal, con lo cual
queda:

2ms(x) mfV(x) S mf'(x) K
= - +
GIt KuO GL EI Ku()

mf (x)

Reordenando los términos:

Ke~s mf”(x)+ Kuu mf(X)Z Zma(x)~Ku9

2
mfV(x)-
GI; EI Gl

(5:8)

Que es exactamente la misma ecuacién diferencial (4.7)
que rige el reparto para carga vertical, salvo el cambio de fac-
tores de rigideces del término independiente. Denominando al
igual que antes:

EI S K- EI K- EI
a=—— b= c=
2K 2K, - Gt Ku - GlLt
a-mfV(x) - b-mf"(x) + mf(x) = cma(x) (5.9)

Por tanto, la solucion general de esta ecuacion diferencial
en términos de mf(x), es idéntica a la obtenida anteriormente
(5.10)

mf(x)=A1-Cosh(ux)-Cos(vx)+A2:-Cosh(ux)-Sen(vy)+A3:
Senh (ux)-Cos+A4-Senh(ux)-Sen(vx)

5.1. Cdlculo de deformaciones y solicitaciones en el caso ge-
neral

La obtencién de la solucién de la funcién mf(x) permite obte-

ner expresiones sencillas del resto de solicitaciones y deforma-

ciones mediante estos pasos:

« La ley de cortantes se obtiene por derivacién de la ley de
flectores, y la funcién de reparto por derivacién de la ley
de cortantes:

_ dmf(x)
dx

_dV(®) _ dmf(x)
T odx dx?

V(x) = p(x)
« Con las reacciones de apoyo y el equilibrio global, se cal-
cula el valor del torsor en el extremo dorsal, en el caso
de que estuviera empotrado. La ley de torsores repartidos
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se obtiene directamente a partir de la ley de reparto p(x)
multiplicada por S/2. Con ello, el torsor en el extremo dor-
sal y la ley de torsores antisimétricos dato, se obtiene la ley
de torsores en cualquier seccion, siendo Ma(x) la funcién
primitiva de la ley de momentos antisimétricos exteriores:

dM((x)
dx

M,(x) = M(0) - Ma(x) + [V(x) —V(O)]%

- mx(x) = -ma(x) + ml(x) = -ma(x) + p(x) %

+ Laintegracion de la ecuacién anterior nos permite obtener
la ley de giros de torsién, estimando las relaciones entre
flectores y cortantes. Siendo MMa(x) la funcién primitiva
de Ma(x).

M,(0) _ MMa(x) S

8(x) = 6(0
() =600) + =1 Glt  2G

It [Mi(x) +x-V(0)]

»  Con la funcién de descarga y con la ley de giros de torsion
se obtiene directamente la ley de flechas:

p(X) Ku[]
u(X) = T + e(X) Kf

uu uu
Las expresiones analiticas generales de la funciones mf(x), sus
derivadas y sus primitivas son idénticas a las presentadas para
la funcién p(x) del caso anterior.

5.2. Condiciones de apoyo a torsion usuales

Analogamente, obtendremos las expresiones aplicadas a los ca-
sos de extremos analizados:
a) Caso de extremos empotrados a torsion:
+  Por apoyo simple a flexién:
mf(0) =mf(L) =0
+  Por giro impedido a torsion:

0(0) = 6(L) = 0
+  Por condicién de apoyo vertical:
u(0)=u(L)=0

+ Con lo cual de acuerdo a ecuacion (5.3):

mf’(0) = mf’(L) = 0

Siendo las marcadas, las cuatro condiciones de contorno del

problema para el caso general.

b) Caso de extremos libres para el giro de torsion. Las cua-
tro condiciones son algo mas complicadas. Al igual que
antes:

+  Por apoyo simple a flexién:
mf(0) =mf(L) =0

+  Por condicién de apoyo vertical:

u(0)=ul)=0
+  Por torsor nulo en los extremos:
0'(0)=0'(L)=0

La resultante global de torsién exterior se equilibra con los
pares de torsién que general las reacciones en los extremos, las
cuales se obtienen por el valor de la derivada de la mf(x) en los
extremos. Se considera el caso general, de resultante exterior
variable, en funcién de su primitiva en los extremos. Con ello
tenemos la siguiente 3* condicion:



[mf'(0) - mf'(L)] % = Ma(L) - Ma(0)

+ La cuarta condicion es algo mas complicada. En el extre-
mo dorsal, al tener torsor nulo, 8'(0) = 0, p'(0)=-2K,.u'(0)
relacién que nos proporcionara la solucién, estableciendo
las variables en funcién de los flectores: La funcién p’ es la
tercera derivada de la ley de flectores, particularizada en
0; u’(0) es el giro en el extremo de flexiéon de viga, que se
puede sacar por integracion de la ley de flectores (Teorema
de Mohr) y la rigidez a flexién; aplicandolo de la misma
manera que en la ecuacion (4.8):

fOL (L=x):mf(x) - dx = mfae(Y): (L-y)+ mfiug(Y): (L-y)-
mfyg(0) L+ MMfio (L) MM, (0) =—ET-u'(0)-L

Siendo Mf(x) la funcion primitiva de mf(x) —que se rela-
ciona con la ley de giros de flexion— y MM({{(x) la segunda
primitiva —que se relaciona con ley de flechas—. Hay que
observar que la primera funcién puede no ser continua en
x =y (caso de momento puntual), y debe contemplarse el
salto mediante la aplicacion de funciones diferentes por la
izquierda y por la derecha en la integracion por partes. En
el caso de la segunda integral, ese salto no se produce.

Con los cual, se obtiene una expresién que relaciona la 3* de-
rivada de la funcién de flexién y sus primitivas, y que propor-
ciona la 4* condicion.

2K
m"(0)+ =0

B0 MO MMy, 1Y)y 1Y

L L

Aligual que para carga vertical exterior, en caso de distribucién
simétrica, la solucion solo requiere dos coeficientes a determi-
nar por condiciones de apoyo de los extremos, si se dispone el
origen del eje viga X en su centro.

5.3. Caso de momento local: funcion de green

Siguiendo la misma metodologia que el caso de carga
puntual, analizaremos la solucién para la accién exterior
ma(x)= m,-d(x-y), afiadiendo a las cuatro condiciones de
externo anteriormente obtenidas, las mismas condiciones de
continuidad en el punto de aplicacion, con la tnica dife-
rencia es asignar el valor de “salto” en tercera derivada en
valor —c.m,/a (siendo c el valor de la férmula 5.9). Con ello
se obtienen las 8 constantes de integracién para obtener los
resultados siguientes:

+ Las funciones mf(x), V(x) y la funcién de descarga p(x), se
obtienen de forma directa como primera y segunda deri-
vada respectivamente; son continuas, pero diferentes para
X<y X>Y.

+ En el caso de torsor no nulo en el extremo -caso de éste
empotrado-, su valor se obtiene también por equilibrio glo-
bal: la mitad del momento de reparto isostatico en el extre-
mo, no recogido por el par de las reacciones, es el momento
torsor en cada viga:

M.(0) =% V(0) + m. (1-%)

Con ello la ley de torsores seria, incluyendo el salto de la
ley por la propia funcién H(x-y):

M.(x) = M(0) +% [V(x) - V(0)] - mH(x-y)

+  Con la ley de giros de torsion, siendo HH(x-y) la funcion
rampa igual a 0 para x<y e x-y para x>y, y la expresion

I\EI;I[’(»Z) X+%I,t [Mi(x)—x-V(0)] = m,- HH(x—=y)

0(x)=0(0)+

5.4. Caso de momento torsor uniforme

La solucién de la ecuacion diferencial (5.8) con valor de mo-
mento repartido de valor constante (m,), se obtiene de igual
manera afiadiendo a la ecuacién general, la solucién particular
ma de valor constante

mf(x)=A1-Cosh(ux)-Cos(vx)+A2-Cosh(ux)-Sen(vy)+
+A3-Senh(ux)-Cos(vx)+A4-Senh(ux)-Sen(vx)+c.m,

Las solicitaciones y deformaciones se obtienen de forma si-
milar, siendo las expresiones de torsores y giros de torsién los
siguientes

M (x") =M (f %] —ma(x‘+ % J+%

V(x')—V(—%)]

el e s e
O(X)ze(_?}r Gt | 261t 2GI¢

’

5.5. Analisis de resultados

Para las mismas caracteristicas de tablero que en el caso de
cargas verticales anti métricas, se presentan a continuacion los
resultados para acciones de momentos. Se presentan a conti-
nuacion las funciones de Green para extremos fijos y libres:

Los valores méximos obtenidos son de 0.124 en el primer
caso (X=Y=12m), y 0.894 en el mismo punto, con una distri-
bucioén que, como se observa, es muy poco dependiente de la
posicion de la carga. Los diagramas de momentos de flexion,
que es la funcion de obtencion directa, son los siguientes.

La comparacion en este caso se realiza con la flexion in-
ducida por una carga lineal de +/- 2m/S, sin torsion de vigas.
Como se observa, la eficiencia del reparto es aqui muy grande
para el caso de apoyos fijos (reduccion del 93.1%) y muy re-
ducida para apoyos libres (20.6%), superior al caso de carga
lineal. Este efecto viene gobernado por la rigidez a torsién pro-
pia de la viga, y no por la transferencia de carga entre vigas; es
por tanto determinante en este caso los factores de relacion an-
cho —luz, y la relacion de rigideces a flexion y torsion, ademaés
de las condiciones de apoyo de los extremos, como se aprecia
bien en las funciones de descarga transversal (Fig. 20).

Los diagramas de cortantes y torsores estdn en relacién con
el argumento anterior: vigas muy poco solicitadas a cortante
con extremos fijos, y muy solicitadas a torsién, y viceversa para
extremos libres.
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Funciéon Momento flector (X,Y)
Extremos fijos

‘ | ‘ r 0.140
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|
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‘ F 0.120

‘ F 0.100

F 0.080
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|
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0.040

0.020

0.000

24.0
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<
—

12.0

© 4
e o Posicién de la carga Y(m)

7.2

Estacién X(m)

Figura 16. Funcién de Green de la funcién de descarga para momento antimétrico y apoyos fijos.

Funciéon Momento flector (X,Y))
(Extremos libres)

0.900
0.800
0.700
0.600
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0.400
0.300
0.200
0.100
0.000

Figura 17. Funcién de Green de la funcion de descarga para momento antimétrico y apoyos libres.
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Flector M(x): Momento repartida 1 mkN/m X(m)

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

e Extremos Fijos
== == Extremo Libre
Sin reparto

Figura 18. Flectores para momento repartido.

Flector M(x): Momento local 1 mkN a 5.6m X(m)
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

e Extremos ~
fijos N

Figura 19. Flectores para momento local a % luz.

Descarga viga p (kN/m): Momento repartida 1 mkN/m
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Extremos fijos
= = Extremos libres

Descarga viga p (kN/m): Carga local 1 mkN a 5.6m

Extremos fijos
—— — Extremos libres

b S
—— //

X(m)

1 | B— e e A i A : 1 L I ]

3 4 5 6 7

8

9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Figura 20. Funcién de descarga para momento repartido y local a % luz.
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Cortante Q(x): Momento repartida 1 mkN/m X(m)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
500 FE——_e——_——,—————— T
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100 H e Sin reparto st
£ 000 } SE———
S.100 } ey
2,00 } B Rl MW i '
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Cortante Q(x): Carga local 1 mkN a 5.6m X(m)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
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0.10 F ——
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c0.10 _— -
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-0.20
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Figura 21. Cortante para momento repartido y local a % luz.

Torsor Mt(x): Momento repartida 1 mkN/m

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
15.00

X(m)

10.00

Extremos fijos

5.00 f = = Extremos libres

0.00 = "

| — | — — q—

Mt(mkN)

-5.00 F

-10.00 f

-15.00 *

Torsor Mt(x): Carga local 1 mkN a 5.6m

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1.00 T T T T T T

X(m)

Extremos fijos

g e = = Extremos libres

-1.00 *

Figura 22: Torsor para momento repartido y local a % luz.
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Los diagramas de deformaciones (giros de eje viga y fle-

chas) son los siguientes:

Giro torsion GIt.0(x): Momento repartida 1 mkN/m X(m)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
700 ——— "7
600 P
__ 500 }
§ 200 b Extremos fijos
s = = Extremos libres
= 300 P
D
5 200 F
100 P
-100 %
Giro torsion GIt.0(x): Carga local 1 mkN a 5.6m X(m)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
35 — T T T T T T T T T T r—T—T—r—Tr—
0 o ————— ———
=25 } R s =t et LR S B DS S S S
£}
?, 15 F = Extremos fijos
210 }
Eat = = Extremos libres
@ 5 p
3 | —TT
5 L
Figura 23. Giros de eje viga para momento repartido y local a % luz.
Flechas U(x): Momento repartida 1 mkN/m X(m)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
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Flechas U(x): Carga local 1 mkN a 5.6m X(m)
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Figura 24. Diagrama de flechas de viga para momento repartido y local a % luz.
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Todo ello indica que la solicitacién de torsién antimétrica
se transforma casi en su totalidad en flexién longitudinal de
cada viga en el caso de extremos libres, y en torsién de Saint
Venant en el caso de extremos fijos, modulandose su valor con
las propiedades mecénicas y geomeétricas del tablero.

6.
ESTADO DE APLICACION DE MOMENTO TORSOR
SIMETRICO

Para terminar la descomposicion de estados, se analiza a con-
tinuacién la solicitacion con funcién de momentos torsores
simétricos respecto al eje de tablero. Esta situacién no genera
trabajo de flexion en viga, y sélo se produce un reparto longi-
tudinal de torsores; de hecho el caso de torsor uniforme en am-
bas vigas con extremos libres es una solucién trivial de flexion
transversal solo en losa. En el caso general, vamos a plantear las
ecuaciones de equilibrio y compatibilidad:

Momento simétrico: Reparto transversal

Vigai i+ -0

Figura 25. Nomenclatura de acciones, solicitaciones y deformaciones
para momento simétrico.

Se aplica una ley de torsores Ms (x), repartiéndose entre la
flexion transversal de viga y el torsor de viga:

ms(x) = ml(x) — mt(x)
Afiadimos la relacién entre giros de eje viga y ley de torsores, y

la relacion entre dichos giros y la flexiéon de losa

mt(x)

=9"
GIt ()

ml(x) = keo- 0(x)

Quedando la ecuacién diferencial de segundo grado:

ms(x) = keo- 0(x) - GLt - 0”(x)

Cuya solucién es del tipo:

0(x) = Al - cosh(kx) + A2 - Senh(kx)

Siendo

Koo
GLt

Una vez obtenida la ley de giros de torsién y su primera deri-
vada, se obtiene directamente la ley de flexiéon transversal de la
losa y la ley de torsores.
Las condiciones de apoyo son bastante simples:
« Caso de apoyos libres, con torsor nulo en los extremos:
0'(0)=0(L)=0
+  Caso de apoyos fijos a torsién: 8(0) = 6(L) = 0.

Torsor Mt(x): Momento local 1 mkN a 5.6m

1.00 ¢
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0.60 } |
0.40 } |
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0.00

Mt (mkN)
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-0.40 |
-0.60 F
-0.80 |

-1.00 " " " " 1
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1 " " " " " ;

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00
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12.00 14.00 16.00 18.00 20.00 22.00 24.00

Giro GIt.6(x): Momento local 1 mkN a 5.6m
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Figura 26. Diagramas de momentos y giros de torsién con momento local simétrico.
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El caso general de momento puntual simétrico, existen dos
funciones a cada lado de la carga con dos constantes de inte-
gracion cada una. Se resuelven las cuatro constantes de inte-
gracién, con las dos condiciones de extremo, y las otras dos
son la continuidad de la ley de giros de torsién, y el salto de
la 1° derivada que es -Ms/GI,t.

En el caso de momento uniforme repartido en toda la
viga, hay una sola constante de integracién: la respuesta si-
métrica, para origen de coordenadas en el centro de la viga,
supone que A2 sea 0. Es obvio, que en el caso de extremos
libres a torsién, no hay reparto longitudinal, y toda la accién
se absorbe por flexién de losa. Los resultados para el caso de
momento local, también comparando la situacién de extre-
mos fijos y libres sera la siguiente (Fig. 26).

Otra vez se ve la efectividad de disponer apoyos fijos, en
especial en la limitacion del trabajo de flexion transversal de la

15.00
1250 k-
10.00
7.50
5.00
250
0.00

losa, que se liga al giro de eje viga, reduciéndose en un factor
superior a 3. La contrapartida es un mayor esfuerzo de torsién
en la parte de viga mas proxima al apoyo fijo.

Analizando los resultados para el caso de momento simé-
trico repartido observamos que, si los extremos son fijos y la
seccién de viga posee la rigidez a torsion habitual en vigas ar-
tesa, el torsor de viga es casi igual al isostatico, al cual se puede
asimilar sin error apreciable, y en consecuencia la flexién de
losa es muy reducida.

Logicamente si los extremos son libres, la situacién es com-
pletamente opuesta: el trabajo de flexién de losa absorbe el
momento y la torsién de viga es nula. Esta apreciacién posee
importantes con secuencias practicas, al requerir la losa un des-
empefio fundamental: el maximo giro de eje viga en el centro
de vano es 15 veces mayor que en el caso anterior, con una
demanda muy fuerte de rotacién transversal de apoyos.

Torsor Mt(x): Momento repartido 1 mkN/m

= Extremos fijos
- Isostatico

MT (mkN)

-5.00 P
-7.50 F
-10.00
-12.50 p

-15.00 %

—
25000 200 400 600 800 1000 12,00

- 16.00 18.00 20.00 22.00  24.00

Figura 27. Diferencia de torsién para extremos fijos respecto al caso isostitico con momento repartido.

Giro B(x): Momento repartido 1 mkN/m
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Figura 28. Giro de torsion del caso anterior.

7.
DESARROLLO DE UN CASO REAL

Se presenta a continuacién el cilculo de un tablero de puente
ferroviario de 24 m de luz compuesto por dos vigas en artesa
separadas 5.50 m de 1.70 m de canto y losa de reparto de 0.25
m de espesor. Soporta una plataforma ferroviaria de doble via
de linea convencional con un intereje de via 4.20 m. El caso
estudiado corresponde al comportamiento del tablero solicita-
do con sobrecarga UIC71 aplicada en una tnica via. Se indican

a continuacién las dimensiones de la seccién transversal y las
cargas de trafico afectadas por los factores dindmicos y clasifi-
cacion de linea (@3 y a). Asimismo, se ha considerado que la
accién es repartida transversalmente bajo traviesa en un ancho
de 2.80 m.

El proceso de analisis, parte de establecimiento de los fac-
tores de influencia de la accién sobre el tablero; suponiendo
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Local: 4x175.6 kN c/1,.60m

Repartida: 115.2 kN/m
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Figura 29. Esquema de cargas ferroviarias aplicadas en un tnica viga.

un carga de 1kN/m transversal se obtienen las reacciones en
ejes de almas (R1i, R1d, R2i, R2d); se componen las resultan-
tes en eje de vigas (P1, M1, P2, M2), y la descomposicién en
los cuatro de carga aplicados en ejes de vigas: Carga vertical
simétrica (q,4m), Carga vertical anti simétrica (q,..), Momento
simétrico (m,sm), y Momento anti simétrico (m,ant). En el si-
guiente esquema se presenta la descomposicion, y los factores
de influencia a aplicar en cada caso (los signos se consideran +
en ejes globales, es decir verticales + hacia arriba y momento +
en sentido de avance de eje tablero)(Fig. 30).

El resto del proceso consiste tan solo en la aplicacion de los
coeficientes de influencia a las cargas de trafico reales, y la su-
perposicion de los cuatro estados. En relacion a la obtencion de
las solicitaciones transversales de la losa, el camino mas sencillo
es obtener los esfuerzos de distorsion del tablero, inducidos por
los giros y los movimientos verticales de cada viga obtenidos
por superposicion. Logicamente a estos esfuerzos globales hay
que afiadir los esfuerzos locales de aplicacién de la carga de
trafico sobre apoyos fijos de seccién transversal.

Los pardmetros considerados que determinan el comporta-
miento del tablero, son en este caso los siguientes:

- Rigidez a flexién (EI) por viga: 39548 MNm?
- Rigidez a torsién (GI,t) por viga: 30742 MNm?
- Factor rigidez vertical losa (Kuu) = 6.33 MN/m?2

- Factor rigidez cruzada (Kuf) = 17.39 MN/m
- Factor de rigidez al giro (K66) = 55.51 MN

0.00311 1/m?
0.00032 1/m*

- Factor K1 =Kub xS/ GLt =
- Factor K2 =2.Kuu/El =
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Figura 30. Esquema de coeficientes de influencia por viga y
descomposicién en los cuatro estados.



7.1. Resultados comparativos entre sistemas de apoyo

para las dos configuraciones de apoyo —extremos fijos y libres

Se presentan los resultados de solicitaciones y deformaciones a torsion—, siendo muy util observar la contribucién de las
maéaximas en ambas vigas, con acciones repartidas y locales, cuatro componentes de la descomposicion:
TABLA 1.

Resultados en la viga derecha (la més préxima a la via cargada) para la componente de carga repartida.

Viga Derecha: Carga Repartida. Extremos Fijos My (mkN) Q (kN) m,l (kN) Mx (mkN) 0 (mr) U (mm)
Carga simétrica (1) 4145.8 -691.0 0.0 0.0 0.00 -6.3
Carga antisimétrica (2) 2086.2 -419.6 95.5 738.0 0.18 -3.2
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 5.0 -470.5 -0.09 0.0
Momento antisimétrico (4) -91.4 125 4.0 -477.4 -0.09 0.1
Total >>>> 6140.6 -1098.1 104.5 -210.0 0.00 9.4
Viga Derecha: Carga Repartida. Extremos libres

Carga simétrica (1) 4145.8 -691.0 0.0 0.0 0.00 -6.3
Carga antisimétrica (2) 3342.2 -688.0 61.6 276.1 1.25 -5.2
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 42.6 0.0 -0.07 0.0
Momento antisimétrico (4) -903.9 186.1 26.0 -74.7 -0.78 1.4
Total >>>> 6584.1 -1192.9 130.1 201.4 0.40 -10.1
TABLA 2.

Resultados en la viga izquierda (la mas alejada de la via cargada) para la componente de carga repartida.

Viga Izquierda: Carga Repartida. Extremos Fijos My (mkN) Q (kN) m,l (kN) Mx (mkN) 0 (mr) U (mm)
Carga simétrica (1) 4145.8 -691.0 0.0 0.0 0.00 -6.3
Carga antisimétrica (2) -2086.2 419.6 -95.5 738.0 0.18 3.2
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 5.0 470.5 0.09 0.0
Momento antisimétrico (4) 91.4 -12.5 -4.0 -477.4 -0.09 -0.1
Total >>>> 2150.9 -283.8 -94.5 731.1 0.18 -3.2
Viga Izquierda: Carga Repartida. Extremos Libres

Carga simétrica (1) 4145.8 -691.0 0.0 0.0 0.00 -6.3
Carga antisimétrica (2) -3342.2 688.0 -61.6 276.1 1.25 5.2
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 42.6 0.0 0.07 0.0
Momento antisimétrico (4) 903.9 -186.1 -26.0 -74.7 -0.78 -1.4
Total >>>> 1707.5 -189.0 -45.0 201.4 0.53 2.5
TABLA 3.

Resultados en la viga derecha (la mas proxima a la via cargada) para la componente de 4 cargas locales.

Viga Derecha: Carro. Extremos Fijos My (mkN) Q (kN) m,l (kN) Mx (mkN) 0 (mr) U (mm)
Carga simétrica (1) 1826.4 -175.6 0.0 0.0 0.00 -2.5
Carga antisimétrica (2) 1022.9 -71.7 383 283.7 0.07 -1.3
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 2.2 -114.9 -0.04 0.0
Momento antisimétrico (4) -36.6 4.4 2.1 -117.9 -0.04 0.1
Total >>>> 2812.8 -242.9 42.5 50.9 -0.01 -3.7
Viga Derecha: Carro. Extremos Libres

Carga simétrica (1) 1826.4 -175.6 0.0 0.0 0.00 -2.5
Carga antisimétrica (2) 1505.8 -174.9 -25.2 109.3 0.48 -2.1
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 12.0 -48.4 -0.22 0.0
Momento antisimétrico (4) -237.3 473 7.5 -68.6 -0.21 0.4
Total >>>> 3095.0 -303.2 5.7 7.7 0.05 4.2
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TABLA 4.

Resultados en la viga izquierda (la mas alejada de la via cargada) para la componente de 4 cargas locales.

Viga Izquierda: Carro. Extremos Fijos My (mkN) Q (kN) m,] (kN) Mx (mkN) 0 (mr) U (mm)
Carga simétrica (1) 1826.4 -175.6 0.0 0.0 0.00 -2.5
Carga antisimétrica (2) -1022.9 71.7 -38.3 283.7 0.07 1.3
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 2.2 114.9 0.04 0.0
Momento antisimétrico (4) 36.6 -4.4 -2.1 -117.9 -0.04 -0.1
Total >>>> 840.1 -108.4 -38.1 280.7 0.07 -1.2
Viga Izquierda: Carro. Extremos Libres

Carga simétrica (1) 1826.4 -175.6 0.0 0.0 0.00 -2.5
Carga antisimétrica (2) -1505.8 174.9 25.2 109.3 0.48 2.1
Momento simétrico (3) 0.0 0.0 12.0 48.4 0.22 0.0
Momento antisimétrico (4) 237.3 -47.3 -7.5 -68.6 -0.21 -0.4
Total >>>> 557.9 -48.0 29.8 89.0 0.49 -0.8
Mencionamos a continuacién algunas pautas generales: » A cambio, los torsores aumentan considerablemente en el

primer caso. Este efecto es determinante en el armado de

+ Los flectores y las deformaciones en el centro de vano y

las reacciones en apoyo, estin determinados en general por
las componentes simétrica y antisimétrica de carga verti-
cal, siendo muy reducida la contribucién de la distribucion
de momentos antisimétricos, salvo en el caso de extremos
libres. Para una estimacién adecuada de los torsores y de
sus giros, no se puede prescindir de la consideracién de los
momentos antisimétricos.

A pesar de tratarse de un tablero con una relacién ancho
luz relativamente pequefa, el reparto transversal es efi-
caz, como consecuencia de la elevada rigidez a torsién
de las vigas. Logicamente es mas efectivo si se fijan los

la viga, aunque para la viga artesa la demanda adicional de
armado no es relevante.

Dada la poca excentricidad de la accion de la viga cargada
respecto al eje de viga, en ambos casos la torsion de la viga
opuesta es muy superior a la correspondiente a la viga mas
préxima. Este efecto puede ser importante en el disefio de
los aparatos de apoyo.

Las deformaciones diferenciales entre vigas son mucho ma-
yores en el caso de extremos libres (33% frente a un 22%
de relacion de flecha méxima entre ellas respectivamente).
Este hecho puede ser determinante en la validacion del es-
tado de servicio por alabeo de via.

extremos: el 75% de flector y el 77% del cortante, frente
a 81% y 86% respectivamente del caso de extremos libres,
lo absorbe la viga mas proxima a la via cargada.

A continuacién se representan los grificos, con los resultados en
ambas vigas y forma de apoyo, incluyendo todas las sobrecargas

X(m) Flector M(x)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0
2000
4000
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é 6000
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Extr.Fijos VI
12000 L

Figura 31_1. Solicitaciones en ambas vigas con apoyos libres y fijos a torsion.
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Figura 31_2. Solicitaciones en ambas vigas con apoyos libres y fijos a torsién.

Deformaciones U(x)
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Figura 32. Deformaciones en ambas vigas con apoyos libres y fijos a torsion.
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Figura 33. Flexion transversal de losa en bordes de alas de vigas en ambas condiciones de apoyo.
8.
CONCLUSIONES

Se ha presentado la solucién analitica de deformaciones y soli-
citaciones de tableros formados por dos vigas principales y losa
de reparto entre ellas, que permite resolver de forma directa el
calculo de este tipo de tableros. Se basa en la descomposicion
en cuatro estados, con obtencién de la ecuacién diferencial
para la solucion de los dos antisimétricos. Las formulas pueden
incorporarse a un marco de Hoja de Calculo, para la obtencién
de resultados para cualquier tipo de carga, y con mucha faci-
lidad para cargas moéviles. Aqui se limita al caso habitual de
vigas paralelas apoyadas y sin oblicuidad de apoyos. La exten-
sién a tableros continuos es simple, ya que la descomposicién
descrita sigue vigente, y solo deben modificarse las condicio-
nes de contorno en términos de momentos hiperestaticos de
continuidad que pueden ser obtenidos por compatibilidad de
giros. Una mejora consiste en la consideracion de la rigidez a
torsion de la losa de reparto, induciendo el acoplamiento entre
ella y la flexién longitudinal, desarrollando en consecuencia un
planteamiento mas complejo. Esto, junto un cambio de ejes de
referencia, abre la posibilidad del analisis de tableros oblicuos.

APENDICE 1:
Nomenclatura de simbolos utilizados

Resultantes y descomposicion en estados

q,sim-q,ant:  Valor en kN/m de la carga vertical en compo-
nente simétrica y antisimétrica.

m,sim-m,ant: Valor en mkN/m de la componente simétrica y
antisimétrica del momento de la carga exterior

pli,pld=  Carga vertical exterior en viga 1, en alma iz-
quierda y derecha (kN/m)

p2i,p2d= Lo mismo en viga 2

Pvl,Mvl = Resultantes de carga vertical y momento aplica-
da en viga 1 (kN/m-mkN/m)

Pv2, Mv2 = Lo mismo en viga 2
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Acciones y solicitaciones en vigas

p(x): Funcién de descarga por reparto transversal
(kN/m)

q(x): Ley de carga vertical externa aplicada (kN/m)

Q(x): Carga local o puntual en coordenada x (kN)

mt(x): Momento torsor repartido igual al flector trans-
mitido por losa (mkN/m)

M(x): Ley de flectores en la viga (mkN)

V(x): Ley de cortantes en la viga (kNN)

Mt(x): Ley de torsores en la viga (mkN/m)

Deformaciones en vigas

u(x): Deformacién vertical (m)
w(x): Giro de flexiéon de viga alrededor eje Y (rad)
8(x): Giro de torsién de viga (rad)

Geometria y rigideces

S: Distancia entre ejes de vigas (m)

B: Distancias entre almas de apoyo de losa (m)

ELy: Rigidez a flexion neta del conjunto viga - ancho
eficaz losa (kNm?2)

GLt: Rigidez a torsién del conjunto viga - losa
(kNm?)

Kuu = Factor rigidez vertical losa. Para espesor cons-
tante: 12/EI losa /S*3

Kub = Factor rigidez cruzada. Para espesor constante:
6El/S"2

Koo = Factor rigidez al giro. Para espesor constante:
2EI/S

Criterios de signos

X -Y - Z: Triedro directo global con eje X el de viga e Y vertical
Deformaciones y giros +, los correspondientes a avance de ejes
globales.

Solicitaciones +: En la cara frontal de seccién, las correspon-
dientes a avance en ejes globales.



APENDICE 2:
Funciones derivadas y primitivas que intervienen en la so-
lucion

Siendo la funcién con coeficientes de integracion Ai, e inclu-
yendo abreviaciones de las funciones trigonométricas:

f(x)=A1-Cosh(ux)-Cos(vx)+A2:-Cosh(ux)-Sen(vy)+
A3-Senh(ux)-Cos(vx)+A4-Senh(ux)-Sen(vx)

Las tres primeras funciones derivadas son:

f'(x)=A1- [u-Sh(ux)-C(vx)-v-Ch(ux)-S(vx)]+A2-
[u-Sh(ux)-S(vy)+v-Ch(ux)-C(vx)]+A3-[u-Ch(ux)-
C(vx)-v-Sh(ux)-S(vx)]+A4-[u-Ch(ux)-S(vx)+
v-Sh(ux)-C(vx)]

£'(x)=A1- [r-Ch(ux)-C(vx)-2s-Sh(ux)-S(vx)]+A2-[r-
Ch(ux)-S(vy)+2s-Sh(ux)-C(vx)]+A3-[r-Sh(ux)
-C(vx)-2s-Ch(ux)-S(vx)]+A4-[r-Sh(ux)-S(vx)+2s
Ch(ux)-C(vx)]

"' (x)=Al"[a-Sh(ux)-C(vx)-p-Ch(ux)-S(vx)]+A2-[a-Sh(ux)-
S(vy)+p-Ch(ux)-C(vx)]+A3-[a-Ch(ux)-C(vx)-f-
Sh(ux)-S(vx)]+A4-[a-Ch(ux)-S(vx)+B-Sh(ux)-
Cvx)]

Referencias

Y las dos primeras funciones primitivas:

F(x)={Al- [u-Sh(ux)-C(vx)+v-Ch(ux)-S(vx)]+A2-[u-Sh
(ux)-S(vy)-v-Ch(ux)-C(vx)]+A3-[u-Ch(ux)-
C(vx)+v-Sh(ux)-S(vx)]+A4-[u-Ch(ux)-S(vx)-v-
Sh(ux)-C(vx)]} —L—

(u?+v?)?

F2(x)={Al- [r-Ch(ux)-C(vx)+2s-Sh(ux)-S(vx)]+A2-[r
Ch(ux)-S(vy)-2s-Sh(ux)-C(vx)]+A3-[r-Sh(ux)
-C(vx)+2s-Ch(ux)-S(vx)]+A4-[r-Sh(ux)-
S(vx)-2s-Ch(ux)-C(vx)]} —L

(u2+v?)?

Siendo

r=u?-v? s=uv a=ur-2vs B=vr+2us
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